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Vorwort, 


Seit  Karl  Friedrich  Gauß  vor  hundert  Jahren  in  seiner  , Theoria 
motus"  die  ,.Methode  der  kleinsten  Quadrate'  zum  ersten  Male  der 
Öffentlichkeit  übergeben  hat,  erfreut  sich  die  hierüber  neu  entstan- 
dene Literatur  einer  ganz  besonderen  Pflege.  Wohl  an  tausend  Ab- 
handlungen sind  seither  erschienen,  und  nicht  gering  ist  die  Zalil 
der  Lehrbücher,  die  sich  ausschließlich  mit  der  methodischen  Aus- 
gleichungsrechnung befassen.  Erst  in  jüngster  Zeit  sind  über  diesen 
Gegenstand  einige  hervorragende  Werke  entstanden,  welche  die  Fehler- 
theorie und  ihre  Anwendung  in  einer  Vollständigkeit  behandeln,  die 
wohl  kaum  den  Wunsch  nach  einer  Ergänzung  übrig  zu  lassen  scheinen. 

Wenn  ich  mich  dennoch  anschicke,  mit  dieser  anspruchslosen 
Arbeit  hervorzutreten,  so  glaube  ich  einen  Anlaß  hiezu  darin  erblicken 
zu  können,  daß  hier  einige  Punkte  der  Theorie  eine  wesentliche  Aus- 
bildung erfahren  haben  und  auch  die  Rechnungsmethoden  in  mancher 
Richtung  vereinfacht  und  ausgestaltet  erscheinen,  wodurch  zu  hoffen 
steht,  daß  diese  Darstellungen,  indem  sie  ein  helleres  Licht  über  den 
großen  Reichtum  der  Theorie  der  Beobachtungsfehler  zu  verbreiten 
versprechen,  einer  gewissen  Beachtung  nicht  unwert  befunden  werden. 
Obwohl  manche  Anwendungsfälle  anzuführen  wären,  die  im  Unter- 
richte wie  in  der  Praxis  mir  förderlich  scheinen,  wie  auch  einige 
von  der  Schablone  heraustretende  Entwicklungen.  Ableitungen  und 
Erklärungen,  so  sei  dennoch  von  der  Aufzählung  aller  dieser  Neu- 
erungen Umgang  genommen,  da  Auszüge  hierüber  zu  bringen  hier 
gewiß  nicht  der  Ort  sein  kann. 

Nur  andeutungsweise  sei  erwähnt,  daß  hier  der  mittlere  Fehler 
zu  einem  Fehlermaß  erhoben  erscheint,  welchem  unter  allen  mög- 
lichen Fehlerwerten  die  größte  mathematische  Erwartung  zukommt, 
und  daß  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  eine  Formel  abgeleitet 
wird,  welche  dieses  bisher  nur  auf  Grund  von  Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen definierbare  Fehlermaß  direkt  aus  den  Beobachtungs- 
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fehlem  mit  großer  Annäheruiitj'  zu  berechnen  gestattet.  Das  Fehler- 
übertragungsgesetz, der  wichtigste  Satz  der  methodischen  Aiisglei- 
chungsrechnung,  wird  in  eingehender  Weise  theoretisch  durchleuchtet; 
die  Darstellung  der  charakteristischen  Fehlermaße  als  Funktionen  der 
scheinbaren  Beobachtungsfehler  und  der  Beobachtungsdifferenzen  er- 
fährt —  der  Bedeutung  des  Problems  entsprechend  —  eine  ausführ- 
liche Behandlung;  neu  ist  auch  die  Einführung  des  maximalen  mitt- 
leren Fehlers  und  der  neutralen,  widerspruchsfreien  Fehlermaße.  Dem 
Abschnitt  über  die  Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeiten,  worin 
auch  der  Begriff  des  „Gesamtgewichtes"  aufgenommen  erscheint, 
wurde  eine  größere  Aufmerksamkeit  gewidmet  und  demgemäß  auch 
ein  breiterer  Raum  zur  Verfügung  gestellt,  als  dies  sonst  üblich  ist. 
Hier  dürfte  der  Beweis  für  die  Reduktion  der  ungleich  genauen  Be- 
obachtungen auf  gleich  genaue  Beobachtungen  durch  Multiplikation 
mit  den  Gewichtswurzeln,  sowie  das  neu  aufgestellte  Kriterium  zur 
Ausscheidung  zweifelhafter  Beobachtungen  von  besonderem  Interesse 
sein.  In  dem  Abschnitte,  der  sich  mit  den  kleinsten  Fehlerquadrat- 
summen beschäftigt,  war  ich  besonders  bestrebt,  meine  in  der  lang- 
jährigen Praxis  gewonnenen  Erfahrungen  in  leicht  verständlichem 
Vortrage  niederzulegen.  Praktische  Neuerungen  und  leicht  faßliche 
Begründungen,  z.  B.  die  bequeme  Formel  für  den  mittleren  Fehler 
der  ausgeglichenen  Beobachtungen,  der  kurze  Beweis  für  die  Ver- 
minderung des  mittleren  Fehlers  der  ursprünglichen  Beobachtungen 
durch  den  Ausgleichungsprozeß  usw.,  lassen  hoffen,  daß  der  Stu- 
dierende wie  der  Praktiker,  vielleicht  auch  der  Forscher,  aus  diesem 
Buche  einigen  Nutzen  ziehen  dürften. 

Was  die  formale  Seite  dieser  Vorlesungen  betrifft,  so  sei  in 
bezug  auf  die,  wie  ich  glaube,  praktische  und  übersichtliche  Ein- 
teilung des  Stoffes  auf  das  Inhaltsverzeichnis  hingewiesen,  wonach 
der  vorliegende,  die  „Elemente  der  Ausgleichungsrechnung" 
behandelnde  erste  Band  die  Grundprobleme  der  Fehlertheorie  und 
die  darauf  gegründete  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Berück- 
sichtigung aller  Wissenszweige  der  messenden  Disziplinen  umfaßt. 
Dieser  Band  bildet  für  sich  ein  abgeschlossenes  Ganzes  und  kann 
daher  von  der  Verlagsbuchhandlung  auch  ohne  den  zweiten  Band, 
welcher  die  hauptsächlich  für  den  ausübenden  Vermessungstechniker 
bestimmten  höheren  „Probleme  der  Ausgleichungsrechnung" 
behandelt,  abgegeben  werden. 

Im  Texte  erscheint  den  Literaturnachweisungen  durch  die  An- 
führung der  Autorennamen  nebst  den  Jahreszahlen  des  Erscheinens 
der  bezüglichen  Schriften  Rechnung  getragen,  welche  Angaben  wohl 
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in  den  meisten  Fällen  hinreichen  tUirften,  um  die  ausfiihrliclien  Tili-l 
der  zitierten  Druckschriften  mit  Hilfe  der  von  E.  Czuber  im  Jahres- 
berichte der  Deutschen  Mathematikervereinitjung,  Vll.  Band,  2.  Heft, 
Leipzig  1899  gebrachten  übersieht  der  reichhaltigen  Literatur  auf- 
finden zu  können.  Jüngere  Schriften  oder  solche,  von  denen  nähere 
Angaben  erwünscht  sind,  erscheinen  besonders  angeführt. 

Meinen  Freunden,  den  Herren  Oberst  im  Technischen  Militär- 
komitee J.  Kozäk  und  Professor  A.  Cappilleri,  die  mich  bei  der 
Durchsicht  der  Druckbogen  freundlichst  unterstützten,  sei  auch  an 
dieser  Stelle  der  beste  Dank  zum  Ausdruck  gebracht. 

Desgleichen  bin  ich  auch  der  k.  u.  k.  Hof-ßuchdruckerei  und 
Hof-Verlags-Buchhandlung  Carl  Fromme  in  Wien  für  die  Beistellung 
des  nach  einem  Ölgemälde  im  Weifenmuseum  zu  Hannover  herge- 
stellten Bildnisses  von  Gauß  und  für  die  ausnehmende  Zuvor- 
kommenheit, mit  welcher  sie  allen  die  Drucklegung  und  Ausstattung 
dieses  Werkes  betreffenden  Wünschen  entgegenkam,  zu  Dank  ver- 
pflichtet. 

Wien,  im  Frühjahr  1909. 

Der  Verfasser. 
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Eiuleituiig. 
§  I.  Der  Beobachtungsfehler. 

Die  Bestimmung  einer  Größe  durch  Beobachtung  oder  Messung 
kann  selbst  bei  Anwendung  der  größten  Sorgfalt  und  Umsicht  niemals 
mit  absoluter  Gewißheit  den  wahren  Wert  der  zu  suchenden  Größe 
liefern,  weil  den  Beobachtungen  immer  Fehler  anhaften,  die  von  der 
Unvollkommenheit  der  menschlichen  Sinne,  der  Mangelhaftigkeit  der 
zur  Anwendung  gelangenden  Beobachtungswerkzeuge  und  dorn  Ein- 
flüsse anderer,  äußerer  Ursachen  herrühren,  als  welche  die  bei  der 
Messung  herrschenden  Nebenumstände  zu  bezeichnen  sind.  Der  in  dem 
Messungsresultate  verbleibende  Fehler  kann  bei  dem  heutigen  Stande 
der  Vermessungspraxis  aber  stets  auf  ein  so  geringes  Maß  herab- 
gedrückt werden,  daß  das  Messungsresultat  für  bestimmte  Zwecke 
immerhin  brauchbar  bleibt. 

Die  Beschränktheit  der  menschlichen  Sinneswahrnehmuneren  liejrt 
in  der  unvollkommenen  Beschaffenheit  unserer  Sinnesorgane  be- 
gründet: Das  Auge,  von  den  besten  Mitteln  der  Optik  unterstützt, 
kann  das  absolute  Zusammenfallen  zweier  zur  Deckung  zu  bringen- 
der  Punkte,  deren  Bilder  innerhalb  eines  Netzhautstäbehens  zu  liegen 
kommen,  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  verbürgen,  während 
es  die  innerhalb  dieser  Grenze  sich  erstreckenden  Maßunterschiede 
nicht  mehr  zu  erkennen  imstande  ist;  auch  das  Ohr  vermag  die 
Koinzidenz  zweier  Töne,  z.  B.  zweier  Uhrschläge  mit  voller  Sicher- 
heit nicht  zu  beurteilen,  wie  auch  die  Hand  nicht  fähig  ist,  bei 
Registrierungen  zweier  Ereignisse  mit  absoluter  Gleichzeitigkeit  zu 
funktionieren.  Die  zu  den  feinsten  Messungen  und  schärfsten  Beob- 
achtungen dienenden  Meßinstrumente  zeigen,  als  ein  Werk  aus 
Menschenhand,  ebenfalls  einzelne,  wenn  aucli  nicht  deutlich  in  die 
Augen  fallende  Mängel,  die  ganz  zu  beseitigen  der  Mechaniker  wie 
der  Beobachter  nicht  imstande  ist.  Auch  wird  eine  gewisse  Mangel- 
haftigkeit in  der  Handhabung  der  Meßgeräte,  obwohl  sie  durch  Übung 
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und  Erfahrung  auf  ein  Minimum  herabgesetzt  werden  kann,  immer 
vorhanden  bleiben.  So  wird  beispielsweise  die  Unsicherheit  beim  An- 
legen der  Meßlatten  oder  beim  Aufstellen  des  Theodolits,  oder  das 
Mitschleppen  der  Limbusscheibe  beim  Drehen  der  Alhidade  selbst  bei 
der  größten  P^'ertigkeit  des  Geometers  und  bei  seiner  noch  so  großen 
Vertrautheit  mit  den  Eigenheiten  seiner  Meßrequisiten  sich  niemals 
ganz  vermeiden  lassen.  Äußere  Ursachen,  welche  die  Güte  einer 
Messung  beeinträchtigen,  sind  das  Einwirken  der  Witterung  auf  den 
Beobachter  und  dessen  Instrumente,  die  Temperaturschwankungen 
der  Atmosphäre,  die  Vibration,  Refraktion  und  Trübung  der  Luft,  die 
Beleuchtungsverhältnisse,  Terrain-  und  Visurhiudernisse  usw. 

Alle  diese  und  andere  Fehlerquellen  wirken  zusammen  auf  das 
Messungsergebnis  ungünstig  ein  und  erzeugen  den  sogenannten  Be- 
obachtungsfehler, der  seiner  heterogenen  Zusammensetzung  wegen 
in  verschiedenem  Maße  und  verschiedenem  Sinne  das  Meßergebnis 
beeinflußt.  Je  nachdem  diese  Einflußnahme  in  regelmäßiger  oder  in  un- 
regelmäßiger Weise  erfolgt,  unterscheidet  mau  regelmäßige  und 
unregelmäßige  Beobachtungsfehler;  je  nachdem  dieselben  der  Er- 
mittlung auf  mechanischem  oder  rechnerischem  Wege  zugänglich  oder 
unzugänglich  erscheinen,  teilt  man  sie  in  vermeidliche  und  un- 
vermeidliche Beobachtungsfehler  ein. 

Die  vermeidlichen  Fehler  können  regelmäßig  und  unregelmäßig 
auftreten,  die  unvermeidlichen  Fehler  aber  tragen  immer  den  Cha- 
rakter der  Unregelmäßigkeit  an  sich. 

Jene  Gattung  von  vermeidlichen  Fehlern,  welche  unregelmäßig 
auftreten,  indem  sie  jeden  beliebigen  Betrag  und  beliebig  jedes  der 
beiden  Vorzeichen  plus  und  minus  annehmen  können,  sind  die  soge- 
nannten groben  Fehler  oder  Irrungen.  Sie  entstehen  durch  Ver- 
schauen bei  Ablesungen  an  Teilungen,  durch  Verzählen  um  ganze 
Einheiten,  überhaupt  durch  Unachtsamkeit,  Fahrlässigkeit,  Vergeßlich- 
keit oder  Nachlässigkeit  in  der  Handhabung  der  Hilfsmittel.  Gewöhn- 
lich treten  sie  in  solcher  Größe  auf,  daß  sie  leicht  zu  erkennen  und 
durch  Nachmessung  zu  berichtigen  sind.  Hat  man  z.  B.  bei  einer 
wiederholten  Längenmessung  mit  4  m  langen  Latten  die  Resultate 
232'16m  und  236*16  m  erhalten,  so  obwaltet  gar  kein  Zweifel,  daß  ein 
grober  Fehler  um  eine  ganze  Lattenlänge  vorgekommen  ist;  oder 
mißt  man  mit  einem  Winkelmeßinstrumente,  welches  die  Angabe  der 
Winkel  bis  auf  10  Bogensekunden  verbürgt,  alle  drei  Winkel  eines 
ebenen  Dreieckes,  und  ergeben  die  drei  Resultate  die  Summe  179°  59' 
anstatt  der  theoretischen  Winkelsumme  von  180"  00',  so  ist  ganz  be- 
stimmt ein  grober  Irrtum  um  1'  unterlaufen,  der  durch  Wiederholung 
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der  Messung  unschwer  behoben  werden  kann.  Die  Ifangierung  eines 
begangenen  Fehlers  in  die  Kategorie  der  groben  Fehler  hängt  von 
der  Präzision  des  zur  Anwendung  gebrachten  Instrumentes  ab  und 
demgemäß  ist  der  Begriff  des  groben  Fehlers  nur  relativ  aufzufassen, 
denn  was  z.  B.  bei  Anwendung  eines  Mikroskoptheodolits  noch  als 
ein  grober  Fehler  zu  bezeichnen  ist,  wird  bei  Benutzung  eines  No- 
nientheodolits  im  allgemeinen  nicht  mehr  als  ein  solcher  zu  behandeln 
sein.  Ein  grober  Fehler  muß  daher  nicht  notwendig  auch  ein  grolier 
Fehler  sein,  er  kann  auch  in  einer  solchen  Kleinheit  auftreten,  daß 
er  durch  die  vorgesehenen  Kontrollarbeiten,  welche  in  einer  wieder- 
holten Messung  oder  in  einer  Vergleichuug  mit  dem  theoretischen 
Sollbetrage  besteht,  gar  nicht  aufgedeckt  und  als  solcher  erkannt 
werden  kann.  Eine  Gefahr  für  die  Entstellung  eines  Beobachtungs- 
resultates birgt  sohin  nur  ein  kleiner  grober  Fehler,  weil  er  in  seiner 
Unauffälligkeit  unentdeckt  in  dem  Resultate  verborgen  bleibt.  Ist  er 
aber  größer,  als  bei  einer  besonderen  Messungsoperation  zu  erwarten 
steht,  so  kann  er  durch  entsprechende  Kontrollen  leicht  erkannt  und 
beseitigt  werden.  Im  allgemeinen  lassen  sich  also  grobe  Fehler  bei 
gehöriger  Sorgfalt  und  Aufmerksamkeit  vermeiden. 

Jene  Gattung  von  vermeidlichen  Fehlern,  welche  durch  die  beson- 
deren Eigenheiten  des  zur  Beobachtung  gebrauchten  Instrumentes, 
durch  individuelle  Eigenarten  und  Gewohnheiten  des  Beobachters 
oder  auch  durch  gesetzmäßig  wirkende  äußere  Zustände  (Temperatur, 
Luftdruck  usw.)  hervorgerufen  werden  und  demgemäß  unter  denselben 
mathematisch  feststellbaren  Umständen  in  regelmäßiger  Weise  zur 
Wirkung  kommen,  heißen  konstante  oder  systematische  Fehler. 
Sie  treten  in  einer  Reihe  von  Beobachtungen  unter  denselben  theo- 
retisch angebbaren  Umständen  immer  in  gleicher  Größe  und  in 
gleichem  Sinne  auf  und  sind  daher  einer  bestimmten,  der  mecha- 
nischen oder  rechnerischen  Ermittlung  zugänglichen  Gesetzmäßigkeit 
unterworfen.  Durch  Vergleichung  der  einzelnen  Messungen  oder 
Beobachtungen  können  sie  aber  nicht  aufgedeckt  werden,  so  daß  Mes 
sungen,  welche  mit  konstanten  Fehlern  behaftet  sind,  oft  eine  seli 
große  Übereinstimmung  zeigen,  welche  einen  hohen  Grad  von  Ge- 
nauigkeit vorzutäuschen  imstande  ist. 

Zu  diesen  Fehlern  gehören  vor  allem  die  Instrumentalfehler, 
wie  solche  z.  B.  bei  einem  ungeeichten  Maßstabe  oder  bei  einem 
nicht  rektifizierten  Theodolite  vorkommen.  In  der  Instrumentenkunde 
und  Geodäsie  wird  gezeigt,  wie  die  konstanten  oder  systematischen 
Fehler  durch  fehlereliminierende  Verfahrungsweisen  unschädlich  ge- 
macht oder  wie  sie  direkt  ermittelt  und  in  Rechnung  gestellt  werden 

1' 
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könnon.  So  werden  beispielsweise  bei  der  Messung  von  IIorizDUtal- 
winkeln  in  einem  Satze  durch  das  Durchschlagen  des  Fernrohres 
und  Ablesen  in  beiden  Kreislagen,  sowie  an  diametralen  Ablesevor- 
ric'htungen  der  Kollimationsfehler,  der  Fernrohrachsenfehler  und  der 
Exzentrizitätsfehler  beseitigt,  —  Wurde  eine  Strecke,  deren  wahre 
Länge  Lq  ist,  mit  einem  bei  einer  bestimmten  Temperatur  von  P  per 
Längeneinheit  um  -r  J  L  zu  langen  Maßstabe  gemessen  und  hiebei 
L  als  Resultat  erhalten,  so  beträgt  der  systematische  Fehler  der  Längen- 
messung-jZ.^Z  und  die  richtige  Länge  der  Streckeist  Lö  =  1/(1 +^L). 
Wurde  die  Messung  ein  andermal  bei  einer  Temperatur  von  T^  vor- 
genommen und  hiebei  als  Messungsresultat  Li  gefunden,  so  beträgt, 
wenn  a  den  Ausdehnungskoeffizienten  des  Maßstabmateriales  und 
jT=T—t  bedeutet,  die  richtige  Länge:  Lo  =  Li  (Ij.JL)  (l+a.^77'). 
Der  systematische  Fehler  ist  sohin  wie  in  diesem  Beispiele  so  auch  im 
allgemeinen  der  Größe  und  dem  Sinne  nach  unzweifelhaft  bestimmbar. 

Die  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler,  für  deren  Ent- 
stehungsursachen nur  Vermutungen,  aber  keine  apodiktischen  Er- 
klärungen in  mathematischer  Sprache  abgegeben  werden  können, 
treten  bei  den  einzelnen  Beobachtungen  sowohl  ihrer  Größe  als  auch 
ihrem  Vorzeichen  nach  unter  gleichen  oder  verschiedenen  Umständen 
unregelmäßig  auf.  Der  einzelne  Fehler  scheint  keinem  Gesetze  zu 
gehorchen,  er  läßt  sich  nicht  durch  Rechnung  finden  und  darum  auch 
nicht  auf  mechanischem  Wege  eliminieren.  Dagegen  sind  die  unter 
denselben  Umständen  wiederholt  gefundenen  ßeobachtungsfehler  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  der  sogenannten  Theorie  des  Zufalls, 
unterworfen  und  werden  daher  auch  zufällige  Fehler  genannt. 

Zu  den  Ursachen  der  zufälligen  Fehler  zählen  die  aus  der  Un- 
vollkommenheit  der  menschlichen  Sinne  entstehenden  Abw'eichungen, 
die  Visierfehler  des  Fernrohres  und  die  Ablesefehler  an  den  Kreis- 
teilungen, soweit  sie  nicht  in  die  Kategorie  der  groben  Fehler  fallen, 
sondern  nur  in  der  Unsicherheit  im  Einstellen  und  Absehen  be- 
gründet sind.  Es  werden  ferner  hinzugezählt  die  nach  erfolgter  Rek- 
tifikation in  den  Instrumenten  etwa  noch  zurückbleibenden  unver- 
meidlichen Reste  der  Instrumentalfehler,  die  durch  Windstöße,  Boden- 
bewegungen oder  sonstige  Erschütterungen  aus  Mangel  an  absoluter 
P'estigkeit  der  Stative  bewirkten  Verrückungen,  die  durch  das  Zittern 
der  Luft  verursachte  Unruhe  der  Bilder,  die  Folgen  der  elastischen 
Nachwirkung  beim  Gebrauche  elastischer  Federn,  die  Ungleichmäßigkeit 
in  der  Ausdehnung  einzelner  Instrumentenbestandteile  durch  einseitige 
Sonnenbestrahlung,  der  Einfluß  ungleicher  Beleuchtung  der  anzuvisie- 
renden Objekte, die  veränderliche  Aufmerksamkeit  des  Beobachters  usw. 
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Das  charakteristische  Merkmal  der  /,iifälli<j:en  Fehler  ist  die 
Eiofenschaft,  daß  sie  bei  wiederholt  angestellten,  unter  gleichen  Um- 
ständen ausgeführten  Beobachtungen  in  verschiedener  Größe  und 
gleich  wahrscheinlich  mit  dem  einen  oder  dorn  anderen  Vorzeichen 
versehen  auftreten. 

Es  ist  die  erste  Aufgabe  eines  Beobachters,  nicht  nur  die  groben 
Fehler  zu  vermeiden,  was  bei  gehöriger  Sorgfalt  und  Übung  immer 
leicht  möglich  sein  wird,  sondern  auch  das  Entstehen  systematischer 
Fehler  durch  zweckmäßige  Anstellung  der  Beobachtungen  zu  ver- 
hindern oder,  wo  dies  nicht  von  vornherein  angeht,  deren  beson- 
deren Einfluß  auf  die  einzelnen  Beobachtungsergebnisse  durch  theo- 
retische Untersuchungen  festzustellen  und  in  Rechnung  zu  ziehen 
oder  durch  geeignete  Meßmethoden  zu  eliminieren,  um  auf  diese 
Weise  nachträglich  ein  Ergebnis  zu  erzielen,  welches  auch  von  syste- 
matischen Fehlern  völlig  befreit  erscheint.  Wird  es  daher  einerseits 
immer  erreichbar  sein,  die  Beobachtungsdaten  so  verbessernd  umzu- 
gestalten, daß  man  sich  berechtigt  halten  kann,  sie  mit  vermeidlichen 
Fehlern  überhaupt  nicht  mehr  behaftet  anzusehen,  so  wird  es  an- 
derseits niemals  gelingen  können,  die  Beobachtungen  —  wie  schon 
der  Name  sagt  —  von  den  unvermeidlichen  Fehlern  zu  befreien, 
sondern  man  wird  vielmehr  diese  Gattung  von  Fehlern,  welchen  durch 
besondere  Untersuchungen  nicht  beizukommen  ist,  in  den  Beobach- 
tungen zu  dulden  genötigt  sein,  so  weit  diese  eben  trotz  entspre- 
chender Wahl  der  Instrumente,  trotz  Abwarten  der  günstigsten  Beob- 
achtungsumstände  und  Anwendung  der  peinlichsten  Sorgfalt  in  den 
Beobachtungen  immer  noch  zurückbleiben. 

Die  störenden  Einflüsse  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
auf  die  Beobachtung  selbst  oder  auf  das  aus  den  Beobachtungen  ab- 
geleitete Resultat  durch  Anbringung  kleiner  Änderungen  an  den  Ori- 
ginalbeobachtungsdaten auf  ein  geringstes  Maß  herabzumindern,  wird 
das  „Ausgleichen"  der  Beobachtungen  genannt.  Der  Inbegriff  aller 
hiebei  anzuwendenden  Rechnungsoperationen  heißt  die  .Ausglei- 
chungsrechnung". Den  Gegenstand  der  der  Ausgleichungsrechnung 
zugrunde  liegenden  Fehlertheorie  bilden  nur  die  unvermeidlichen  oder 
zufälligen  Beobachtungsfehler,  so  daß  alle  Beobachtungsdaten,  welche 
einer  Ausgleichung  unterzogen  werden  sollen,  vorerst  von  den  ver- 
meidlichen Fehlern  befreit  sein  müssen.  Es  wird  daher  in  der  Folge 
angenommen,  daß  alle  Messungsdaten,  welche  einer  Au.<gleichung 
unterworfen  werden,  von  allen  groben  und  konstanten  Fehlern  bereits 
befreit  worden  sind. 
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Eine  Beobachtun^ji:  wird  für  »:ut  gehalten,  wenn  deren  Fehler 
innerhalb  der  bei  jeder  Beobaehtungsart  bestehenden  Grenze  des 
noch  deutlieh  Unterscheidbaren  gelegen  ist,  weshalb  auch  alle  Fehler, 
welche  innerhalb  des  kleinsten  noch  konstatierbaren  Intei-valls  fallen, 
praktisch  als  gleich  groß  angenommen  werden.  Wird  z.  B.  mit  einem 
in  ganzen  Millimetern  eingeteilten  Maßstabe  eine  Strecke  doppelt 
gemessen,  wobei  die  Zehntelmillimeter  noch  durch  Schätzung  erhalten 
werden,  und  lauten  beide  Messungsresultate  7i  =Z2  =  4"0005m,  so  hält 
man  beide  Messungen  mit  gleich  großen  Messungsfehlern  behaftet, 
also  für  gleich  gut,  obgleich  zugegeben  werden  muß,  daß  sich  beide 
Resultate,  daher  auch  beide  Fehler  um  Bruchteile  von  Zehntelmilli- 
metern hätten  voneinander  verschieden  ergeben  können,  wenn  man  die 
Ablesungsgenauigkeit  gesteigert  hätte.  Diese  Differenz  kann  aber  nicht 
konstatiert  werden,  weil  sie  eben  kleiner  ist  als  das  letzte  noch  deutlich 
wahrnehmbare  Intervall  eines  Zehntelmillimeters.  Bezeichnet  man  die 
Messungsgrenze  mit  a,  wobei  im  vorliegenden  Beispiele  a  =  0'0001m 

cc 
ist,  so  ist  es  einleuchtend,  daß  die  Messungsresultate  um  —  zu  groß 

oder  zu  klein  angegeben  sein  können.  Bei  jeder  Gattung  von  Beob- 
achtungen werden  daher  nur  Fehler  im  konstatierbaren  Betrage  von 


einem  Vielfachen  des  letzten,  durch  Schätzung  bestimmbaren  Maß- 
stabintervalls V.  aufzuweisen  sein.  Handelt  es  sich  um  Winkelmes- 
sungen mit  einem  die  einzelnen  Sekunden  noch  angebbaren  Instru- 
mente, so  werden  die  konstatierbaren  Fehlerbeträge  eine  Reihe  von 
ganzen  Sekunden  (ohne  die  Zwischenwerte)  bilden,  weil  Winkelabwei- 
chungen unter  einer  Sekunde  nicht  mehr  wahrgenommen  werden. 
Ließe  das  Winkelmeßinstrument  deutlich  noch  die  Hundertel  einer  Se- 
kunde unterscheiden,  so  würden  alle  möglichen  Beobachtungsfehler 
eine  Wertereihe  von  Hundertelsekunden  ergeben,  nämlich 

0"00,  +0''01,  +0''02,  +0''03,  2:0-"04   .  .  .  usw., 

während  alle  denkbaren  Zwischenwerte  nicht  vorkommen  werden,  in- 
dem alle  Beobachtungsresultate  unbewußt  auf  die  kleinste,  deutlich 
noch  erhaltbare  Dezimalstelle  abgerundet  werden.  So  wird  man  im 
Falle  der  obigen  Wertereihe  alle  Fehlerbeträge  zwischen  den  Grenzen 
0-0350  und  0-()449,  da  sie  voneinander  nicht  unterschieden  und  daher 
einander  gleich  gehalten  werden,  durch  den  abgerundeten  Wert  004 
auszudrücken  haben.  Faßt  man  aber  den  Beobachtungsvorgang  in 
seiner  idealen  Vollkommenheit  auf,  so  wird  der  unbestimmte  Beob- 
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achtunursfehler  als  eine  stetig  veränderliche  (Jrüße  zu  betrachten  sein, 
welche  alle  möfflichen,  zwischen  bestimmten  Grenzen  iie^'-onden  Werte 
annehmen  kann,  während  die  Messungsgrenze  «  in  das  Differentiale 
der  Fehlergrölie  übergeht. 

Ist  aber  eine  Beobachtung  noch  so  genau,  den  wahren  Wert  der 
zu  suchenden  Größe  gibt  sie  doch  nicht  an.  Der  Natur  der  Sache 
nach  kann  die  Angabe  des  wahren  Wertes  nur  innerhalb  der  Grenzen 
des  Wahrnehmungsvermögens  erfolgen,  absolut  genommen  erscheint 
aber  die  wahre  Größe  einer  Unbekannten  bei  der  beschränkten  Schärfe 
unserer  Sinnesorgane  und  unserer  lieobachtungsmittel  niemals  be- 
stimmbar. Bezeichnet  man  den  nach  einer  bestimmten  Methode  aus 
einer  Reihe  von  Beobachtungen  abgeleiteten  plausibelsten  Wert  einer 
unbekannten  Größe  als  ihren  „Mittelwert",  so  kann  nach  Pizzetti 
(1892)  der  wahre  Wert  der  Unbekannten  als  die  Grenze  definiert 
werden,  welcher  sich  der  aus  einer  beständig  wachsenden 
Zahl  von  Beobachtungen  gezogene  Mittelwert  allmählich 
nähert,  vorausgesetzt,  daß  die  Beobachtungen  keinen  konstanten, 
einseitig  wirkenden  Fehlerursachen  ausgesetzt  sind. 

Da  der  wahre  Wert  einer  Größe  wie  ein  in  der  Unendlich- 
keit zu  suchendes  Vorbild  niemals  erlangt  werden  kann,  wird  man 
als  Ersatz  hiefür  den  wahrscheinlichsten  Wert  der  Größe  zu  er- 
mitteln bestrebt  sein,  welcher  mit  Hinweis  auf  die  Definition  des 
wahren  Wertes  die  Eigenschaft  besitzen  muß,  daß  er  sich  um  so  mehr 
dem  wahren  Werte  als  Grenze  nähere,  in  je  größerer  Anzahl  die  zu 
seiner  Bestimmung  dienenden  Beobachtungen  ausgeführt  werden, 
oder  der  analytische  Ausdruck  für  den  wahrscheinlichsten  Wert  muß 
so  konstruiert  sein,  daß  seine  Abweichung  vom  wahren  Werte  oder 
sein  Fehler  bei  beständig  wachsender  Anzahl  von  Beobachtungen 
der  Null  als  Grenze  sich  nähere.  Der  wahrscheinlichste  Wert 
einer  durch  Beobachtung  zu  bestimmenden  Größe  kann  aber  dahin 
definiert  werden,  daß  er  derjenige  Wert  ist.  welcher  den  Beob- 
tungen  Korrektionen  auferlegt,  für  deren  Berechtigung  die 
größte  Wahrscheinlichkeit  besteht.  Dieser  zuerst  von  Daniel 
Bernoulli  (1778)  mitgeteilte  Gedanke,  welchen  Karl  Friedrich  Gauß 
(1809)  zum  Prinzip  erhob,  bildet  die  erste  Grundlage  der  metho- 
dischen Ausgleicbungsrechuung. 

§  3.  Zweck  der  Ausgleichungsrechnung. 

Wenn  zur  Ermittlung  einer  Unbekannten  oder  zur  Lösung  einer 
Aufgabe  mit  mehreren  Unbekannten   nur   die  unumgänglich  notwen- 
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digen  Beübachtuntren  oder  Messiiugen  angestellt  werden;  wenn  z.  B. 
zur  Ijestimmung  der  Länge  einer  Strecke  nur  die  einzige  unentbehr- 
liche Längenmessung  gemacht  wird,  oder  zur  Plächeubestimmung 
eines  Kreises  nur  der  Radius  allein  gemessen  wird,  oder  wenn  zur 
Auflösung  eines  Dreieckes  nur  eine  Seite  und  zwei  Winkel  gemessen 
werden,  so  wird  man  niemals  auf  etwa  begangene  Fehler  stoßen, 
weder  auf  vermeidliche  noch  auf  unvermeidliche,  weil' diese  Messungs- 
ersebnisse  allein  kein  Mittel  darbieten,  um  über  die  Richtigkeit  der 
Messungsdateu  einen  Aufschluß  zu  geben.  Wenn  aber  mehr  Beob- 
achtungen angestellt  werden,  als  zur  Lösung  einer  bestimmten  Auf- 
gabe unumgänglich  notwendig  sind,  so  wird  die  Möglichkeit  geboten 
sein,  durch  Vergleichungen  das  Vorhandensein  von  Widersprüchen 
oder  Fehlern,  deren  Ursachen  in  den  Beobachtungsfehlern  zu  suchen 
sind,  wahrzunehmen  und  hiebei  nicht  nur  die  vermeidlichen  Fehler  in 
gewissem  Grade  zu  beseitigen,  sondern  auch  die  Sicherheit  der  er- 
zielten Resultate  zu  beurteilen. 

Fügt  man  nämlich  den  unbedingt  erforderlichen  Beobachtungen 
überzählige  oder  überschüssige  Beobachtungen  hinzu,  so  werden 
infolge  der  zufälligen  Beobachtungsfehler  in  den  überschüssigen  Mes- 
sungen selbst  oder,  falls  sie  einer  direkten  Vergleichung  nicht  zu- 
gänglich sind,  in  den  daraus  abgeleiteten  Größen  Widersprüche  auf- 
treten, welche  die  Erlangung  eines  eindeutigen  oder  einziglautenden 
Resultates  unmöglich  machen.  Hat  man  in  dem  ersten  der  obigen  Bei- 
spiele für  eine  und  dieselbe  Größe  durch  direkte  wiederholte  Messungen 
mehrere  voneinander  verschiedene,  also  einander  widersprechende  Er- 
gebnisse erhalten,  die  nur  noch  mit  zufälligen  Fehlern  behaftet  erscheinen, 
so  werden  sie  —  dem  Begriffe  des  zufälligen  Beobachtungsfehlers 
entsprechend  —  ihren  wahren  Wert  in  der  Regel  einschließen 
müssen,  ohne  daß  man  jemals  mit  apodiktischer  Gewißheit  wird  an- 
geben können,  wie  weit  das  eine  oder  das  andere  Meßergebnis  der 
unerreichbaren  W^ahrheit  nahekommt.  Bei  der  Unmöglichkeit,  den  ab- 
solut fehlerfreien,  wahren  Wert  der  Unbekannten  zu  ermitteln,  wird 
man  sich  daher  begnügen  müssen,  aus  den  fehlerhaften  aber  über- 
schüssigen Messungen  den  wahrscheinlichsten  oder  vorteilhaf- 
testen Wert  der  Unbekannten  abzuleiten.  Damit  aber  jede  einzelne 
Messung  dasselbe  wahrscheinlichste  Resultat  ergebe,  ist  es  nötig,  daß 
an  den  Messungen  „Korrekturen"  oder  ,. Verbesserungen"  vorge- 
nommen werden,  welche  es  bewirken,  daß  die  ursprünglich  vorhan- 
denen Widersprüche  zu  bestehen  aufhören.  „Diese  Notwendigkeit,"  sagt 
Gerling  (1843),  „wird  uns  nicht  etwa  von  der  Mathematik,  sondern 
von  der  allgemeinen  Logik  auferlegt,  welche  uns  nicht  gestattet,  irgend 
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etwas    für    wahr    anzunehmen,    was    Widersprüche    enthält    oder    auf 
Widersprüche  führt.'' 

Hat  man  in  dem  zweiten  Beispiele  außer  dem  Radius  r  auch 
den  Kreisumfang  «  gemessen,  so  wird  man  die  Kreisfläche/ entweder 
aus  dem  Radius  nach  der  Formel  /,=  r- n:    oder   aus  dem  Umfange 

nach    der  Formel  /2  =  ,      berechnen  kc'innen;    al)c'r    wenn    die  Mes- 

saugen  v  und  u  fehlerhaft  sind,  so  werden  beide  Resultate  t\  und 
fi  sich  nicht  gleichlautend  ergeben  und  es  wird  ohne  Anbringung 
von  Korrekturen  die  notwendig  bestehende  Erfüllungsgleichung 
u  =  2r7i  keine  Befriedigung  finden. 

Wurde,  um  auch  noch  das  dritte  Beispiel  in  Betracht  zu  ziehen, 
zur  Auflösung  eines  schiefwinkeligen,  ebenen  Dreieckes  nicht  nur 
eine  Seite  und  zwei  Winkel,  sondern  auch  der  dritte  Winkel  und 
noch  eine  zweite  Seite  überschüssig  gemessen,  so  wird  die  Berech- 
nung der  dritten  Seite  auf  verschiedenen  Wegen  möglich  sein;  es 
würde  sich  aber  das  gesuchte  Element  nur  dann  auf  jedem  möglichen 
Wege  völlig  gleichlautend  ergeben,  wenn  die  einzelnen  Messungs- 
daten oder  Beobachtungselemente  absolut  fehlerfrei  wären;  die  Über- 
einstimmung des  berechneten  Wertes  der  Unbekannten  würde  dann 
für  die  Richtigkeit  des  Resultates  eine  Bestätigung  in  sich  begreifen. 
Absolut  fehlerlose  Messungen  lassen  sich  aber  bei  aller  Sorgfalt  und 
Umsicht  nicht  erlangen.  Würde  man  daher  zur  Bestimmung  der  un- 
bekannten Größe  aus  den  überzähligen  Daten  gerade  nur  so  viele 
Elemente  auswählen,  als  hiezu  unbedingt  erforderlich  sind,  so  würden 
sich  ebenso  viele  einander  widersprechende,  von  den  Beobachtungs- 
fehlern entstellte  Resultate  ergeben,  als  Berechnungswege  durch  ge- 
eignete Zusammenstellungen  der  überschüssigen  Messungen  einge- 
schlagen werden  können.  Wollte  man  aber  die  Bestimmung  des  Re- 
sultates nur  auf  einen  der  vielen  möglichen  Berechnungswege  stützen, 
alle  übrigen  hingegen  unbeachtet  lassen,  so  würde  nur  eine  Über- 
einstimmung des  Resultates  mit  den  hiezu  ausgewählten  Messungen 
stattfinden,  ein  Zusammenstimmen  mit  den  übrigen  Messungsdaten 
würde  aber  nicht  zu  erreichen  sein. 

Der  Zweck  der  Ausgleichungsrechnung  ist  nun  ein  dop- 
pelter: 1.  Die  Beobachtungen  durch  Anbringung  von  kleinen  Zuschlägen 
oder  Korrektionen  derart  zu  verändern,  daß  die  daraus  abzuleitenden 
Resultate  auf  jedem  möglichen  Wege  widerspruchsfreierhalten  werden, 
2.  den  störenden  Einfluß  der  zufälligen  Fehler  auf  ein  geriui^stes 
Maß  einzuschränken,  so  daß  die  Fehler  in  ihrer  Gesamtheit  am  we- 
nigsten ungünstig  auf  das  Endresultat  einwirken. 
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Die  erste  Hauptaufgabe  der  Ausgleichunii^srechuung- be- 
steht sohin  darin,  allein  überschüssiger  Anzahl  vorhandenen  Beobach- 
tungen so  zu  kombinieren,  daß  eindeutige  Resultate  erhalten  werden, 
welche  an  den  Beobachtungen  die  Anbringung  der  geringsten  Ände- 
rungen erfordern.Eine  wichtige  Aufgabe  derAusgleichungsrech- 
nung  besteht  aber  auch  darin,  ein  Urteil  über  die  Genauigkeit  der 
Beobachtungen  und  der  aus  ihnen  abgeleiteten  Endresultate  bilden 
zu  können. 

Daß  durch  das  Zusammenwirken  der  nur  mit  zufälligen  Beob- 
achtungsfehlern behafteten  Beobachtungen  ein  dem  wahren  Werte 
möglichst  nahe  kommendes,  fehlerfreies  Ergebnis  erzielt  werden  kann, 
wird  durch  die  der  Ausgleichungsrechnung  zugrunde  liegende  Fehler- 
theorie nachgewiesen,  der  wir  uns  nunmehr  zuwenden  wollen. 


1.  Absclinitt. 
Theorie  der  wahren  Beobachtungsfehler. 


JJ.  Das  Fehlergesetz. 
§  4.  Der  Elementarfehler. 

Jeder  zufällige  Beobachtungsfehler  kann  bei  näherer  Betrachtung 
der  bei  der  Anstellung  einer  Beobachtung  obwaltenden  Vorgänge 
als  die  algebraische  Summe  mehrerer  aus  verschiedenen  Quellen  ent- 
springender Einzelfehler  angesehen  werden,  welche,  zur  Entstellung 
des  Beobachtungsresultates  zusammenwirkend,  sich  gegenseitig  ver- 
stärken oder  abschwächen  und  ausnahmsweise  auch  ganz  aufheben 
können.  Der  zufällige  Beobachtungsfehler  ist  demnach  als  das  Re- 
sultat der  Kombination  einer  sehr  großen  Anzahl  von  unabhängigen 
Elementarfehlern  aufzufassen,  von  denen  jedem  einzelnen  im  Ver- 
gleiche zu  dem  gesamten  Beobachtungsfehler  nur  eine  untergeordnete 
Bedeutung  beizumessen  ist.  Bessel  (1838)  hat  diese  Auffassung  in 
einer  als  Muster  dienenden  Art  mit  folgenden  Worten  zum  Ausdruck 
gebracht: 

,.Fälle,  in  welchen  nicht  viele  voneinander  unabhängige  Ursachen 
zusammenwirken,  um  einen  Beobachtungsfehler  zu  erzeugen,  sind  wahr- 
scheinlich sehr  selten;  selbst  bei  sehr  einfach  erscheinenden  Beob- 
achtungsarten können  oft  zahlreiche  Ursachen  ihrer  Fehler  nachge- 
wiesen werden.  Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  werde 
ich  annehmen,  daß  eine  Reihe  von  Entfernungen  eines  Fixsternes  von 
dem  Scheitelpunkte  oder  Pole  mit  einem  nach  Reichenbach  scher 
Art  eingerichteten  Meridiankreise  beobachtet  sei  und  versuchen,  die 
Ursachen  der  Fehler  aufzuzählen,  welche  sich  in  der  Zusammenstellung 
ihrer  Resultate  verraten.  Das  Instrument  muß  zuerst  auf  den  Stern 
eingestellt  werden,  und  diese  Einstellung  kann  aus  verschiedenen 
Ursachen  fehlerhaft  werden,  nämlich  1.  weil  eine  Grenze  der  Kraft 
des  Fernrohres  vorhanden  ist,  innerhalb  welcher  seine  Richtung  will- 
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kürlieh  bleibt;  2.  weil  der  Punkt  des  Bildes  des  Sternes,  den  man 
in  die  Absebenslinie  zu  brini,a^n  beabsichtigt,  innerhalb  gewisser 
Grenzen  willkürlich  sein  kann,  welche  bei  großen  und  hellen  Sternen 
ohne  Zweifel  weiter  auseinander  liegen,  als  bei  kleineren  weniger 
hellen,  und  woraus  hervorgehen  kann,  daß  bei  Nacht  und  bei  Tage, 
oder  bei  hellerem  oder  weniger  hellem  Himmel,  verschiedene  Punkte 
gewählt  werden;  3.  weil  der  Stern  sich  selten  oder  nie  ruhig,  sondern 
in  zitternder,  von  dem  Mangel  des  Gleichgewichtes  der  Luft  her- 
rührender Bewegung  zeigt,  und  also  eine  zwischen  den  äußersten 
Grenzen  dieser  Bewegung  liegende  Wahl  getroffen  werden  muß.  Hiezu 
gesellen  sich  Fehlerursachen,  welche  von  der  Einstellung  des  In- 
strumentes ganz  unabhängig  sind,  z.  B.  4.  ein  Einfluß  der  Elastizität 
seines  Metalles,  welcher,  zufälligen  äußeren  Umständen  zufolge,  bald 
diesen,  bald  jenen  Wert  erhalten,  auch  zur  Folge  haben  kann,  daß 
die  Richtung  des  Fernrohres,  in  dem  Augenblicke  des  Ablesens  der 
Beobachtung,  nicht  mehr  dieselbe  ist,  welche  sie  bei  seiner  Anstellung 
war;  5.  eine  Unsicherheit  der  Angabe  des  Kreises,  welche  aus  kleinen 
Ungleichheiten  der  Entfernungen  seiner  eigenen  Teilstriche  und  der 
Teilstriche  der  Nonien  hervorgeht,  und  welcher  sich  als  veränder- 
licher Fehler  äußert,  da  gewöhnlich,  bei  jeder  Wiederholung  der  Be- 
obachtung andere  Teilstriche  zur  Koinzidenz  gelangen;  6.  die  aus 
der  begrenzten  Schärfe  des  optischen  Hilfsmittels,  wodurch  die  Ab- 
lesungen erlangt  werden,  hervorgehende  Unsicherheit;  7,  die  aus  dem 
Umstände  hervorgehenden  Fehler,  daß  die  Schätzung  der  Angaben 
der  Nonien  nur  z.  B.  bis  auf  die  Hälfte  des  kleinsten  Zwischenraumes 
von  2",  welchen  sie  angeben,  getrieben  werden  kann,  wodurch  alle 
an  den  vier  Nonien  dieser  Instrumente  abgelesenen  Beobachtungen 
sich  immer  mit  einer  vollen,  einer  viertel,  halben  oder  dreiviertel 
Sekunde,  nie  aber  mit  anderen  Teilen  derselben  schließen.  Ferner 
kommen  dazu  äußere  Umstände,  z.  B.  8.  der  Einfluß  der  Körper- 
wärme des  Beobachters  auf  den  Kreis  oder  andere  Teile  des  Apparates; 
9.  der  Einfluß  einer  im  allgemeinen  vorhandenen  Verschiedenheit  der 
Wärme  zwischen  dem  unteren  und  dem  oberen  Rande  des  Kreises, 
welcher  Spannungen  in  seinem  Metalle  und  Veränderungen  seiner 
Figur  erzeugt.  Auch  veranlaßt  10.  die  Voraussetzung,  daß  die  Wasser- 
wage der  Alhidade  bei  jeder  Ablesung  sich  im  nicht  beeinträchtigten 
Zu.stande  des  Gleichgewichtes  befinde,  einen  zufälligen  Fehler;  11.  geht 
ein  solcher  aus  der  Annahme  hervor,  daß  das  Instrument  zwischen 
zwei  miteinander  zu  vergleichenden  Beobachtungen  in  vollkommen 
gleichem  Zustande  geblieben  sei,  während  doch  die  Bemerkung  von 
Änderungen,  welche  es  in  kürzerer  oder  längerer  Zeit  erfährt,  nicht 
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selten  ist.  Mit  dem  sogenannten  Beobachtungsfehler  vermischt  sicli 
auch  12.  der  Einfluß,  welcher  die  fehlerhafte  Annahme  hat,  daß  der 
Zustand  der  Atmosphäre,  so  wie  Barometer  und  Thermometer  ihn 
augeben,  genau  der  sei,  wonach  die  Grciße  der  jedesmaligen  Strahlen- 
brechung sich  richtet,  und  13.  der  EinfluLi  kleiner  Un Vollkommen- 
heiten der  Reduktionselemente  der  Beobachtungen.  Ich  werde  ver- 
mutlich in  dieser  Aufzählung  von  Ursachen,  welche  zur  Erzeugung 
eines  scheinbaren  Beobachtungsfehlers  zusammenwirken,  mehrere 
übersehen  haben,  so  wie  ich  der  zufälligen  Unachtsamkeit  in  der  Aus- 
führung einzelner  Momente  der  Beobachtungen,  nicht  vorteilhafter 
oder  unruhiger  Beleuchtung  der  Fäden  und  der  Teilstriche,  der  Ein- 
flüsse der  Kälte  auf  das  Instrument  usw.  nicht  habe  erwähnen  wollen. 
Immer  aber  wird  durch  diese  Aufzählung  von  Fehlerursachen  der 
Zweck  erreicht,  bemerklich  zu  machen,  daß  selbst  diese  einfache  Be- 
obachtungsart einen  Gesamtfehler  zeigen  muß,  welcher  aus  zahlreichen 
Ursachen  entsteht,    deren    jede    von  den  übrigen  unabhängig  wirkt." 

In  welcher  Weise  die  Elementarfehler  zur  Ilervorbringung  eines 
zufälligen  Beobachtun^^sfehlers  zusammenwirken,  läßt  sich  bei  der 
Unmöglichkeit,  diesen  mit  der  unbekannten  Natur  der  Elementar- 
fehler im  Zusammenhange  stehenden  Vorgang  in  Rechnung  zu  stellen, 
ohne  Einführung  einer  Hj-pothese  nicht  angeben.  Eine  mit  der  Er- 
fahrung in  bester  Übereinstimmung  stehende  Annahme  ist  nun  die, 
daß  die  den  Beobachtungsfehler  bildenden  Elementarfehler  in  einer 
sehr  großen  Anzahl  und  in  gleicher  Größe  auftreten  und  daß  ihre 
Vorzeichen  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  positiv  oder  negativ  aus- 
fallen, also  gleich  oft  vorkommen,  denn  nur  dadurch  kann  die  wich- 
tigste Eigenschaft  der  zufälligen  Beobachtungsfehler  —  ebenso  leicht 
positiv  als  negativ  zu  sein  —  eine  Erklärung  finden.  Hagen  (1837) 
hat  dieser  Hypothese  folgenden  Wortlaut  gegeben:  ,Der  Beobach- 
tungsfehler ist  die  algebraische  Summe  einer  unendlich  großen  An- 
zahl elementarer  Fehler,  die  alle  gleichen  Wert  haben  und  ebenso 
leicht  positiv,  wie  negativ  sein  können." 

Wird  diese  Voraussetzung  gemacht,  so  läßt  sich  auch  leicht  ein- 
sehen, daß  die  Beobachtungsfehler  selbst,  welche  zwar  nicht  aus  einer 
unendlichen  Anzahl,  immerhin  aber  aus  einer  großen  Reihe  von  Ele- 
mentarfehlern zusammengesetzt  sind,  im  allgemeinen  verschiedene 
Größe  aufweisen  und  gleichwahrscheinlich  positiv  oder  negativ  vor- 
kommen, denn  eine  Beobachtung  wird  sich  von  dem  wahren  Resul- 
tate um  so  mehr  entfernen,  je  mehr  die  einzelnen  Fehlerquellen  im 
gleichen  Vorzeichensinne  zur  Wirkung  gelangen.  Treten  die  positiven 
und  negativen  Elementarfehler    in  gleicher  Anzahl  auf.    so  wird    der 
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Beobaclitun^sfehler  den  Wert  Null  annehmen;  je  naclidem  aber  die 
positiven  oder  negativen  Elementarfehler  bei  der  Bildung  des  Ge- 
samtfehlers überwiegen,  wird  derselbe  mit  einem  mehr  oder  weniger 
großen  numerischen  Betrage  positiv  oder  negativ  ausfallen. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  deutlicher  machen.  Angenommen, 
es  seien  0  Elementarfehler  von  der  gleichen  absoluten  Größe  s  vor- 
handen, so  können  dieselben  je  nach  der  Wahl  ihres  Vorzeichens 
folgende  sieben  Gruppen  bilden: 

-\-S-\-E-\-S-\-S-\-€-f-S=^-\-ß6 
-j-  e -\-  8  -}-  E  -\-  E  -\-  € —  £=-)-4£ 

-{-  E  -\-  E -{-  E  -j-  E £  —  E  =  -]-  2  8 

-l-  E-\-  E  -j-  E  —  E  —  £  —  6=  0 

-}-£  +  £  —  E  —  E  —  £  —  £  =  —  2  E 

-\-  E  —  £  —  £  —  £ £  —  £  =  4£ 

£  E £ E £ £  =  —  6  £. 

Hiebei  kann  die  erste  und  siebente  Gruppe  nur  Imal,  die  zweite 
und  sechste  Gruppe  —  entsprechend  der  allgemeinen  Formel  für  die 
Anzahl  -~  der  Kombinationen  in  einer  Reihe  von  u  Elementen  zur 
r-ten  Klasse  ohne  Wiederholung 

nl 


=0 


r!  («  —  ?•)! 

je  (1)  =  (5)  =  6111^1)  die  dritte  und  fünfte  Gruppe  je  (o)  =  (4)  ^  15mal 
und  die  vierte  Gruppe  (3)  =  20mal  eintreten,  so  daß  es  im  ganzen 
l-|-6-|-15^  20 +15  +  6  +  1  =  64  mögliche  Fälle  in  der  Kombination 
der  6  Elemente  gibt.  Da  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  eines  Ereig- 
nisses mathematisch  ausgedrückt  wird  durch  das  Verhältnis  der  An- 
zahl der  Fälle,  die  das  Ereignis  herbeiführen  können  (günstige  Fälle), 
zu  der  Anzahl  aller  möglichen  Fälle,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
daß  der  aus  6  Elementarfehlern  gebildete  Gesamtfehler  der  Keihe  nach 

+  6e,  +iE,  +2£  und  0  beträgt,  beziehungsweise  gleich   tt'  vr'  w7 

und 

64 

Es  ist  daraus  deutlich  zu  ersehen,  daß  gleich  große  positive  und 
negative  Fehler  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitzen  und  daß  die 
Wahrscheinlichkeit  mit  der  Zunahme  des  numerischen  Fehlerbetrages 
abnimmt.  In  der  Fig.  1,  worin  die  Fehlerbeträge  als  Abszissen  und 
die  zugehörigen  Wahrscheinlichkeiten  als  Ordinaten  aufgetragen  sind, 
erscheint  dieses  Ergebnis  in  anschaulicher  Weise  zur  Darstellung 
gebracht.  Je  größer  die  Anzahl  der  Elementarfehler  angenommen  wird, 
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desto  mehr  nähert  sich  der  gebrochene  Liuienzug  einer  kontinuierlich 
verlaufenden  Kurve,  der  soj^enannten  Wahrscheinlichkeitskurve, 
aus  der  zu  ersehen  ist,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  für  den  Fehler 
Null  ein  Maximum  ist  und  daß  mit  wachsenden  Fehlern  die  Wahr- 
scheinlichkeit gegen  Null  konvergiert,  indem  die  Abszissenachse  eine 
Asymptote  der  Kurve  bildet. 

Wird  nun  eine  sehr  große  Anzahl  von  Beobachtungen  unter 
gleichen  Umständen  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt,  so  kann 
man  die  Behauptung  aufstellen,  daß  hiebei  die  positiven  und  nega- 
tiven Beobachtungsfehler  von  derselben  Größe  in  der  gleichen  An- 
zahl, also  gleich  häufig  oder  gleich  wahrscheinlich  vorkommen  werden. 
Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müßte  eine  regelmäßig  wirkende 
Ursache,  eine  systematisch  oder  konstant  wirkende  Fehlerquelle  vor- 
handen sein,  was  jedoch  bei  Beobachtungen,  die  einer  Ausgleichungs- 


Fig.  1. 
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behandlung  unterzogen  werden,  von  vornherein  als  ausgeschlossen 
erklärt  wurde.  Aus  der  Gruppierung  der  Einzelfehler  zu  einem  Ge- 
samtfehler ergibt  sich  ferner,  daß  durch  die  verschiedenen  Kombi- 
nationen der  positiven  und  negativen  Elementarfehler  numerisch 
kleinere  Beobachtungsfehler  häufiger  entstehen  können  als  größere, 
daß  demnach  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Beobachtungsfehlers  mit 
der  Größe  seines  absoluten  Betrages  abnimmt.  Daraus  geht  aber  auch 
weiters  hervor,  daß  die  Fehlerbeti'äge  theoretisch  genommen  jeden 
beliebig  großen  Wert  annehmen  können,  obwohl  sie  in  der  Pi*axis 
stets  innerhalb  gewisser,  wenn  auch  nicht  streng  angebbarer  Grenzen 
werden  bleiben  müssen. 

Wird  beispielsweise  eine  Linie  von  10  «»Länge  mit  einem  in  Milli- 
metern eingeteilten  Metermaßstab  wiederholt  gemessen,  so  wird  man 
bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  und  Übung  im  Messen  wohl  schwerlieh 
einen  Fehler  von  1  dm  begehen,  aber  es  werden  um  so  häufiger  Ab- 
weichungen von  einigen  Millimetern  vorkommen,  ebenso  wie  bei  der 
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wiederholten  Messung  eines  Winkels  Sekundenfehler  häufiger  als  Mi- 
nutenfehler, und  diese  wieder  häufiger  als  Abweichungen  in  den  riraden 
sich  einstellen  werden.  Ist  es  demnach  wahrscheinlicher,  einen  kleineren 
als  einen  größeren  Fehler  zu  begehen,  so  wird  bei  jeder  besonderen 
Beobachtungsgattung  zwischen  der  Größe  des  Fehlers  und  der  Wahr- 
scheinlichkeit seines  Vorkommens  eine  gewisse  Beziehung  stattfinden 
müssen,  worüber,  zusammenfassend,  bereits  folgendes  gesagt  werden 

kann: 

1.  Gleich  große  positive  und  negative  Fehler  sind  gleich  wahr- 
scheinlich. 

2.  Ein  kleiner  Fehler  ist  wahrscheinlicher  als  ein  großer. 

3.  Es  ist  am  wahrscheinlichsten  den  Fehler  Null  zu  begehen. 

4.  Einen  Fehler  außerhalb  der  praktischen  Fehlergrenzen  zu  be- 
gehen ist  ausgeschlossen  und  nur  theoretisch  möglich. 

§  5.  Die  Wahrscheinlichkeit  der  Beobachtungsfehler. 

Jedem  Fehler  von  einem  bestimmten  Betrage  kommt  eine  ge- 
wisse Wahrscheinlichkeit  zu,  denn  schon  bei  der  bloßen  Betrachtung 
eines  sehr  großen  und  eines  sehr  kleinen  Fehlers  erkennt  man  ohne 
weitere  Untersuchung,  daß  dem  kleineren  Fehler  eine  größere  Wahr- 
scheinlichkeit innewohnt  als  dem  größeren,  weil  ja  kleine  Fehler, 
welche  der  Wahrheit  näher  liegen,  häufiger  gemacht  werden  als 
größere,  und  weil  Abweichungen  von  der  Wahrheit,  die  eine  gewisse 
Fehlergrenze  überschreiten,  überhaupt  praktisch  nicht  eintreten  werden. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Fragenach  der  Beziehung,  welche  zwischen 
der  Größe  des  Fehlers  und  der  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  be- 
steht, oder  nach  welchem  Gesetze  die  Fehlerwahrscheinlichkeit  mit  dem 
Fehlerbetrage  sich  ändert.  Um  ein  Gesetz  für  die  Wahrscheinlichkeit 
oder  für  die  Häufigkeit  des  Vorkommens  eines  gewissen  Fehlers 
aufzustellen,  hat  man  zunächst  zu  beachten,  daß  die  Wahrscheinlich- 
keit für  das  Auftreten  eines  Fehlers  s  jedenfalls  von  dessen  Größe 
abhängig  ist  und  daher,  abgesehen  von  den  auf  die  besondere  Beob- 
achtungsart sich  beziehenden  Konstanten,  als  eine  Funktion  der  Fehler- 
größe selbst  zu  betrachten  sein  wird.  ]\[an  kann  dieses  Erkenntnis 
auch  so  ausdrücken,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  bei  Anstellung  einer 
Beobachtung  einen  Fehler  zwischen  den  Grenzen  Null  und  s  zu  be- 
gehen, als  eine  Funktion  von  s  anzusehen  ist,  welche  Funktion  durch 
j1>  (f )  bezeichnet  werden  soll.  Wird  die  obere  Grenze  £  um  d  a  er- 
weitert, so  hat  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Beobachtungsfehler 
zwischen  0  und  a-\-zi  s  enthalten  sei,    den  Wert  ib^a  4-  /l  a),   woraus 
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hervorgeht,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  zwischen  den  sehr 
engen  Grenzen  t  und  s  -^  ^  s  eingeschlossenen  Beobachtungsfehlcr 
begangen  zu  haben,  durch  die  Differenz  jIj{s-\-^£)  —  xl>{6)  ausgedrückt 
erscheint.  Diese  Differenz  und  mit  ihr  auch  die  Wahrscheinlichkeit, 
einen  bestimmten  Fehler  s  zu  begehen,  wird  um  so  kleiner  ausfallen, 
je  kleiner  Jt  angenommen  wird,  d.  h.  je  enger  die  Grenzen  s  und 
e -\- zJ s  zusammengezogen  werden.  Geht  .1s  in  das  Differentiale  dt 
über,  faßt  man  also  e  als  eine  stetige  Variable  und  demgemäß  i^  (f ) 
als  eine  stetige  Funktion  von  s  auf,  so  kann  nach  den  Grundlehren 
der  Differentialrechnung  der  erste  Differentialquotient  dieser  Funk- 
tion tp'  (f)  als  das  Maß  der  Wahrscheinlichkeitsänderung  beim  Über- 
gang von  £  in  s -\- d  s  definiert  werden,  und  man  kann  daher  setzen: 

^(s-i-d£)  —  t(£) 

Te =  '^  ^'^ 

oder  wenn  man  ^{s)  anstatt  ip' (s)  schreibt: 

t/'  (f  +  (/  f )  —  j/»  (f)  =  qp  (f) .  d  £. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  begangene  Fehler  zwischen  den 
Grenzen  s  und  s  -^  ds  liege,  oder  in  das  Intervall  von  s  bis  s  -i-  ds  falle, 
ist  also,  da  da  unendlich  klein  gedacht  ist,  selbst  unendlich  klein  und 
durch  (p{£).ds  ausgedrückt.    Man  kann  daher  auch  sagen,    (p{s).d£ 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,    daß  der  Fehler  a    begangen    wird, 
mit  welcher  Definition  eigentlich  stillschweigend  die  Vorstellung  ver- 
knüpft  wird,    daß    alle    Fehler    innerhalb    des   Intervalls    von    s    bis 
f-ft/f  als  gleich  groß  angenommen  werden,  wogegen  im  Sinne  der 
einleitenden   Worte    (§   2)    vom    Standpunkte    des   Praktikers    gewiß 
nichts  einzuwenden  ist.  Das  Vorkommen  des  unendlich  kleinen  Faktors 
da  in  dem  Wahrscheinlichkeitsausdrucke  q>{a).da  findet  darin  seine 
Erklärung,    daß    bei    der   unendlich    großen  Anzahl    aller  möglichen 
Fehler    die  Wahrscheinlichkeit    eines    einzelnen    bestimmten    Fehlers 
unendlich  klein  sein  muß.  Wird  aber  der  Beobachtungsfehler  zwischen 
zwei  bestimmten  Grenzen  von  endlicher  Differenz  eingeschlossen,  so 
nimmtauch  die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  einen  endlichen  Wert 
an.  Dieser  Wert  wird  durch  Summation  der  unendlich  kleinen  Wahr- 
scheinlichkeiten  zwischen   den  gegebenen  Grenzen  erhalten.   Werden 
diese  durch  Si  und  a.^  bezeichnet,  so  ist  die  endliche  Wahrscheinlich- 
keit, daß  ein  bestimmter  Beobachtungsfehler    zwischen  den  Grenzen 
f,  und  fo  ^u  liegen   komme,    im  Geiste  der  Integralrechnung  ausge- 
drückt durch  das  bestimmte  Integral: 


/ 


cf{a).da. 


Wellisch,  Ausgleicbungsrecbnuiig   I. 
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Dio  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  innerhalb  der  Grenzen 
—  f  und  -;- f  falle,  oder  daß  er  absolut  genommen  den  Wert  «  nicht 
überschreite,  ist  demnach  analytisch  durch  das  bestimmte  Integral 


/' 


(i)  .  d  e. 


dargestellt.  Da  unter  der  Voraussetzung,  daU  keine  konstanten  Fehler- 
ursachen vorkommen,  gleich  große  positive  oder  negative  Fehler  gleich 
wahrscheinlich  sind,  so  muß  die  Beziehung  bestehen: 

d.  h.  (f  (s)  muß  eine  gerade  Funktion  von  s  sein.  Da  aber  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Wahrscheinlichkeiten  von  —  s  bis  0  einerseits  und 
von  0  bis  -|- £  anderseits  einander  gleich  sind,  so  ist  auch: 

/»o  ,,+  e  /^  +  f  /•  +  * 


^{s)  .di  =  I  q){£)  .ds  -\-  j  (p{s)  .ds==^  j  q)  (t)  .de  --  j  ^  {^) 

-S  ^-f  ^'o  ^0  «^0 


ds 


'■f 


(s) .  d  £. 


Bezeichnet  ai  den  absoluten  Betrag  des  größtmöglichen  Fehlers  f 
oder  +  o:  die  Fehlergrenzen,  so  muß  q){+cc)  ein  Minimum  sein,  während 
cp  (0)  ein  Maximumist.  Da  ferner  die  Wahrscheinlichkeit  mitzunehmen- 
dem £  abnimmt  und  mit  abnehmendem  s  wächst,  bis  sie  für  «  =  0 
ihr  Maximum  erreicht,  so  besteht  für  f i  <:  f o  die  Ungleichung: 

Stellt  man  daher  die  Gleichung  tj  =  tp  (s)  als  Kurve  dar,  indem 
die  Fehler  e  als  Abszissen  und  die  zugehörigen  Funktionswerte 
rj  =  (p  (f)  als  Ordinaten  in  einem  rechtwinkeligen  Koordinatens5'^stem 
aufgetragen  werden,  so  wii*d  diese  Kurve  für  e  =  0  einen  höchsten 
Punkt  aufweisen  und  zur  j^-Achse  symmetrisch  verlaufen,  und  es  wird 
die  Wahrscheinlichkeit  ^(s)  .d s  eines  Fehlers  im  Intervall  von  s  bis 
£  -\-  d  a  als  ein  Flächenelement  PP'  Q  Q'  von  der  Höhe  PQ  =^q)  (j)  und 
der  Breite  PP'=zd£  erscheinen.  Man  nennt  daher  diese  in  Fig.  2 
dargestellte  Kurve  die  allgemeine  Fehlerwahrscheinlichkeits- 
kurve. Die  Funktion  (p  (a)  aber  wird  die  Fehlerwahrscheinlich- 
keitsfunktion oder  das  Fehlergesetz  genannt. 

Da  in  Fig.  2  der  Abszissenabschnitt  0P=£  ist,  so  repräsentiert 
die  Fläche  OPQR  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  zwischen 
0  und  t  falle,  d.  i. 


§   5- 


Die  Wahrscheinlichkeit  der  Beubaciitungsfeiiler. 


1'.) 


tU) 


'f 


(t).da, 


was  auch  durch  Integration  der  Gleiehun«,»-  rl>'  (t)  —  rp  («)  hervorgeht. 
Macht  man  OA:^a  und  0  H  =  h,  so  ist  die  Walirscheinlichkeit  eines 
Fehlers  zwischen  den  um  ein  endliches  Intervall  getrennten  Grenzen 
n,  b  gekennzeichnet  durch  den  Inlialt  der  Fläche 


ABCD 


,f 


{s).dt. 


Schneidet  die  allgemeine  Fehlerwahrscheinlichkeitskurve  die  Ab- 
szissenachse in  zwei  Punkten  —  G  und  -\-  G,  so  ist  damit  graphisch 
zum  Ausdruck  gebracht,  daß  alle  möglicherweise  auftretenden  Fehler 


zwischen  den  Grenzen  von  —  G  bis  -}-  G  oder  innerhalb  des  Bereiches 
von  —  G  bis  -[-  G  liegen.  Da  es  aber  dann  gewiß  ist,  daß  der  einer 
Beobachtung  zukommende  Fehler  innerhalb  dieser  Fehlergrenzen 
bleiben  muß,  so  kommt  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines 
Fehlers  innerhalb  der  äußersten  Grenzen  der  Gewißheit  gleich,  welche 
durch  die  Einheit  ausgedrückt  wird.  Die  ganze  von  der  Kurve  und 
der  Abzissenachse  eingeschlossene  Fläche  entspricht  daher  ebenfalls 
der  Einheit,  welche  sohin  bei  der  Versinnlichung  der  Wahrscheinlich- 
keit durch  Flächen  als  Flächeneinheit  zu  dienen  hat. 

Nun  gibt  es  jedenfalls  für  alle  Beobachtungsarten  gewisse 
Fehlergrenzen,  welche  von  den  Fehlern  nicht  überschritten  werden, 
aber  diese  Grenzen  lassen  sich  niemals  scharf  bestimmen.  Um  daher 
eine  für  alle  Arten  von  Beobachtungen  geltende  Formel  für  die  Ge- 
wißheit oder  die  Wahrscheinlichkeitseinheit  aufstellen  zu  kr»nnen, 
wählt    man    die    denkbar  äußersten  Grenzen,    die  sich  von  —  oo  bis 

2* 
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-\-  CG  erstrecken,  und  erhält  so  die  für  alle  möglichen  Fälle  passende, 
unter  allen  Umständen   erfüllbare  Beziehung: 


I 


(p{s)  .d  £  ==  1. 


Hat  man  es  mit  einer  besonderen  Beobachtuugsart  zu  tun,  deren 
Fehler  den  endlichen  Betrag  von  +  G  nicht  überschreiten  können, 
so  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Fehler  außerhalb  dieser  Grenzen 
von  — G  bis  -\- G  zu  begehen,  gleich  Null  ist,  so  hat  die  Ausdehnung 
der  Integrationsgi'enzen  von  j^G  bis  +oo  auf  die  Wahrscheinlichkeits- 
bestimmuugen  ohnehin  keinen  Einfluß.  Überschreiten  aber  einzelne 
Fehler  ausnahmsweise  die  Grenzen  n:  G,  so  kann  deren  Wahrschein- 
lichkeit nur  einen  so  geringen  Wert  besitzen,  daß  er  gegenüber  der 
Wahrscheinlichkeit  Null  als  verschwindend  zu  betrachten  ist,  weshalb 
auch  vom  praktischen  Standpunkte  gegen  die  obige  Formel  für  die 
Gewißheit  nichts  einzuwenden  ist. 

§  6.  Der  konstante  Teil  des  Fehlers. 

Liegt  eine  endliche  Anzahl  wahrer  Beobachtungsfehler  vor,  etwa 
fi)  ^2)  Hy  •  •  ■  f"i    so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für   das  Vorkommen 

irgend  eines   solchen  Fehlers  gleich    "-  >  nämlich  dem  Verhältnisse  des 

^  n 

einzigen  für  das  Zustandekommen  dieses  Fehlers  günstigen  Falles 
zu  der  Anzahl  n  der  überhaupt  möglichen  Fälle.  Die  Summe  der 
Produkte  eines  jeden  Fehlers  mit  seiner  Wahrscheinlichkeit,  nämlich 

f  1 1~  ^2  i~  ■  ■  ■  ~i~  ^n         

7i  n  '  n  n 

ist  der  Durchschnittswert  der  Fehler  oder  ihr  arithmetisches  Mittel. 
Wächst  die  Anzahl  der  Fehler  ins  Unendliche,  so  ist  das  Mittel  aller 
möglichen  Fehler  gleich  dem  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -^  oo 
genommenen  Integral  aus  dem  Produkte  des  Fehlers  s  mit  seiner 
Wahrscheinlichkeit  (p  {6).d£,  und  wenn  kein  Anlaß  vorhanden  ist,  zwei 
gleich  großen,  aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  behafteten 
Fehlern  eine  verschiedene  Häufigkeit  beizulegen,  so  wird  entsprechend 
der  Bedingung  für  zufällige  Fehler 

ffii-^)  —  ff  (— f)  =  0 
für  diesen  Durchschnittswert  die  Gleichung  bestehen: 

£  .  ^  (f)  .  (/  £  =  0. 


/■ 
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Ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Vorkommen  irgend 
eines  Fehlers  -\-x  verschieden  von  der  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Vorkommen  eines  gleich  großen,  aber  entgegengesetzt  bezeichneten 
Fehlers  —  x,  also 

^P  {+ ^)  —  <P  {— x)  =  J(, 

so  wird  die  Gleichung  bestehen: 


/ 


+  w 

X  .  cp  (x) .  dx  ^=  k, 


wobei  k  das  arithmetische  Mittel  aller  x  darstellt.  Die  Existenz  eines 
von  Null  verschiedenen  k  ist  als  ein  Beweis  für  das  Vorhandensein 
einer  einseitig  wirkenden  Fehlerursache  anzusehen.  Die  Größe  /.', 
welche  eine  Asymmetrie  in  der  Verteilung  der  Fehler  hervorruft, 
wird  daher  von  Gauß  (Theoria  comb.  Art.  5)  der  konstante  Teil 
des  Fehlers  genannt. 

Denkt  man  sich  die  Größe  A-  von  jeder  der  Beobachtungen, 
welchen  die  Fehler  a;,,  .^2,  .T3,  .  .  .  zukommen,  subtrahiert,  so  daß  die 
Beobachtungen  nur  mehr  mit  den  Fehlern 

x  —  k^  £ 

behaftet  erscheinen,  so  besteht,  da  die  Wahrscheinlichkeit  hiedurch 
keine  Änderung  erleidet,  daher 

(p  {x) .  d  X  =  (p(£)  .d  s 


und 


/ 


+  00 

q)  (x) .  Ja;  =  1 


ist,  die  Gleichung: 

X .  (p{x) .  dx  —  I  k  .(p  (x)  .dx=^  1  s  .(f{e) .  de 


,+  a. 


oder 

k  —  k=:  0, 

d.  h.  die  Fehler  der  um  den  konstanten  Anteil  verbesserten  Beob- 
achtungen tragen  den  Charakter  von  rein  zufälligen  Fehlern  an  sich. 
Weiß  man  also,  daß  gewisse  Beobachtungsfehler  einen  konstanten 
Teil  an  sich  haben,  wie  dies  z.  B.  bei  astronomischen  Beobachtungen 
mit  dem  sogenannten  „persönlichen  Fehler"  der  Fall  ist,  so  wird  man 
eine  gi-ößere  Annäherung  an  die  Wahrheit  zu  erwarten  haben,  wenn 
der  konstante  Fehlerteil  vor  der  Bestimmung  des  vorteilhaftesten  Mittel- 
wertes von  den  Beobachtungsfehlern  zur  Abtrennung  gebracht  wird. 
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§  7.  Die  Form  des  Fehlergesetzes. 

Von  der  Fehlerwahrscheiiilichkeitsfiinktion  (p  (s)  haben  wir  bis- 
her die  folgenden  aus  dem  Begriffe  des  zufälligen  Fehlers  geschlos- 
senen allgemeinen  Eigenschaften  kennen  gelernt: 

^  (+  «)  =  ^  (—  «) 
(fis)Xp{s-\-  d  f) 

^  (0)  =  max(p  (s) 

(p  (oo)  =  0  =  min  (p  (f ). 

Diese  charakteristischen  Eigenschaften  besitzen  aber  unendlich 
viele  Funktionen.  Um  die  zweckmäßigste  Form  der  Fehlerfunktion 
ausfindig  zu  machen,  hätte  man  zu  untersuchen,  welche  von  den 
vielen  Formen  mit  der  Wirklichkeit  am  besten  in  Übereinstimmung 
gebracht  werden  kann.  Zur  Erreichung  dieses  Zieles  könnte  man 
den  empirischen  Weg  einschlagen  und  etwa  so  verfahren,  daß  man 
irgend  welche  erfahrungsmäßig  passende  Formen  für  cp  (s)  hypothetisch 
aufstellt,  die  aus  diesen  Funktionsformen  abgeleiteten  Wahrschein- 
lichkeiten für  das  Auftreten  von  Fehlern  innerhalb  gewisser  Grenzen 
mit  den  entsprechenden,  aus  direkt  ausgeführten  Beobachtungsreihen 
sich  ergebenden  Zahlenwerten  vergleicht  und  derjenigen  Funktions- 
form den  Vorzug  gibt,  welche  der  Erfahrung  am  vollkommensten  zu- 
sagt. Hiebei  müßten  streng  genommen  unendlich  viele  Beobachtungen 
zur  Anwendung  kommen,  aber  es  würde  auch  schon  bei  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Beobachtungen  eine  gute  Annäherung  an  das  wahre 
Fehlerwahrscheinlichkeitsgesetz  erreicht  werden,  die  eine  um  so  bes- 
sere sein  würde,  je  größer  diese  Anzahl  genommen  wird*). 

Da  man  aber  auf  diese  Weise  für  jede  andere  Beobachtungsart 
und  Beobachtungsgröße,  ja  für  jeden  mit  verschiedenen  persönlichen 
Eigenarten  ausgestatteten  Beobachter  und  für  jedes  von  ihm  verwen- 
dete Instrument  immer  eine  andere,  den  besonderen  Bedingungen 
sich  anschmiegende  Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion  erhalten  würde, 
so  hat  schon  Gauß  in  der  Theoria  motus  (1809)  einen  mehr  auf 
wissenschaftlicher  Grundlage  aufgebauten  Weg  betreten,  ohne  auf 
die  großen  Vorteile  der  Erfahrung  ganz  zu  verzichten.  Seine  erste 
Begründung  des  nach  ihm  benannten  Fehlergesetzes  stützt  sich  auf 
das  arithmetische  Mittel,  dessen  Bedeutung  schon  von  Simpson 
(1755)  und  Lambert  (1760)    erkannt    und    das    von    Gauß    wie    ein 

'^)  über  empirische  Fehlergesetze  siehe:  Kozdk,  Grundprobleme  der  Aus- 
gleichungsrechnung nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Wien,  1908;  2.  Band, 
VFI.  Abschnitt, 
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Axiom  behandelt  wurde,  indem  er  es  ohne  Beweisfülirunt^  als  den 
wahrscheinlichsten  Wert  zwischen  allen  beobachteten  Werten  be- 
zeichnet hat.  Es  schien  ihm  am  natürlichsten,  die  Funktion,  welche 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  darstellt,  so  anzunehmen,  daü  für 
den  einfachsten  Fall  mehrerer  unmittelbar  erlangter  Beobachtungen 
die  Kegel  von  dem  arithmetischen  Mittel  daraus  hervorgehe*). 

Nun  tritt  der  einfachste  Fall  für  die  Bestimmun<j  einer  unbe- 
kannten Größe  durch  überschüssige  Beobachtungen  ein,  wenn  die- 
selben durch  unmittelbares  Messen  mit  denselben  Mitteln,  unter  den- 
selben Umständen  und  mit  gleicher  Sorgfalt  wiederholt  bestimmt 
wird,  wenn  also,  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt,  direkte  Beob- 
achtungen gleicher  Genauigkeit  vorliegen. 

Hat  man  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Größe  X  überhaupt 
nur  eine  Messung  angestellt  und  hiefür  /i  erhalten,  so  bleibt  gar 
keine  Wahl  übrig,  als  den  wahrscheinlichsten  Wert  von  X,  den  wir 
mit  .)•  bezeichnen  wollen,  da  er  ja  doch  mit  dem  wahren  Werte  X 
nicht  identisch  sein  kann,  x=li  zu  setzen,  denn  man  hat  keine  Ur- 
sache, an  dieser  Messung  irgend  welche  Verbesserung  anzubringen 
Hat  man  zwei  Messungen  /,  und  ^2  gemacht  und  liegt  kein  Grund 
vor,  einer  vor  der  anderen  den  Vorzug  zu  geben,  so  wird  man  den 
wahrscheinlichsten  Wert  x  so  ermitteln,  daß  die  Abweichungen  des- 
selben von  den  Beobachtungen  einander  gleich  werden,  aber  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  erscheinen,    daß    also  x — l^^h  —  x  ist, 


h-^l 


woraus  .r  = erhalten  wird.  Dieses  Ergebnis,  welches  unter  den 

gegebenen  Voraussetzungen  unbedingt  als  das  vorteilhafteste  und 
zweckmäßigste  erklärt  werden  muß.  kann  bei  dem  Umstände,  daß  eine 
positive  und  gleich  große  negative  Abweichung  gleiche  Wahrscheinlich- 
keit besitzen,  auch  als  das  wahrscheinlichste  angesprochen  werden. 
„Diese  Voraussetzung",  sagt  Encke  (1834),  „scheint,  wenn  überhaupt 
ein  Grundsatz  nötig  ist,  unter  allen  die  einfachste  zu  sein.  Sie  beruht 
auf  dem  Bewußtsein,  die  möglichste  Sorgfalt  angewandt  zu  haben,  s«> 
daß  kein  Grund  vorhanden  ist,  anzunehmen,  man  habe  entweder  im 
positiven  oder  im  negativen  Sinne  gefehlt.  Gesetzt  aber  auch,  es 
komme  in  einem  Sinne  ein  Fehler  vorzugsweise  häufig  vor,  so  wird, 
so  lange  wir  nicht  wissen,  in  welchem  Sinne  es  geschieht,  der  Wert 

(Zi -p  L)  der  einzige  sein,  der,    bei  dieser  Ungewißheit,    den  Fehler 


*)  Vergl.  des  Verfassers  Schrift:  „Theoretische  und  historische  Betracli 
timgen  über  die  Ausgleichungsrechnung"  in  der  österr.  Zeitschr.  für  Vermessungs- 
wesen. Wien.  1907. 


24  Die  Form  des  Fehlergesetzea.  S   7. 

des  Resultates  am  kleinsten  machen,  oder  wenigstens  wo  die  Gefahr 
einer  Vergrößerung  des  Fehlers  am  sichersten  vermieden  werden  wird." 
Hat  man  für  die  zu  suchende  Größe  X  durch  direktes  Messen 
)i  Werte  Ii,  h,  .  .  .  h,  mit  gleicher  Genauigkeit  erhalten,  so  daß  jede 
einzelne  Messung  das  gleiche  Vertrauen  verdient  und  keiner  ein  Vor- 
zug vor  der  anderen  eingeräumt  werden  kann,  so  bildet  das  arith- 
metische Mittel,  d.  i.  die  durch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  divi- 
dierte Summe  derselben: 

^  ^  /,  4-  /,  4-  ■  ■  ■  +  ?„ 
n 

die  vorteilhafteste  Verbindung  aller  Messungen  und  es  wird  daher 
der  aus  dieser  Verbindung  hervorgehende  Wert  als  der  wahrschein- 
lichste Mittelwert  der  Beobachtungsergebnisse  erklärt,  obwohl  ein 
strenger  Beweis  hiefür  nicht  erbracht  werden  kann.  Es  lassen  sich 
nur  plausible  Gründe  anführen,  welche  für  die  Wahl  dieses  Mittel- 
wertes sprechen.  Sie  lauten: 

1 .  Werden  alle  Beobachtungen  um  eine  beliebige,  aber  konstante 
Größe  vermehrt  oder  vermindert,  so  ändert  sich  auch  das  arithmetische 
Mittel  additiv  oder  subtraktiv  um  dieselbe  Größe,  d.  h.  man  kann 
den  Nullpunkt  der  Messung  beliebig  verschieben. 

2.  Werden  alle  Beobachtungen  mit  irgend  einer  konstanten  Zahl 
multipliziert  oder  dividiert,  so  erscheint  auch  das  arithmetische 
Mittel  um  dieselbe  Zahl  vervielfältigt  beziehungsweise  geteilt,  d.  h. 
das  arithmetische  Mittel  ist  unabhängig  von  der  Maßeinheit,  in  welcher 
die  Beobachtungen  ausgedrückt  sind. 

3.  Die  dem  arithmetischen  Mittel  zugrunde  liegende  Rechenregel 
liefert  immer  nur  einen  einzigen,  eindeutig  bestimmten  Wert. 

4.  Das  arithmetische  Mittel  liegt  zwischen  dem  kleinsten  und 
größten  Beobachtungswert,  d.  h.  es  fällt  niemals  außerhalb  des  Be- 
reiches der  Beobachtungsergebnisse. 

Läßt  man  nun  die  Annahme  gelten,  daß  das  arithmetische  Mittel 
der  Beobachtungen  der  wahrscheinlichste  Wert  der  zu  suchenden  Un- 
bekannten sei,  weil  eben  kein  vorteilhafterer  Wert  an  dessen  Stelle 
gesetzt  werden  kann,  so  erfährt  das  Gaußsche  Fehlergesetz  folgende 
Ableitung. 

Bezeichnet  man  die  Abweichungen  der  einzelnen  Beobachtungen 
/,,  ?.,  .  .  .  /„  von  dem  arithmetischen  Mittel  mit  i\,  v^,  .  .  .  v,„  so 
stellen  dieselben  näherungsweise  die  Unterschiede  zwischen  den  Be- 
achtungen und  dem  wahren  Werte  der  Unbekannten,   also  die  Ver- 
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besserungen    oder    die  mit  umgekehrten  Vorzeichen   genommenen 
Beobachtungsfehler*)  dar,  für  welche  die  Gleichungen 

X  —  ?i  =  t"i 
X  —  L  =  Vo 


X        1,1  —  v„ 

bestehen,  welche  nach  Gauß  und  Helmert  „Fehlergleichungen' 
oder  nach  Vogler  und  Hammer  „Verbesserungsgleichungen" 
genannt  werden. 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  folgt: 

« ic  —  (^1  +  Za  T h  l.)  =  t'i  -r  ^'2  H h  v„ 

und  wenn  durch  n  dividiert  wird: 

^  +  4  H +  /«  _  t'i  -}-  Vg  H [-  f  „ 


X 


n  n 


Berücksichtigt  man,  daß     ^—^ — '^^^^ '■ — -=^x   ist,    so    resultiert    die 

n 

wichtige  Beziehung: 

^•i+V2  +  ---+i-"  =  0,  (1) 

d.  h.  die  Summe  aller  Abweichungen  der  Beobachtungen  vom  arith- 
metischen Mittel  ist  gleich  Null. 

Fügt  man  zu  diesen  sogenannten  übrigbleibenden  Fehlern 
*"i>  ^'2»  ^'3'  •  •  •  die  man  sich  in  sehr  großer  Anzahl  vorhanden  denken 
mag,  das  unendlich  kleine  und  konstante  Fehlerintervall  dv  hinzu, 
welches  praktisch  als  das  letzte  deutlich  noch  wahrnehmbare  Maß- 
stabintervall (z.  B.  00001m)  angesehen  werden  kann,  so  ist  die  un- 
endlich kleine  Wahrscheinlichkeit  jq,  daß  der  erste  Fehler  Vi  in  das 
Intervall  von  r,  bis  v^  —  dv    falle,    ausgedrückt    durch    das  Produkt 

jr,  =9?(i-,).r/r 
und  analog  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreten  der  übrigen  Fehler: 


*)  Die  „Verbesserung"  ist  stets  gleich  dem  ..Sollbetrag  weniger  der  Ueob- 
achtungsgröße",  während  der  „Fehler"  der  Verbesserung  an  Größe  gleich  und  nur 
durch  das  Vorzeichen  davon  verschieden  ist.  Nachdem  also  über  das  Vorzeichen 
der  „Fehler"  und  „Verbesserungen"  kein  Zweifel  obwaltet  und,  wie  schon  Gerling 
(184::5)  bemerkt,  „es  wohl  ganz  gleichgültig  ist,  ob  von  Fehlern  oder  von  Verbes- 
serungen die  Rede  ist,  daß  aber  das  erste  nun  einmal  allgemein  üblich  sei',  so  möge 
nach  einem  Vorschlage  Helmerts  (1907)  auch  hier  für  v  und  f  die  Bezeichnung 
..Fehler"  beibehalten  bleiben.  (Vergl.  F.  R.  Helmert:  Ausgleichungsrechnung,  2.  Aufl. 
Fußnote  S.  39  und  des  Verf.  .Theor.  u.  histor.  Betrachtungen  über  die  Ausgleichungs- 
rechnung.) 
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iv^  ^  (p  {i'i)  .  do 


u\,  =  (p  (r„) .  dr 


Nach  den  Lehren  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit ^V,  mit  welcher  alle  voneinander  unabhängigen  Fehler 
r,  bis  v„  zugleich  zu  erwarten  sind,  durch  das  Produkt  der  Einzel- 
wahrseheinlichkeiten  gegeben.  Die  Gleichung 

W=(p  (ri) .  (f  (r.) .  (p  (f3)  .  .  .  «jp  {v„) .  {dvr  (2) 

liefert  sohin  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  gleichzeitige  Vorkommen 
aller  Fehler  i",,  Uo,  ^"3,  .  .  .  v„  oder  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Zusammentreffen  aller  Abweichungen  der  n  Beobachtungen  von  dem 
angenommenen  Mittelwerte  x. 

Bestimmt  man  diesen  Mittelwert  nicht  nach  der  Regel  des  arith- 
metischen Mittels,  sondern  wählt  man  ihn  zunächst  ganz  willkürlich, 
so  wird  das  Wahrscheinlichkeitsprodukt  IT  entsprechend  der  Un- 
gleichung 

(piv)>cp{vJrdv)  (3) 

einen  um  so  größeren  Wert  annehmen,  je  kleiner  die  Abweichungen 
V  in  ihrer  Gesamtheit  ausfallen.  Der  wahrscheinlichste  Mittelwert  wird 
daher  derjenige  sein,  welchem  das  Maximum  von  W  entspricht,  weil 
dann  dieser  Mittelwert  die  wahrscheinlichste  Kombination  der  Abwei- 
chungen V  erzeugt  und  sich  daher  der  Wahrheit  am  meisten  nähert. 
Nun  hat  man  für  die  Bedingung  des  Maximums  von  TP  die  Gleichung 

dW 
d^  =  '' 

also,  da  der  Faktor  (dv)"  konstant  ist, 

^^  {9  (f.)  .  rf  (.3)  ...cp  (.„)}  +  ^^  {r,  (.,)  .  cp  (v,)  ...cp  (.,.)}  -t-  .  •  • 

•••  +  ^^^|g^(f.).g^(f2)...9'(f„-i)}-o 

oder  mit  Rücksicht  auf  (2): 

d(p{v,)       W        dtpjv^)       W  ,   d(p{v„)       \V    _^ 


dx      9)(vi)  dx      fpi^i)  dx       (p{y,,) 

W 
W^ird   durch  —j —  gekürzt  und  durch  dv  dividiert,  so  kann  man 

auch  schreiben: 


v<   7.  Die  Form  des  Fehlergesetzes. 

d^^M     ,     'hM     ,  ,^   d(p(v„)  ^^ 

7    \ T       ~r  \ r  ■  ■  ■   I ; — ^ —  ^^^  ^ 


oder  auch: 


Wird  nun  das  arithmetische  Mittel  als  Mittelwert  gewählt,  su 
haben  die  v  die  Bedingung  (1)  zu  erfüllen,  und  soll  das  arithmetische 
Mittel  der  wahrscheinlichste  Mittelwert  sein,  so  muß  die  Gleichung  (4) 
mit  der  Bedingungsgleichung  (i)  übereinstimmen.  Es  kann  aber  die 
Koexistenz  dieser  beiden  Gleichungen  nur  dann  bestehen,  wenn  die 
mit  einem  konstanten  Faktor  k  multiplizierten  Glieder  der  Gleichung  ( i ) 
identisch  sind  mit  den  korrespondierenden  Gliedern  der  Gleichung  (4); 
man  hat  daher  die  Relationen : 


und  allgemein  ohne  Index: 

cp'  (v) 


1  ,  /   /     ^  d(p(v)     . 

oder,  da  ^  (v)  =  —7^-^  ist. 


(p{v) 


k  V, 


Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration : 

fy  (p  (v)  ^-kv^  +  lg  c 


oder 


worin  c  die  Integrationskonstante  und  e  =  2,718  2818  ..  .  die  Basi.-? 
der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Ändert  man  v  um  den  posi- 
tiven Zuwachs  di\  so  besteht  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Ungleichung: 


ce"  <Cc  e"      , 


woraus  geschlossen  werden  kann,  daß  k  eine  negative  Zahl  sein 
muß,  denn  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  muß  sich  mit  der 
Vergrößerung  des  Fehlerwertes  vermindern.  Setzt  man  daher 
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ljc  =  —  h\ 
2 

so  erhält  mau  für  das  Fehlergesetz  die  Form: 

(p{v)  =  cc- ''''■'■  (5) 

Da,  wie  bereits  hervorgehoben  wurde,  die  Widersprüche  v  nur 
annähernd  die  wahren  Beobachtungsfehler  darstellen,  so  drückt  diese 
Funktion  (5)  eigentlich  nicht  in  aller  Strenge  das  Gesetz  der  Ab- 
weichungen der  einzelnen  Beobachtungen  von  dem  wahren  Werte 
der  unbekannten  Größe  aus,  sondern  das  Gesetz  der  Abweichungen 
der  einzelnen  Beobachtungen  von  dem  arithmetischen  Mittel  der- 
selben. Diese  Funktion  stellt  also  streng  genommen  nicht  das  Gesetz 
der  wahren  Beobachtungsfehler  s,  sondern  das  Gesetz  der  schein- 
baren Beobachtungsfehler  v  dar;  nichtsdestoweniger  betrachtet  man 
es  der  Form  nach  dennoch  als  das  wahre  Fehlergesetz,  weil  man 
zur  Kenntnis  der  wahren  Fehler  in  der  Regel  doch  niemals  gelangen 
kann  und  an  deren  Stelle  keine  der  Wahrheit  näheren  Werte  als  die 
scheinbaren  Fehler  gesetzt  werden  können.  Indessen  erscheint  diese 
Annäherung,  die  schon  Gauß  in  seinem  ersten  Werke  über  diesen 
Gegenstand,  in  der  , Theoria  motus  corporum  coelestium,"  1809,  sich 
erlaubt  hat.  eine  um  so  bessere,  je  größer  die  Anzahl  der  zur  Mittel- 
bildung benutzten  überschüssigen  Beobachtungen  genommen  wird, 
und  sie  wird  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  zur  Wirklichkeit, 
wenn  die  Anzahl  der  Beobachtungen  außerordentlich  groß,  geradezu 
unendlich  wird. 

Die  Praxis  kennt  aber  keine  unendliche  Anzahl  von  Beob- 
achtungen, weshalb  das  Gauß  sehe  Fehlergesetz  immer  nur  als  eine 
den  natürlichen  Verhältnissen  entsprechende  Näherungsformel 
anzusprechen  ist.  Mit  Bezug  auf  das  Gaußsche  Fehlergesetz  sagt 
daher  Henke  (18G8):  ..Diese  Art  und  Weise,  zu  der  allgemein  ange- 
nommenen Form  der  Wahrscheinlichkeitstranszendente  zu  gelangen, 
ist  eine  rein  empirische  Konstruktion.  Sie  gibt  daher  nicht  etwa  einen 
notwendigen  Zusammenhang  zwischen  den  Größen  der  Fehlerund 
ihren  Wahrscheinlichkeiten;  ein  solcher  ist  uns  vielmehr,  wenn  er 
überhaupt  existiert,  wegen  mangelnder  Einsicht  in  die  innere  Natur  der 
Fehler  und  den  Mechanismus  der  Beobachtungen  noch  verborgen,  und 
wenn  man  auch  voraussetzen  darf,  daß  die  angenommene  Funktions- 
form mit  der  idealen  Form  des  Zusammenhanges,  wenigstens  in  den  bis 
jetzt  erkannten  und  beobachteten  Eigenschaften,  in  einer  für  die  Praxis 
genügenden  Übereinstimmung  steht,  so  Kt  doch  das  Gesetz,  welches 
sie  repräsentiert,  nur  als  ein  Erfahrungsgesetz  zu  betrachten." 
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Dem  Gaußschon  Fehlergesetze  wohnt  daher  nur  so  viele  Strenge 
inne,  als  der  zu  seiner  Ableitung  beigezogenen  Hypothese  des  arith- 
metischen Mittels  zukommt.  Welche  Beweiskraft  aber  die  Kegel  vom 
arithmetischen  Mittel  besitzt,  mag  in  dem  Werke  von  E.  Czuber: 
„Theorie  der  Beobachtungsfehler,"  1891,  S.  16  bis  47,  wo  eine  ein- 
gehende Darstellung  dieses  Gegenstandes  gegeben  wird,  nachgesehen 
werden. 

§  8.  Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten. 

Aus  dem  Gaußschen  Fehlergesetze 

(p(s)  =  ce~f'''% 

worin  jetzt  statt  v  wieder  e  geschrieben  erscheint,  ergibt  sich  die 
unendlich  kleine  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  bestimmter  Beobachtungs- 
fehler zwischen  den  Grenzen  s  und  e-\-d£  zu  liegen  komme,  aus  der 
Formel: 

(p  (s)  .d s  ^  ce~ ''" *■ .  d s. 

Wird  das  Gebiet  der  möglichen  Fehlerwerte  von  —  oo  bis  4-  oo 
ausgedehnt,  so  geht  bei  Anstellung  einer  Beobachtung  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Begehen  eines  Fehlers  in  die  Gewißheit,  d.  i. 
in  die  Wahrscheinlichkeitseinheit  über,  weil  es  gewiß  ist,  daß  ein  be- 
gangener Fehler  innerhalb  des  Bereiches  ( —  oo,  -f-  oo)  falle.  Durch  In- 
tegration der  unendlich  kleinen  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich  daher 
die  Einheit  der  Wahrscheinlichkeit  aus  dem  Ansätze: 


(p{s).d£=^  c  i  e- ''- ^\ds=  1 . 


Setzt  man  hierin  ]ie  =  t,  also  £  =  t'  so  ist,  da  //  eine  Konstante  be- 

h 

deutet,    d£=^-r  und  es  wird: 
li 


■'F' 


dt^l  (1) 


Um  die  darin  vorkommende  Integrationskonstante  c  zu  bestimmen, 
ist  es  zunächst  erforderlich,    das    sogenannte  Laplacesche  Integral 


e-  '\dt=^2  j  e-'\dt  =  2j 
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§  s. 


aufzulösen.  Beachtet  man,  dali  der  Wert  eines  bestimmten  Integrals 
bei  gleichbleibenden  Grenzen  von  der  Bezeichnung  der  Variablen  un- 
hängig  ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

.r=  j  e-'\<lt  /  f     •\clr=  /  dt  j  c~("  +  -'-'Kdx 


(I  0 


oder  unter  Einführung  der  neuen  Unbekannten  //  =  j  und  Substitu- 
tion der  daraus  abgeleiteten  Werte*) 

X  =  tij,     dx  =  t .  dy : 

-a +  !/')"(,  dt. 


dt  I  e-(i+-"-0'\<t/?/=  j  dij  j  c-(i 

'ii  o  0  ü 

Setzt  man  der  Einfachheit  halber: 


d:c 


z  =  {l-\-y^-)t%     dz=^2tdt{l-\-if-),     tdt  =  j-^^  ^^.,^ 
so  kann  man  auch  schreiben: 


Nun  ist  aber 


CO  c 


/ 


c-  ^dz^= 


—  c 


dz 


h 


somit 


folglich 


00 

2^1  r    dy 

2j  1  +  2/2 


arc  ty  y 


4 


J='-^     und     2.7  = /;r, 

4t 


f 


Mit  diesem"  Werte  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 


li^=i, 


woraus 


(2) 


*)  Vergl.  Czuber:  Vorlesungen  über  Differential- und  Integralreciinung,  1898, 
II.  Bd.  Art.  271. 
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Vn 


Cp{£)  =  ~^C ->■''' 


io) 


resultiert.  Damit  erscheint  das  Gau Msche  Fehlergesetz  in  der  Form 

Bei  der  Auswertung  des  Laplace sehen  Integrals,  dessen  erste 
Auflösung  von  Euler  herrührt  (Gaußsche  Bemerkung  in  v.  Zachs 
..Monatlicher  Korrespondenz,"  Band  XXI,  S.  2«U),  kann  man  sich  auch 


einer  geometrischen  Betrachtung  bedienen  iFig.  3).  Die  Gleichung 

stellt  eine  Umdrehuugsfläche  dar,  die  —  bezogen  auf  das  rechtwin- 
kelige Koordinatensystem  .r.  /,  6-  —  durch  Rotation  der  Wahrschein- 
lichkeitskurve  um  ihre  Sj^mmetrieachse  s  entsteht.  Das  von  dieser 
Fläche  und  der  tx-Ehene  eingeschlossene  Volumen  läßt  .sich  einer- 
seits dadurch  bestimmen,  daß  mau  es  in  unendlich  kleine  Prismen 
von  der  Grundfläche  dt.dx  und  der  Höhe  s  zerlegt  und  dann  inte- 
griert, so  daß  man  erhält: 

j  scltdx=  I  je-  "  -  ■''  dt  dx  =  j  e'^dt  j  e-  '-"  dx. 
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Da  ein  bestimmtes  Integral  unverändert  bleibt,  wenn  man  die 
Variable  durch  eine  andere  Bezeichnung  ersetzt,  so  daß  die  Beziehung 
besteht: 


e-<'dt=  I  e-^-dx, 


so  ist 


V= 


Anderseits  läßt  sich  T^  auch  durch  Zerlegung  des  Rotations- 
körpers in  unendlich  dünne  Hohlzylinder  vom  Halbmesser  /■,  der 
Wandstärke  dr  und  der  Höhe  6-  berechnen.  Die  in  der  <.r-Ebene 
liegenden  kreisringförmigen  Basisflächen  sind  ZrTc.dr,  somit  hat  ein 
Zylinderelement  das  Differentialvolumen  dV  =-2sr7t . dr  und  es  ist 
das  ganze  Volumen  von  r  =  0  bis  r  =  oo: 


Zsr7C.dr^=27t  j  re-''^ dr=  Znl  — 
0  0  ~ 

=  2;t(o+|)  =  ;r. 


g-r2-» 


2^ 
Durch  Gegenüberhaltung  der  beiden  Resultate  für  T'  ergibt  sich: 


(/-*)■ 


=  jr 


somit 


/ 


1+00  

e-''dt  =  Y7i. 


§  9.  Die  Gaußsche  Fehlerwahrscheinlichkeitskurve. 

Trägt  man  auf  der  Abszissenachse  eines  rechtwinkeligen  Koor- 
dinatensystems die  Fehler  e  von  Null  nach  beiden  Seiten  hin  bis 
—  oc  und  +  '^  als  Abszissen  und  die  zugehörigen  Funktionswerte 

¥  n 

als  Ordinaten  auf,  so  erhält  man  die  in  Fig.  4  dargestellte  Gaußsche 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurve,  welche  sich  von  der  allgemeinen 
Fehlervvahrscheinlichkeitskurve   dadurch  unterscheidet,  daß  diese  die 


ij    9. 


Die    (tatiÜBChe  FehlerwahrBcheinlichkeitBkurve. 


:i3 


Absziseenachsein  zwei  Punkten  schnoidc^t,  jene  aber  die  Abszissenachse 
zur  Asymptote  hat,  da  die  Ordinaten  mit  unendlich  wachsenden  Ab- 
szissen gegen  Null  konvergieren.  Die  stets  j)08itiv  bleibenden  Ordi- 
naten sind  nicht  nur  eine  Funktion  von  f,  sondern  erfordern  neben 
der  logarithmischen  Basis  (=2,718  2818  und  der  Ludolphschen 
Zahl  ?r=  3,141  5927  auch  die  Kenntnis  der  Konstanten  //,  deren  Be- 
stimmung im  §  11  erfolgen  wird. 

Für  f  =  0  ist  rp  (e)  ein  Maximum  und  hat  den  Wert  7^  (0)  —  ^7» 

für  e=-|  00  ist  qp(e)  =  0.  Die  Kurve  besitzt  zwei  Wendepunkte  H', 
und  W2,  deren  Koordinaten  wie  folgt  erhalten  werden.  Es  ergil)t 
sich  aus 

\  TT 


■  h''i- 


durch  zweimalige  Differentiation  nach  e 

2  A3 


¥{^) 


n 


£  e 


-    /.Sf 


<p"  (e)  =  - 


2  A3 


;r^  i2 


4- 


4:h^ 


g2e~h's-^ 


2/*» 


e-''^*'(2//-f2_i). 


Für  die  Bedingung  (p" (n)  =  0  wird,  weil  c  -''^^'  =  0,  d.  h.  £  =  00,  offen- 
bar keinen  Wendepunkt  liefern  kann : 

Avoraus  die  Abszissen  der  Wendepunkte  zu 

1 


+ 


hV2 


und  "die  Ordinaten  zu 


^(iw)  = 


h     _1 


^hV2^       Ytt 

W  e  1 1  i  s  c  li ,  Ausgleichungsrechnung.  I. 


V^^ 
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resultieren.  Da  der  zweite  Differentialquotient  (p"  (e)  innerhalb  der 
beiden  Wendepunkte  negativ,  außerhalb  derselben  aber  positiv  ist, 
so  verläuft  die  Kurve  im  Mittelstücke  konkav  (abwärts  gebogen),  in 
den  Seitenästen  konvex  (aufwärts  gebogen).  Die  Abnahme  der  Ordi- 
nate erfolgt  daher  von  ihrem  Maximum  an  bis  zu  den  Wendepunkten 
immer  rascher  und  von  da  bis  Null  immer  langsamer.  In  den  Wende- 
punkten geht  also  die  Fehlerhäufigkeit  von  ihrem  Maximum  bis  gegen 
die  Null  zu  von  der  beschleunigten  Abnahme  in  die  verzögerte  Ab- 
nahme über. 

Legt  man  durch  die  Wendepunkte  die  geometrischen  Tangenten, 
so  findet  man  die  trigonometrischen  Tangenten  ihres  Neigungswinkels 
aus  dem  ersten  Differentialquotienten  (f'ie): 

2h^      l  1  h'^Yz 


i9^i=  —  ir=-7Tf-^ 


Yit  hY2     -         Y 


7t  e 

.  h^-Yz 

Y  ne 

Da  die  Neigungswinkel  der  vom  Koordinatenursprung  nach  den 
Wendepunkten  gezogenen  Radienvektoren  bestimmt  sind  durch  die 
Quotienten: 

Yne '      hYz' 
nämlich 

tg^X=^^  Tr-^       und      tCf  9)2  =  —  .rr=  ' 

y  %e  V  Tt  e 

so  ergibt  sich,  daß 

^i  :=  (f.,  und  t/»2  =  ^1, 

d.  h.  es  verläuft  die  Tangente  des  einen  Wendepunktes  mit  jenem 
Radiusvektor  parallel,  welcher  von  dem  Koordinatenursprung  zu  dem 
anderen  Wendepunkte  führt.  Die  Wendetangenten  schneiden  daher  in 
der  Abszissenachse  Stücke  ab  von  der  Länge 

0  5i  =  2  .  O  ^1  =  ^  • 

Das  auf  der  Ordinatenachse  abgeschnittene  Stück  mißt: 

..r,       r  r.  Y2    h'-^Y2         2  h  ,    ^,^ 

f^      \  7C  e        y  n  e 

Die  ganze  von  der  Kurve  und  der  Abszissenachse  begrenzte 
Fläche,  welche  durch  das  Integral 


§    10.  Bedeutung  des  Parameters  //.  yf, 

•  +  "■  /.       /•  + «» 


ausgedrückt  ist,  stellt  die  Wahrscheinlichkeit  dar,  daß  ein  Fehler 
überhaupt  vorhanden  ist,  also  die  (iewiüheit  oder  die  Einheit.  Man 
kann    daher    mit  Benutzung    der  Abkürzung  hs  =  t  beziehungsweise 

dt  .  .      r   ..    . 

ds=  j-,  sowie  mit  Rucksicht  auf  die  zur  Ordinatenachse  vorhan- 
dene Symmetrie  der  Kurve  auch  setzen: 

1     /•■^"  2     /*" 


0 


§  10.  Bedeutung  des  Parameters  h. 

Der  auf  die  verschiedenen  Beobachtungsumstände  sich  beziehende 
Parameter  h  steht  mit  der  Xatur  der  Beobachtungen  insoferne  im  Zu- 
sammenhange, als  er  die  verschieden  rasche  Änderung  der  Funktion 
(p  (f)  bedingt.  Die  Bedeutung  dieses  Parameters  wird  sofort  klar,  wenn 
man  beachtet,  daß  das  Fehlergesetz 

r  n 

welches  in  seiner  Allgemeinheit  für  lille  Gattuniien  von  Beobach- 
tungen Geltung  hat,  bei  einem  bestimmten  Werte  von  h  nur  einer  unter 
ganz  bestimmten  Umständen  ausgeführten  Beobachtung.sreihe  ent- 
sprechen kann.  Vergleicht  man  zwei  Beobachtungsreihen  mit  verschie- 
denen h  in  bezug  auf  ihre  Wahrscheinlichkeit,  indem  man  sie  durch 
ihre  Wahrscheinlichkeitskurven 

zur  Darstellung  bringt,  wobei  z.  B.  ho  doppelt  so  groß  als  /<i  sei,  S(^ 
wird  sich  die  zweite  Kurve  mit  ihrem  Sclieitel  S^  doppelt  so  hoch 
erheben  als  die  erste.  Da  aber  die  Flächen  räume  zwischen  jeder  Kurve 
und  der  Abszissenachse  gleich  der  Einheit,  also  auch  untereinander 
gleich  sein  müssen,  so  schneiden  sich  beide  Kurven  notwendig  in 
zwei  zur  Ordinatenachse  symmetrisch  liegenden  Punkten  P  und  Q 
(Fig.  5).  Diese  Schnittpunkte  entsprechen  jenem  Fehlerwerte  ^o,  welchem 


:{6 


Bedeutung  des  Parameters  h. 
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in  beiden  Beobachtungsreihen  die  gleiche  Walu'scheinlichkeit  /Aikommt, 
denn  es  besteht  die  Gleichung 


oder 


Daraus  läßt  sich  der  Fehler  fo  io  folgender  Weise  berechnen.  Es  ist 


Fig.  5. 


ho 


^yh,  —Igh 


fn  = 


(//j  —  hl)  il 

rlghi  —  hffh 


Alle  Fehler,  welche  kleiner  als  dieses  £„  sind,  haben  in  der 
zweiten  Beobachtungsreihe  eine  größere  Wahrscheinlichkeit  als  in  der 
ersten  Reihe,  und  umgekehrt  besitzen  alle  Fehler,  welche  größer  sind 
als  der  in  beiden  Reihen  gleichwahrscheinliche  Fehler  ^q,  in  der  zweiten 
Beobachtungreihe  eine  geringere  Wahrscheinlichkeit.  Da  sohin  in  der 
zweiten  Reihe  die  kleineren,  von  Null  bis  zu  einer  gewissen  Große 
angeordneten  Fehler  häufiger,  die  über  diese  Größe  hinausreichenden 
Fehler  aber  minder  häufig  vorkommen,  als  dies  bei  der  ersten  Reihe 
der  Fall  ist,  so  wird  der  bei  einer  bestimmten  Beobachtungsgattung 
konstante  Parameter  h,  welcher  die  Verschiedenheit  der  Fehlerhäufig- 
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keit  oder  die  Fehlerwahrscheinliclikeit  zum  Ausdrucke  brin^,  als  ein 
Maß  für  die  Präzision  der  Heobachtun^sreihe  oder  nach  Oauß  als 
das  Genauigkeitsmaß  l)ezeiehnet.  Je  gröL'er  h  ist,  desto  rascher 
nähert  sich  die  Fehlerwahrseheinlichkeitskurve  der  Ahszissenachse, 
desto  kleiner  wird  auch  die  Wahrscheinliciikeit,  einen  grcißeren  Feliler 
zu  beufehon  und  desto  genauer  muß  die  Heobachtungsreihe  genannt 
werden,  denn  man  hält  eine  Beobachtungsreihe  für  genauer  als  eine  an- 
dere, wenn  in  ihr  größere  Fehler  seltener  auftreten  als  bei  der  anderen. 
Die  unendlich  kleine  Wahrscheinlichkeit,  einen  zufälligen  Fehler  von 
der  Größe  e  zu  begehen,  welche  durch  den  Ansatz 

y  n 

ausgedrückt  erscheint,  ist  daher  nicht  aliein  von  der  Größe  des  Fehlers 
f,  sondern  auch  von  h,  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen,  abhängig. 
Geht  man  über  auf  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  einer 
einzelnen  Beobachtung  zwischen  den  beliebigen  Grenzen  a  und  h 
liege,  so  hat  man  den  Ausdruck  für  die  unendlich  kleine  Wahrschein- 
lichkeit (p{£)d£  innerhalb  dieser  Grenzen  zu  integrieren  und  erhält 
unter  Einführung  der  Gaußschen  Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion: 


Folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  die  Grenzen 
—  a  und  +  a  nicht  überschreite,  oder  ohne  Rücksicht  auf  das  Vor- 
zeichen zwischen  0  und  a  liege,  bestimmt  durch 

>  +  ('  L  /»  +  <« 


Weil  die  Fehlerwahrscheinlichkeiten  zwischen  —  (i  und  0  und 
zwischen  0  und  +  a  des  symmetrischen  Verlaufes  der  Wahrscheinliob- 
keitskurve  wegen  einander  gleich  sind,  so  kann  man  auch  schreiben: 

s. 


Führt  man  hier  wieder  die  neue  Variable  /  mittels  der  Gleichung 
t  =  hs,  also  dt  =  h.d£  ein,  so  erhält  man  diesen  Ausdruck  in  der 
von  Gauß  (1816)  gegebenen  Form: 


2 


,t  =  t.. 
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Da  für  «  ^=  0  auch  ^o  ^=  *'  wntl  für  f  =  «  die  obere  Grenze  t„^=  ah 
ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

.  +  "  .->         / » n  A 


/»  "T  '■  Cf  /  • " " 


J,  n  h 
[  f"*^  <f<,     welches    in    endlicher 
0 
Form  nicht  dargestellt  werden  kann,  geschieht  am  einfachsten  mittels 
Reihenentwicklung  nach  der  Exponentialreihe: 

/y»  /y»2  0'3  rf-»4 

Für  x-  =  —  f-  gibt  dies: 

t-        t*        l^       t^ 

Durch   Integration  zwischen  den  Grenzen   0  und  ah=^t„  folgt: 

f  f  f  f 


I  ^       -     -»       3.1!    '    5.2!       7.3!    '    9.4! 
•^0 


e-"  dt  =t„-^, +--'-,- ^,+ 
somit  ist: 


Yn^  3        '       10  42     ^    216  I 

So  wird  beispielsweise  für  ah  =  0'1: 

0(0-1)=  1-128  38(0-100  000  — 0-000  333  -f  O'OOO  001)  =  0-112  463. 

Wegen  der  großen  Bedeutung  und  des  häufigen  Gebrauches, 
welche  die  Funktion  &  {ah)  oder  Ableitungen  davon  in  der  Fehler- 
theorie und  verwandten  Wissenszweigen  spielen,  hat  man  dieselbe  für 
eine  nach  konstanten  Differenzen  fortschreitende  Reihe  von  Argu- 
menten ^  ^  aÄ  in  Tabellen  gebracht.  Eine  Tafel  der  Funktion 


&  {ah)  =  &{t)  =  -^  1  c-"dt 


für  h=\  gibt  Encke  im  ^Berliner  Astronomischen  Jahrbuch"  für 
das  Jahr  1834  auf  fünf  Dezimalstellen,  Herz  (1900)  in  der  „Wahr- 
scheinlichkeits-  und  Ausgleichungsrechnung"  auf  sechs  Dezimalen  und 
Czuber  (1891)  in  der  „Theorie  der  Beobachtungsfehler"  auf  sieben 
Dezimalen.  Die  Tabelle  I  des  Anhanges  entstammt  der  letztgenannten 
«Quelle.  Ein  gedrängter  Auszug  hievon  möge  hier  Platz  finden. 
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1         1 

ah 

6>{a'') 

ah 

1 

e(ah)      j 

ah 

Ö(a*) 

1 

00  1 

0-000 

0-8 

1 

0-742 

1 

1-6 

0-976 

Ol  ; 

0-112 

0-9 

(»■797 

1-7 

U-984 

0-2 

0-223 

1-0 

0-«43 

1-8 

0-989 

0-3 

0-329 

1-1 

0-880 

1-9 

0-993 

1    0-4 

0-428 

1-2 

0-910 

2-0 

0-995 

0-5 

0-520 

1-3 

U-934 

2-1 

0-997 

0-6 

0-604 

1-4 

0-952 

2-2 

0-998 

0-7 

o-r.78 

l-ä 

0-966    ; 

2-3 

0-999 

Aus  ihr  ist  Z.B.  zu  entnehmen,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der 

Beobachtungsfehler  den  Wert  0-2  nicht  überschreite,  0-2-23  beträ<,'t,  daß 

man  also  unter  je  1000  Fehlern  223  Fehler  erwarten  darf,  die  zwischen 

—  02  und  -j-  02  oder  absolut  genommen  zwischen  0  und  02  fallen. 

Deshalb  kann  man  auch  223  gegen  777  wetten,    daß   der  Fehler  bei 

einer  Genauigkeit    von  A  =  l    kleiner  als  02    sei.    Mit  Zuhilfenahme 

dieser  Tabelle  läßt  sich  also  von  n  möglichen  Fehlern  die  Anzahl  z 

der    zwischen    den  Grenzen  -  a    liegenden  Fehler    leicht  berechnen. 

Denn  da 

.+« 

(p{s)ds  =  &(a  h) 


ß 


die  Wahrscheinlichkeit  darstellt,  daß  ein  Fehler  in  das  Intervall  von 
—  a  bis  -\- a  falle,  diese  Wahrscheinlichkeit  aber  durch  das  Verhält- 

nis  —  bestimmt  ist,  so  hat  man  die  Gleichung: 
n 

z  =  n .  ®  (ah). 

Beispiel.  Unter  «  =  lOOo  Beobachtungsfehlern,  welche  die  Ge- 
nauigkeit /<  =  1  besitzen,  liegen 

2  =  520  Fehler  zwischen  den  Grenzen   0  und  0-5, 

99^  B  V  n  r 

oder  es  liegen  520  Fehler  zwischen 
843—520=323  „ 

995  —  843  =  152 


0 

- 

10, 

0 

« 

20, 

ü 

« 

05, 

0-5 

H 

1-0, 

1-0 

« 

20, 

während  loOO — 995  = 


tj-rößer  als  2-0  ausfallen. 


Haben  die  Beobachtilngsfehler  nicht  das  Genauigkeitsmaß  /<  =  l^ 
so  sind  in  der  Tabelle  statt  der  Argumente  Ol,  02,  O'S  .  .  .  zu  setzen: 

0-10-2      0-3  ,       .   ,  .        ,.    .  u  r^      w  t. 

r  >  ~r-'   ^-'---    beziehungsweise    bei   gegebenen    Funktionswerten 
h        h        li 
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aus  der  Tabelle  die  mit  //  multiplizierten  Argumente  O'l  h,  ü'2  ä, 
03  Ä     .  .  zu  entnehmen. 

Um  den  Bei^riff  der  Genauigkeit  näher  zu  präzisieren,  sei  ange- 
nommen, daß  bei  der  Messung  einer  Strecke  mit  einem  bestimmten 
Längenmesser  ein  Fehler  zwischen  a  und  a-\-l  Millimetern  ebenso 
häufig  zu  erwarten  ist  als  bei  der  Messung  derselben  Strecke  mit 
einem  anderen  Instrumente  zwischen  a  und  « -j- 1  Zentimetern.  So 
wie  man  in  diesem  Falle  entsprechend  dem  üblichen  Sprachgebrauche 
nicht  zögern  wird,  der  ersten  Messung  eine  zehnmal  größere  Ge- 
nauigkeit einzuräumen  als  der  zweiten,  ebenso  wird  man  allgemein 
eine  Beobachtungsreihe  für  Ä:-mal  genauer  als  eine  andere  halten,  wenn 
bei  der  ersten  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Beobachtungsfehlers 
zwischen  den  Grenzen  s  und  s  -\-  ds  ebenso  groß  ist  wie  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Fehlers  zwischen  den  Grenzen  k s  und  k{6  -\-  ds) 
bei  der  zweiten. 

Ist  bei  einer  Beobachtung  von  der  Genauigkeit  h  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Fehlers  zwischen  den  Grenzen  s  und  s-{-de  gleich 

so  entspricht  einer  Beobachtung,  welche  das  Gesetz 

befolgt,  die  Einheit  der  Genauigkeit,  und  es  ist  die  Fehlerwahr- 
scheinlichkeit einer  A'-mal  genaueren  Beobachtung  derselben  Art 

^^e-^'^'de. 


Je  enger  also  die  Fehlergrenzen  gezogen  werden  müssen,  damit 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Beobachtungsfehler  eine  bestimmte 
Wahrscheinlichkeit  zukomme,  desto  genauer  wird  die  betreffende  Be- 
obachtungsreihe gehalten  werden  können,  so  daß  man  auch  sagen  kann, 
daß  die  Genauigkeiten  zweier  Beobachtungsreihen  sich  umgekehrt  ver- 
halten wie  die  Intervalle  gleichwahrscheinlicher  Fehlergrenzen. 

§  11.  Die  Bestimmung  des  Genauigkeitsmaßes. 

Der  von  der  Genaui<4keit  der  Beobachtungen  abhängige  Para- 
meter h  besitzt  im  allgemeinen  für  jede  Beobachtungsgattung  einen 
anderen,  die  Fehlerwahrscheinlichkeit  zum  Ausdrucke  bringenden 
Wert.  Um  ihn  näher  zu  bestimmen,  wird  man  daher  die  Beobachtungs- 
fehler  selb.st  zum  Ausgang  nehmen   müssen. 
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■  Wird  die  Reihe  der  bei  n  wirklich  angestellten  Beobachtungen 
begangenen  wahren  Fehler  f,,  e^,  f.„  .  .  .  f,„  welche  das  Gaußsche 
Fehlergesetz 

befolgen,  als  bekunnt,  der  Parameter  //  jedoch  als  unbekannt  voraus- 
gesetzt, so  wird  das  Genauigkeitsmaß  /i  wie  folgt  gefunden.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten, daß  die  Fehler  s  einzeln  entstehen,  sind  der  Reihe 
nach: 

\  n 

Y  71 


03,,  =  -^=  e-^-^n.ds, 
V  n 


somit  ist  die  Wahrscheinlichkeit,    mit   welcher    sich    das  Zusammen- 
treffen aller  Fehler  e^,  82,  «3,  •  ■  .  f»  erwarten  läßt,  gleich  dem  Produkte: 

0),  GJ,  »3  .  .  .  G)„  =  ^1  e-'''^^  +  '^  +-+'n).{d  f)"  --=  (~-d£)  r->"l'^\, 


Si 


worin  der  bequemeren  Schreibung  wegen  für  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate «?  4~ ^2  4- •  •  •  + *n  das  von  Gauß  eingeführte  Symbol  \t(\ 
gebraucht  ist*).  Bei  der  Kenntnis  der  wahren  Fehler  wird  man  in  dem 
Ausdrucke  für  £1  das  Genauigkeitsmaß  h  beliebig  annehmen  können. 
Wird  nun  //  so  gewählt,  daß  5i  das  Maximum  erreicht,  so  wird  dieses 
Genauigkeitsmaß,  weil  es  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammen- 
treffen aller  Fehler  einer  Beobachtungsreihe  zu  einem  Maximum  macht, 
als  der  wahrscheinlichste  Wert  von  h  bezeichnet  werden  können. 
Um  die  Bedingung  des  Maximums  für  das  Wahrscheinlichkeitsprodukt 

/  d  s  \" 
zu  erfüllen,    hat   man  unter  Beachtung,    daß    der  Faktor  (1^7-=)   eine 

konstante  Größe  ist,  den  Differentialquotienten  von  ii  nach  A  gleich 
Null  zu  setzen  und  erhält: 

oder  nach  vorgenommener  Kürzung: 

/4  —  2  h'  \b  b\  =■  0, 
woraus 


*)  Siehe  die  S.  23  zitierte  Schrift  des  Verfassers. 
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?<  2  Ä-' 

und  als  Ausdruck  für  den  wahrscheinlichsten  Wert  des  Genauigkeits- 
niaües: 


^  =  )r."-  0) 


2  [£  £] 

erhalten  wird,  eine  Gleichung,  worin  das  Genauigkeitsmaß  als  eine 
Funktion  der  Summe  der  Quadrate  der  wahren  Beobachtungsfehler 
|ff]  ausgedrückt  erscheint.  Man  kann  das  Genauigkeitsmaß  h  aber 
auch  durch  beliebig  andere  Fehlerverbindungen  zum  Ausdruck  bringen, 
deren  vorteilhafteste  der  durchschnittliche,  der  mittlere  und 
der  wahrscheinliche  Fehler  genannt  werden. 

Bezeichnet  man  den  absoluten  Betrag  eines  Fehlers  (ohne  Rück- 
sicht auf  sein  Vorzeichen  Plus  oder  Minus)  mit  f ,  so  ist  aus  einer 
vorliegenden  Fehlerreihe  J£i|,  \8z\,  .  .  .  \£n\  der  durchschnittliche  Fehler 
0-  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  ersten  Fehlerpotenzen,  das 
Quadrat  des  mittleren  Fehlers  ^  ist  das  arithmetische  Mittel  aller 
Fehlerquadrate  und  die  Quadratwurzel  des  wahrscheinlichen  Fehlers  q 
ist  das  arithmetische  Mittel  aller  Fehlerquadratwurzeln,  so  daß  man  hat: 

M 


n 


11 


r 


rr- 


[KR] 
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Der  mittlere  Fehler  ist  also  dasjenige  Fehlermittel,  welches  der 
Gleichung  (1)  zufolge  dem  wahrscheinlichsten  Werte  des  Genauig- 
keitsmaßes entspricht. 

>i.  Die  theoretischen  Fehlermaße. 

§  12.  Der  durchschnittliche  Fehler. 

Der  Empiriker  wählt  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  einer  Be- 
obachtungsreihe immer  den  einfachsten,  naheliegendsten  und  be- 
quemsten Weg:  er  bildet  einen  Durchschnittswert  der  wahren  Beob- 
achtungsfehler ohne  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  nach  der  bewährten 
Regel  des  arithmetischen  Mittels  und  schließt  aus  der  Größe  dieses 
Durchschnittswertes  (durchschnittlicher  Fehler  \t  genannt)  auf  die 
Güte  oder  die  Genauigkeit  der  Beobachtungsreihe.  Sind  allgemein 

'l,    ^2:    •    •    •    '» 
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die  aus  n  gleichartigen  Beobachtungen  erhaltenen  Werte  einer  be- 
stimmten Größe  A',  so  stellen  die  Unterschiede 

A  —  '  j[  =  fo» 

A  —  ?„  =  i„ 

die  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  gentjmmenen  wahren  Fehler  dar, 
welche  als  zufälli;L^e  Beobachtungsfehler  positiv  oder  negativ  sein 
können.  Das  arithmetische  Mittel  der  absoluten  Fehlerwerte 

n 
wird  der  durchschnittliche  Fehler  genannt.  Da  die  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Vorkommen  eines  Fehlers       ist,  weil  unter  den  n  vorhan- 

7t 

denen  Fehlern  dem  Zustandekommen  eines  bestimmten  Fehlers  der- 
selben eben  nur  ein  einziger  günstig  ist,  so  erscheint  der  durch- 
schnittliche Fehler  seiner  ersten  Definition  entsprechend  auch  als 
die  Summe  der  Produkte  aus  den  ohne  Rücksicht  auf  ihr  Vorzeichen 
genommenen  Fehlern  £\  mit  ihren  Wahrscheinlichkeiten  definiert, 
nämlich 

V  — -| -i = 

n         n  n  n 

Je  größer  die  Anzahl  der  Fehler  ist,  desto  schärfer  wird  0-  be- 
rechnet werden  können,  denn  sein  theoretisch  strenger  Wert  ent- 
spricht einer  unendlichen  Anzahl  von  Fehlern.  Bei  unendlich  vielen 
Beobachtungen  werden  von  deren  Fehlern  s  um  so  mehr  in  das  Inter- 
vall d  s  fallen,  je  näher  dieses  Intervall  der  Null  zu  liegen  kommt, 
denn  dies  entspricht  dem  Verlauf  der  G au ß sehen  Fehlerwahrschein- 
lichkeitskurve oder  dem  Fehlergesetze: 

cp{s)  =  -^e->-^: 

Y  TT 

Da  der  Ausdruck 

y  ^ 

die  Wahrscheinlichkeit  darstellt,  daß  ein  begangener  Fehler  in  das 
Intervall  von  e  bis  s-\-di:  falle,  so  ist  der  zweiten  Definition  des 
durchschnittlichen  Fehlers  entsprechend  t)-  gleich  der  Summe  der 
Produkte  |£|  .(p{s)ds  oder 


4i 


Der  duruhschnittliuho  Fehler. 
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^  =  |f. 


¥71  ¥  IC 


e -''•*■» 


ds 


h     /*+" 
y-J\Ae-^"'  äs. 


Bezeichnet  man  im  Sinne  der  Wahfseheinliehkeitstheorie  das 
Produkt  des  Fehlers  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  ihn  zu  begehen,  als 
den  „Hoffnungswert"  des  Fehlers,  so  kann  der  durchschnittliche 
Fehler  auch  drittens  als  die  Summe  der  Hoffnungswerte  der  abso- 
luten Fehlerbeträge  definiert  werden,  wobei  aber  ausdrücklich  her- 
vorgehoben werden  muß,  daß  «{  den  absoluten  Wert  des  Fehlers  be- 
deutet, zum  Unterschiede  von  dem  mit  dem  speziellen  Vorzeichen 
versehenen  Fehlerwerte  f.  Diese  Unterscheidung  ist  deshalb  notwendig, 
weil  bei  einer  unendlich  großen  Anzahl  von  zufälligen  Beobachtungs- 
fehlern die  Summe  aller  positiven  und  die  Summe  aller  negativen 
Fehler  dem  absoluten  Betrage  nach  einander  gleich  sind  und  daher 
die  Summe  aller  Fehler  mit  Rücksicht  auf  ihr  Vorzeichen  gleich  Null 
sein  muß.  Die  Summe  aller  Fehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 
ist  daher  doppelt  so  groß  als  die  Summe  der  positiven  oder  nega- 
tiven Fehler  allein,  so  daß  man  hat: 


£e-''-'^'  ^£  =  0, 


er 


de. 


Man  kann  daher  auch  schreiben: 

2h    -" 


» 


_  zh  r 


se-'''^'  de. 


Macht    man    hier    unter  Einführung    der    neuen  Veränderlichen 
he^^t  die  Substitutionen: 


so  wird; 


t         ,         dt 
£  =     ,      (ie=  f- . 
h  h. 


I  ee-f'^  de  =  ~  Ctc"  dt. 


Nun  ist  das  allgemeine  Integral 


/ 


tc-''  dt 


\fM«  '■)  = 


e-"+C, 


§    13.  Der  niittleio  Keliler.  4.-, 

und  daher  das  bestimmte  Inte^r^'a! 


i 


1 
2 


folglich 


und 


<>  — -1^   i     1  __2__  0-5«J419 


,         0-56419 


§  13.  Der  mittlere  Fehler. 

Der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  oder  einfach  der  mittlere 
Fehler  der  Beobachtungen  wird  als  die  Quadratwurzel  aus  der  durch 
die  Fehleranzahl  geteilten  Summe  der  wahren  Fehlerquadrate  defi- 
niert, was  Gauß  als  Prinzip  hingestellt  hat.  Er  ist  derjenige  Fehler, 
welcher,  wenn  er  bei  allen  Beobachtungen  begangen  worden  wäre, 
dieselbe  Summe  der  Fehlerquadrate  geben  würde,  wie  die  tatsächlich 
gemachten  Fehler.  Sein  mathematischer  Ausdruck  lautet: 


•"^r 


n 


Je  größer  die  Anzahl  der  Fehler  ist,  desto  mehr  nähert  sich  u 
jener  Grenze,  welche  theoretisch  für  n  =  00  erreicht  wird.  Stellt  man 
für  u-  eine  ähnliche  Betrachtung  an  wie  für  0-,  so  erhält  man: 

Y  7t  y  71  r  7t 

h    /•+" 

e'- €->•''' de 


Y 
oder 


h    r 


^  =  YtP '-"""'■ 


0 

Demgemäß  kann  der  mittlere  Fehler  auch  als  die  Quadratwurzel 
aus  der  Summe  der  Hoffnungswerte  aller  Fehlerquadrate  definiert 
werden.  Wird  wieder  die  neue  Veränderliche  t  mittels  der  Beziehung 
hs=^t  eingeführt,  so  hat  man: 


A2  e -''**'  d  £  =  p  A2  £>- ''  dt. 
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Um  dieses  Inte^al  aufzulösen,  setze  mau 

2 

dt 


u 


V- 


*.-'" 


du=  — 


dv=^  —  2tc-'^df 


.§  1» 

uud  erhält  so  nach  der  Formel  |  u  dv=^uv —  j  v  du 


/ 


(=«-'•  d(  = 


z' 


■fi 


+  ~le-^dt. 


0  ^  0 


Somit  ist,    da  ^"  =  ^  +  ^  +  ^  +  ^t  +  • 


und  daher 


te-^'=\:{t-^^t^\t^-t--) 


für  die  Grenzen  0  und  oo  verschwindet, 


X 


t2e-''dt=^  und 
2h    1    Yn         1 


»2  _, 


folglich 


uud 


_     1     _ 


2^2 
0-70711 


hV2  h 

0-70711 


h  = 
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eine  Beziehung,  die  auch  schon  aus  der  im  §  11  abgeleiteten  Gleichung 

resultiert.  In  der  Gauß sehen  Fehlerwahrscheinlichkeitskurve  (§  9)  er- 
scheint der  mittlere  Fehler  durch  die  Abszissen  der  Wendepunkte 
zur  Darstellung  gebracht. 

§  14.  Der  wahrscheinliche  Fehler. 

Für  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  in  einer  Beobachtungsreihe  von 
bestimmter  Genauigkeit  ein  Fehler  vorkommt,  der  zwischen  den 
Grenzen  a  und  b  enthalten  ist,  besteht  der  Ausdruck: 

h 


W-- 


y 


b/ 


e-f''^'  äs. 
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Engt  man  die  Grenzen  so  weit  ein,  daß  die  obere  Grenze  gleich 
der  unteren  wird,  so  ist  W=^  0,  d.  h.  es  ist  so  viel  wie  ausgeschlossen, 
daß  hei  einer  beliebigen  Beobachtung  kein  anderer  als  gerade  ein 
im  vorhinein  festgesetzter  Fehler  begangen  werde;  dehnt  man  die 
Grenzen  von  — oo  bis  -\-oo  aus,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit  IK=  1, 
weil  es  gewiß  ist,  daß  irgend  ein  P'ehler  begangen  werde.  Es  besteht 
also  die  Gleichung: 


h      /•^'"  2      /•" 


welche  auch  schon  aus  dem  Laplaceschen  Integral 


e-'"-  dt  =  2  i  e-"  dt 


u 


hervorgeht.  Zwischen   TF=0  und  TF=  1  ist   W=       eine  charakteri- 

2 

stische  Wahrscheinlichkeit,  weil  sie  aussagt,  daß  es  ebenso  wahr- 
scheinlich als  nicht  wahrscheinlich  ist,  einen  Fehler  von  bestimmter 
Größe   zu    begehen.    Man    nennt    daher   jenen  Wert    von    «,    welcher 

W^=—  macht,  nach  Bessel  (1815)  den  wahrscheinlichen  Fehler. 

4f 


Bezeichnet  man  ihn  mit  (),    so  besteht   die  transzendente  Gleichung: 
^-  /  e->''^-  dE  =  --r-  I  e-'-  dt=     ■ 


Dieser  Gleichung  entsprechend  gibt  der  wahrscheinliche  Fehler  p 
jene  Fehlergrenze  an,  von  der  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  daß  sie 
überschritten,  als  daß  sie  nicht  erreicht  wird,  so  daß  ein  Fehler  inner- 
halb dieser  Grenze  gleich  wahrscheinlich  ist  mit  einem  Fehler  außer- 
halb derselben.  Da  sohin  in  einer  hinlänglich  großen  Beobachtungs- 
reihe eben  so  viele  kleinere  Fehler  unter  dem  wahrscheinlichen 
Fehler  als  größere  über  ihm  sich  befinden,  so  kann  man  bei  einer 
einzelnen  Beobachtung  1  gegen  1  wetten,  daß  der  Beobachtungsfehler 
nicht  größer  und  nicht  kleiner  sei  als  q.  Ordnet  man  sämtliche  Be- 
obachtungsfehler nach  ihrer  absoluten  Größe,  so  ist  der  mittelste 
(wenn  ihre  Anzahl  ungerade  ist)  oder  das  arithmetische  Mittel  der 
beiden  mittelsten  (bei  gerader  Anzahl)  ein  Näherungswert  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers.  Man  kann  ihn  daher  auch  als  den  , zentralen 
Fehler"  einer  vorliegenden  Fehlerreihe  definieren. 

Die  Berechnung  des  Zahlenwertes  von  q  geschieht  mit  Hilfe  der 
bekannten  Gleichung  (ij  10,  S.  38): 


4}^  Beziehungen  zwisolien  den  charakteristischen  Fehlern.  §    15. 

2    ,  {ahy        {ahY"       jah)-        {a  kf  y 

wenn  hierin  &{ali)=^       und  a=p  gesetzt  wird.  Man  erhält: 

loif  {q  h)  =  9-678  4604  ^) 
0-47694 

und 

047694 


Ä  = 


Q 

Der  Zahlenwert  von  x=^Qh  ergibt  sich  auch  annähernd  aus  der 
nach  der  obigen  Formel  gerechneten  Tafel  I  für  &{ah),  aus  der  man 
für  den  Funktionswert  &{a  h)  =  0  (t)  =  0-b  durch  Interpolation  den 
Argumentenwert  t  =  ah  direkt  entnimmt. 

Trägt  man  in  der  Fehlerwahrscheinlichkeitskurve  vom  Koor- 
dinatenursprung   die  wahrscheinlichen  Fehler  -|-  q  und  —  q  auf,    so 

liegt  entsprechend  der  Wahrscheinlichkeit  -  zwischen  den  beiden  zu- 

gehörigen  Ordinaten  die  Hälfte  der  von  der  ganzen  Kurve  und  der 
Abszissenachse  eingeschlossenen  Fläche,  welche  die  Wahrscheinlich- 
keitseinheit repräsentiert,  denn  es  bestehen  die  Gleichungen: 


;_  le--  dt-\-    '^  /  e-''  dt  =  ^-  /  C--  dt  =  1 
^<  ^%;.  ^""J^ 


t'-'^  dt  =  — 

2 

§  15.  Beziehungen  zwischen  den  charakteristischen  Fehlern. 

Aus  der  Gegenüberstellung  der  Formeln    für    den  streng  theo- 
retischen durchschnittlichen  Fehler    %■  =^    -.r— = ? 

hYn  h 

„  ,  ,                    1           0-70711 
mittleren  Fehler  u  =    ,^—  = ^ 

X  0-47694 


wahrscheinlichen  Fehler  q  =-     . 


')  Einer  freundlichen  Mitteilung  des  Herrn  Professor  Dr.  N.  Herz  verdanke 
ich  den  auf  13  Dezimalen  gerechneten  und  in  der  11.  Stelle  absolut  sicheren  Wert 

X  =  0-476  936  276  2O4,, 
log  X  =  9-678  4t0  356  49,3. 


§15.  Beziehungen  zwischen  den  charakteristischen  Fehlern. 


4» 


ergeben  sich  die  Relationen: 


1  c 


0-  =  — 7-9  =  118295p 

xV  TT 


O 

:>  - 


» 


2  4 

—  ^  =  0-79788  u=-u 

.«=  '    ^0-=  1-2Ö3310-   •    -a 
I      2  4 

p  =  xK2  u  =  0-67449  u        -  u. 
'  '3' 

Die    Berechnung   des    Genauigkeitsmaßes    kann    daher    auf   dreierlei 
Wegen  erfolgen.  Es  ist 

Ä  =  — "7=  =  — ::/-—=-    oder 

,        .0-5(J4t9         0-70711         0-47694 

n  =^ 


Eine  interessante  Beziehung    liefert    auch    die  Doppelgleichung 

worüber  im  §  33  näheres  mitgeteilt  ist. 

Von  den  drei  charakteristischen  Fehlern  ist  der  mittlere  Fehler 
stets  der  größte  und  der  wahrscheinliche  Fehler  der  kleinste.  Auf 
die  Frage,  welcher  von  den  charakteristischen  Fehlern  als  Fehler- 
oder Genauigkeitsmaß  am  meisten  vorzuziehen  sei,  wäre  folgendes 
zu  bemerken. 

Der  durchschnittliche  Fehler  ist  derjenige,  unter  dem  man 
sich  noch  am  ehesten  eine  Vorstellung  machen  kann.  Denn  er  gibt 
an,  wie  groß  ein  jeder  Einzelfehler  absolut  genommen  sein  müßte, 
wenn  alle  gleich  wären  und  dennoch  dieselbe  Fehlersumme  ergäben. 
Er  wird  daher  als  der  anschaulichste  sowie  auch  seiner  Einfachheit 
wegen  vom  Empiriker  zumeist  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  gewählt. 

Der  mittlere  Fehler  hat  unter  allen  möglichen  Fehlerwerten 
den  größten  Hoffnungswert  oder  das  Maximum  der  mathematischen 
Erwartung,  so  daß  man,  wenn  eine  Beobachtung  wiederholt  angestellt 
wird,  am  ehesten  erwarten    darf,    daß    der  Fehler    einer    neu   hinzu- 

W ellisch,  Ausgleichunssreclinvina  1.  4 
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Beziehungen  iwischen  den  charakteristiscben  Fehlern.  i^    15. 


tretenden  Beobachtung  die  Größe  des  mittleren  Fehlers  der  ursprüng- 
lichen Beobachtungen  haben  werde.  Dies  läßt  sich  folgendermaßen 
beweisen:  Der  mathematische  Hoffnungswert  des  Fehlers  s  ist  be- 
stimmt durch  das  Produkt  des  Fehlerbetrages  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit, ihn  zu  begehen.  Nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein 
Fehler  s  begangen  werde,  gegeben  durch  den  Ausdruck 

G)  =  -^e-''-^-  th, 

somit  ist  der  Hoffnungswert: 

H  =  SCO  i=-^=£f~'''*'  de. 
y  71 

Um  jenen  Fehlerwert  zu  berechnen,  welcher  dem  Maximum  von  H 
entspricht,  hat  man  den  der  mathematischen  Hoffnung  proportionalen 
Ausdruck: 

nach  €  zu  differenzieren  und  aus  dem  gleich  Null  gesetzten  ersten 
Differeutialquotienten  die  Unbekannte  s  zu  ermitteln.    Man  hat  also: 

/'  (£)  =  e-''"-'"-  —  2  h-^  £2  c -/-?■-'  ^  0 
oder  nach  erfolgter  Reduktion: 

1  —  2  Ir^  s-  =  0 

und  hieraus 

1 
=  =  u. 


I1V2 

Der  zweite  Differentialquotient  wird  aber  für  diesen  Wert  von  & 
wirklich  negativ,  wie  es  bei  einem  Maximum  sein  muß,  ncämlieh 

2Y2h 

Der  mittlere  Fehler,  von  Gauß  (1821)  als  der  geeignetste  und 
zweckmäßigste  Maßstab  zur  Messung  der  Unsicherheit  der  Beobach- 
tungen aus  rein  praktischen  Gründen  eingeführt,  erscheint  sohin  als 
das  Genauigkeitsmaß  des  Praktikers  auch  in  theoretischer  Hinsicht 
genügend  begründet.  Seine  Bezeichnung  als  „mittlerer"  Fehler  ist 
jedoch  nicht  glücklich  gewählt,  denn  einerseits  wird  von  hervorragen- 
den Mathematikern,  wie  Laplace(18l2),  mit  diesem  Namen  der  durch- 
schnittliche Fehler  bezeichnet,  anderseits  ist  in  Wirklichkeit  der 
wahrscheinliche  Fehler  nach  seiner  Lage  unter  allen  Fehlern  der  mit- 
telste. Dem  mittleren  Fehler  hat  man  daher  in  manchen  Schriften  der 


i^    1 6.  Höhere  Fehlerpotenzen.  öl 

Deutlichkeit  wegen  die  Bezeichniinji,'  „mittlerer  «juadratischer  Fehler'' 
zum  Unterschiede  von  dem  „mittleren  linearen"  oder  durchschnitt- 
lichen Fehler  gegeben;  man  könnte  ihn  aber  mit  Hinweis  auf  seinen 
größten  Hoffnuugswert  passend  den  „mutmaßlichen  Fehler"  benennen. 
Dem  wahrscheinlichen  Fehler  gebührt  vom  Standpunkte  des 
Theoretikers  die  größte  Berechtigung,  da  er  der  einzige  ist,  welcher 
auf  Grund  von  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  abgeleitet  erscheint, 
indem  er  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  jene  Fehlergrenze 
angibt,  für  deren  Überschreitung  wie  NichtÜberschreitung  die  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  besteht.  Er  findet  aber  weder  bei  dem  Empiriker 
noch  bei  dem  Praktiker  große  Beliebtheit*)  und  selbst  Gauß  wünschte 
ihn,  als  von  einer  Hj'pothese  abhängig,  eigentlich  ganz  proskribiert, 
und  zwar  aus  dem  Grunde,  weil  er  nur  indirekt  aus  dem  von 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  unabhängigen  durchschnittlichen 
oder  aus  dem  mittleren  Fehler,  aber  nicht  direkt  aus  den  Beob- 
achtungsfehlern berechnet  werden  kann.  Dies  mag  auch  die  Ur- 
sache sein,  warum  Hansen  (18»J7),  Henke  (1894),  Bauschinger 
(1900)  u.  a.  den  wahrscheinlichen  Fehler  als  entbehrlich  erklärt  haben 
und  Bruns  (1906)  ihn  in  die  Sammlung  der  ..historischen  Alter- 
tümer" verwiesen  hat.  Seine  direkte  Aufsuchung  durch  Abzählen  der 
nach  ihrer  Größe  geordneten  absoluten  Fehlerbeträge,  wobei  der  mit- 
telste als  der  wahrscheinliche  anzusehen  ist,  gewährt  aber  nicht  die 
nötige  Sicherheit,  da  hiebet  nicht  sämtliche  Fehler  eine  gleichmäßige 
Berücksichtigung  finden,  sondern  der  mittelste  oder  die  beiden  mit- 
telsten bevorzugt  erscheinen.  Nachfolgend  wird  gezeigt  werden,  daß 
der  wahrscheinliche  Fehler  auch  ohne  Zuhilfenahme  des  durchschnitt- 
lichen oder  mittleren  Fehlers  direkt  aus  den  Beobachtungsfehlern 
mit  sehr  großer  Annäherung  berechnet  werden  kann. 

§  16.  Höhere  Fehlerpotenzen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  man  den  durchschnittlichen  Fehler  als 
den  Durchschnitt  der  ersten  Potenzen  der  absolut  genommenen 
Fehler  und  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  als  den  Durchschnitt 
der  zweiten  Potenzen  der  Fehler  festgestellt  hat,  kann  man  auch 
weitere  Fehlermittel  als  Durchschnitt  der  höheren  Fehlerpotenzen 
bilden.  Analog  den  bekannten  Ansätzen: 


*)  In  den  meisten  exakten  Wissenschaften,  wie  in  der  Astronomie,  Geodäsie, 
Physik  usw.  ist  der  mittlere  Fehler  das  übliche  Genauigkeitsmali;  in  der  Schieß- 
theorie wird  neben  dem  mittleren  Fehler  auch  der  wahrscheinliche  Fehler  häufig 
angewendet. 

4* 
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^(1) 

—  »  — 

11 

S(i): 

=  .a  — 

l£!I 

V 


kann  man,   wenn  w*    eine    beliebige    gerade    oder  ungerade  Zahl  be- 
deutet, allgemein  setzen: 

[1^1'"] 


S(,„)  =  Mt„,)= 


11 


Da  die  Wahrscheinlichkeit  für  den  Fehler  s  ausgedrückt  ist  durch 

die  Funktion 

h 


(p  (f )  ds 


Y 


e-^'^'cis, 


% 


so  hat  man  entsprechend  der  Definition  der  höheren  Potenzfehler  als  die 
Summe  der  Fi'odukte  der  einzelnen  Fehlerpotenzen  |£i|"',  j£2|"'j  •  •  •  \^n\"' 

mit  den  Wahrscheinlichkeiten  —  bei  dem  Übergänge  von  der  endlichen 

n 

auf  die  unendliche  Anzahl  von  Fehlern  iür  *S',„,^  die  Entwicklung: 

•••4- 


6'(„.)  =  |«i|'" .  A  e-A2  5|  ^^  ^  i^^i», .  A^  e-i,^B\  f/g 


T  TT  }    TCJ 


oder 


>s; 


('") 


_2h  r 


£'"c -'''«■■'  de. 


Man  versteht  daher  allgemein  unter  dem  mittleren  Fehler  der 
w-ten  Ordnung il/^,„  die  7?2-te  Wurzel  aus  der  Summe  der  Hoffnungswerte 
der  m-ten  Potenzen  aller  Fehler.    Setzt  man  wieder  hs  =  t,   so  folgt 


'^'^"'^~r7 


:/ 


t"'c-"dt  = 


h'"V:r 


=  ■  "0«). 


Um  das  Integral 


aufzulösen,  setze  man 


Ji 


('") 


-f' 


—  fi 


U 


.—<- 


,la  =  —  2tc->' 


(h:  =  V"  dt 

<"'  +  ! 


V 


m-\-\ 
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und  bilde  zunächst  nach  der  Methode  der  partiellen  Intet,^nition  mit 
Hilfe  der  Formel    j  adv=ur  —  J  v<lu: 

m-\-l\       m-\-l  f 
oder,  da  das  erste  Glied  rechter  Hand  für  /  =  o  und  t^^  >:  verschwindet, 


— r 


1)1  —  1     I  /«  —  1 


Dies  gibt  durch  Umkehrung  die  Reduktionsformel: 

mittels    welcher    aus    dem  Integral  mit  t'"  das  Integral  mit  t"'+-  be- 
rechnet werden  kann. 

Nun    sind    die  Integrale    für   m  =  0,    m  =  1  und  m  =  2    bereits 
bekannt,  nämlich: 

J(o)  =  /  ''■"''  <^^  = 

*'  0 


^.1)=  lt.e-'\U  =  - 


1 

2 

0 


J(23  =  I  t^,e-"  dt 

0 

wobei  die  Kontrolle  J(.r,  =-t7,o)  besteht.    Man  kann  daher  sukzessive 

alle  höheren  Integrale  ermitteln.  Hiebei  hat  mau  aber  zu  unterscheiden, 
ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 
Für  //(  gerade  ist: 

J      -  ^    ^^-^   Vir 
"**         2       4  2^^       ' 


j  1.3.5.7...  (m  —  1)  1/- 
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Für  »>  unijerade  ist: 


J{h)        2  J(i)        1 

m  —  1 
1    ''    3 

2  .  4  .  G  .  .  .  (m  —  1)                 "...        2            1 

A« — J 

«.+1                                     2                        2 
2    2 

l     2 

«/(»O  — 


Daher  nimmt  /S'(,„)  folgende  Werte  an : 
Für  m  gerade: 

j^             1      1.3.5.7...  (/^/  — 1) 
\'>>)  =  7^ Z ' '■ 


)!■ 


für  m  unoferade: 


S, 


('") 


1 

r 


m- 


-)! 


V^ 


Da  der  Faktor  neben  —^    eine    für   jedes  m  spezielle  Konstante 
bedeutet,  so  kann  man  auch  allgemein  schreiben: 

h 


Die  speziellen  Formeln  lauten: 

im       1 


[s\]  _     1_^^ 


b']       1 


,0       Ll»^     J    


?(3) 


7? 


/i3f;r 


or5>  = — 


?i 


>(5) 


6 


« 


A-y;r 


*"^^)         n 

2  li- 

3 
4Ä^ 

15 
8  h^ 

105 

Die  Werte  <S'(i,,  »Sr2),  .  .  .  '%„)  haben  die  Bedeutung  von  Durch- 
schnittswerten der  ersten,  zweiten.  .  .  .  /»-ten  Potenz.  Zieht  man  all- 
gemein aus  dem  Durchschnittswerte  der  w-ten  Fehlerpotenzen  die  w-te 
Wurzel,  so  erhält  man  die  mittleren  Fehler  höherer  Ordnung: 


§  lö. 


Höliere  Fehlerpotenzen. 


0.) 


rie'l  1 

3/(1)  =  ii^  =  _— =  =  ö-      =0-56419:// 
n         hVTr 


■Moa  = 


Ci^s] 


=  |w  =  0-707 11  :// 


"       ~hY2 

3  3 

J^3,=riSI  =  jr-^=  0-82631:/- 

4     4 


^^/(4)  = 


n 


=  0-93060  :  h 


o 


1/      _|      [!f']_l 


n 


-U 


=  l-0244:>  :  h 


^^6)  = 


n         h 


'    —      =1-11045  :h 

8 


usw. 


Von  diesen  Formeln  haben  zwei  besondere  Bedeutung  erlangt, 
nämlich  der  durchschnittliche  Fehler  ^  für  m=l: 


^ 


[b\]       2  h 


n 


_2h  r 


£e-''»f^/£  =  -^  ft.e-'\h—  ^^r 


2 


M    .7 


0-56419 

7, 


0  ""  fi 

und  der  mittlere  Fehler  u  für  m  =  2 


'•■  ,/t 


2  h'- 


r' 


"  lxY2 


0-70711 


Setzt  man  w  =  -,   so    geht    annähernd    der  wahrscheinliche 
2 

Fehler  q  oder  der  quasi-wahrscheinliche  Fehler  q    hervor,  so 
daß  analog  geschrieben  werden  darf: 

1  00  00 
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Um  zur  Kenntnis  der  Zahl  x    zu  gelangen,  ist  die  Bestimmung 

dt 


dos  Integrals 


.7(,^=^fre-, 


erforderlich,  denn  man  hat  alsdann: 

Diese  Bestimmung  kann  annähernd  auf  verschiedene  Weise  er- 
folgen. Denkt  man  sich  die  Exponenten  m  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .    als  Ab- 

Fig.  6. 


0     %     1 


szissen  und  die  zugehörigen  Integrale  J(„i)  als  Ordinaten  aufgetragen 
(Fig.  6),  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Punkten,  die  durch  eine  Kurve 
von  der  allgemeinen  Gleichung  J(„,)  =f{iii)  verbunden  werden  können. 

Durch  graphische  Interpolation    kann    man  den   der  Abszisse  "'=2 

entsprechenden  Wert  des  Integrals  Jfi\  maßstäblich  entnehmen. 

Die  numerische  Interpolation  kann  nach  der  Newtonschen  Inter- 
polationsformel erfolgen,  welche  allgemein 

,    «(n— 1),     ,   n{n—l){n  —  2)        , 
u„  =  Mo  +  n  ao  H Y~^   ^0  H m ^^  ~^ 

n(n  —  l)(/t—  2)(h— 3) 


+  --- 


1.2.3.4 


c/o  -1 
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und   für    «„^=Jpy  «„  =  J(o^,   '^'^ö  speziell 

lautet,  worin 

«0  =  J{i)  —  J(0)  =  7,  (1  —  Vit)  =  —  0-38623 

60  =  J,o)  _  2  Ji^  —  ./roi  =  -  K;r  —  1  =  -^  032934 

<-o  =  ^(3)  —  3  J(2,  -r  3  J(,^  —  J,o)  =  2  —  ^Y7iz=  —  021 5Ö6 
usw.  bedeutet  und  die  einzelnen  Integrale  folgende  Werte    besitzen: 

J(0)   =  -ir-=     0-88623 

Kl 


1 
9 


'/(l)     =       -  =0-5 


J(3)  =  =    0-44311 

4 

,  1 

•>'(3)    =2  =0*5 


J,4,   =      ^    f;t=    0-66467 
8 


J(5)    =       1 

.7^7)    =      3 

105  ^r- 

Ji^)  =-^^-^=     5-81586 

t/(9i    =     12 

945  -.r- 
Jny)  =  —-yn:=  26-17139   usw. 
64 

Sie  kann  aber  auch  dadurch  geschehen,  daß  man  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Funktionswerten  J,,„)  und  den  Argumenten  m  em- 
pirisch durch  die  Potenzreihe 

darzustellen  versucht.  Für  m  =  o  ist  J,„,=J^(,=-^=^'^^^^^^^o^S- 
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lieh  ist  das  absolute  Glied  /.'o  =  0-88623.  Für  '"  =  _   geht    daher  die 

Reihe  über  in 

•^(1)  =  0-88623  +  -^  k,  +  -J  /.-,  -  J-  Zc3  +  ^  /:,  -1-  . . .  +  i  A'". 

Je  mehr  Glieder  zu  dieser  Reihe  genommen  werden,  desto  ge- 
nauer wird    offenbar   Jfi\  bpstimmt  werden  können.  In  dieser  Reihe 

sind  aber  die  n  Parameter  /»i,  ko,  .  .  .  k„  noch  unbekannt.  Um  die- 
selben eindeutig  zu  berechnen,  hat  man  zu  beachten,  daß  jeder  Punkt 
der  Kurve  J(,„)  =f{m)  eine  derartige  Gleichung  liefert,  worin  aber 
sowohl  die  numerischen  Werte,  als  auch  die  Anzahlen  der  Parameter 
noch  unbestimmt  sind.  Entscheidet  man  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
anzustrebende  Rechenschärfe  über  die  Anzahl  der  einzuführenden 
Unbekannten  k,  so  hat  man  zu  deren  Berechnung  die  gleiche  Anzahl 
von  Gleichungen  aufzustellen.  Wählt  man  nur  eine  Unbekannte  /»i, 
so  hat  man  auch  nur  die  eine  Gleichung-: 

J^i-,  =0-88623  —  fci, 

deren  Auflösung  /cj  =  -  —  088623  = —  038623  ergibt,  womit  als  erster 

Näherungswert 

J^is=ko  -^  -k,  =  069311 

erhalten  wird,  welcher  dem  einfachen  arithmetischen  Mittel  von  J(o) 
und  J(i  entspricht.  Entscheidet  man  sich  für  zwei  Unbekannte  ki,  hj, 
so  hat  mau  folgende  Gleichungen: 

Xi)  =  k^  —  kl  —  «2 
J(2)  =  fep  -f-  2  A'i  +  4  k.2 
ki-\-     ^2  =  — 0-38623 
2Ä;i -f  4  A'o  =  — 0-44312 


woraus  Ai  ^=  —  0-55090,  A\,  ^ -[- 0-16467  und  als  zweiter  Näherungswert 

J.is  =  0-88623 0-55090  H 0'16467  =  0-65195 

(\)  2  '4 

erhalten  wird.  Rechnet  man  mit  drei  Unbekannten,  so  wird: 

kl  -f-  kj  —  /t3  =  —  0-3 8 6  2  3 
2 /Ci -{- 4  fcg -f  8Ä-3  —  — 0-44312 
3  A'i  —  9  k.j  -L  27  ks  =  —  0-38623 

A,=  — 0-62275,  A-2  = -j- 0-272  45,  Ag^— 003593 
mit  dem  dritten  Näherungswert:  J^ix  =  063847. 
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lu  der  gleichen  Weise  erhält    man  für   111=    4,   .//,  ^  =  0-6303, 
für  mc=    8,    J/ix  =0-6194,  für  m  =  12,    J/in  =  0-6133. 

Der  Grenzwert,  nach  der  Newtonschen  Interpolationsformel  ge- 
rechnet,  lautet  .//j^>|  =  0-6127   statt    genau  ./,^,  =  0*6120,  womit 

x'=-J/l^=  0-4779     statt    x=     J,V=0-4  769 
erhalten  wird.  Entsprechend  der  Proportion 

besteht  auch  die  Beziehung:  9  =  0-9980'.  Die  auf  Seite  42  angeführte 
Formel  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  o  ist  daher  nur  eine  Näherungs- 
fcjrmel  für  ihren  strengen  Ausdruck 


^    /<   ^ 


Für  manche  theoretische  Untersuchungen,  wie  z.  B.  die  im  §  18, 
und  in  den  meisten  Fällen  der  Praxis,  wie  in  den  Beispielen  der 
§§  20,  29  und  32,  wird  sie  aber  unbedenklich  auch  ohne  den  Reduk- 
tionsfaktor 0-998  zur  Anwenduni,'^  koniuien  können. 

§  17.  Prozentuelle  Fehlergrenzen. 

2    r"'' 

In  dem  Ausdrucke   M  ^^  &{ah)==-j^  f  c~'°'(H    haben    wir    die 

Wahrscheinlichkeit  kennen  gelernt,  daß  ein  Beobachtungsfehlerzwischen 
den  Grenzen  — a  und  -{-a  enthalten  sei  oder  ohne  Rücksicht  auf  sein 
Vorzeichen  in  den  Bereich  (0,«)  falle,  also  die  Fehlergrenze  a  nicht 
überschreite.  Für  den  wahrscheinlichen  Fehler  o  besteht  die  Be- 
stimmunsfsoleichung 


2   ••'-" 


^.-rj '-"'"='■' 


0, 


und  aus  der  Tafel  für  die  Funktion  0{ah)  ergibt  sich  das  Argument: 

9 /?  =  0-47694  =  K. 
Umgekehrt  erhält  man  entsprechend  der  Bestimmungsgleichung 


~  0 


,    ,.&>' 

'ü'-" 
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au.-;  derselben  Tafel  für  das  Argument  9- /*  =  0'564 19  den  Funktionswert 

ll'g.  =  0-57506  (rund  0-58), 

welcher  die  Wahrscheinlichkeit  ausdrückt,  daß  ein  Fehler  ohne  Rück- 
sicht auf  sein  Vorzeichen  zwischen  den  Grenzen  0  und  9-  zu  liegen 
kommt;  ebenso  ergibt  sich  nach  der  Bestimmungsgleichung 

]]a  =  ^,^   I   C~''  dt 


2     /  "^    , 


0 

für  den  Argumentenwert  («./?=  0-70711  der  Funktionswert: 

II],  =  0-68268   (rund  0-68), 

welcher  die  Wahrscheinlichkeit  zum  Ausdruck  bringt,  daß  ein  Fehler 
innerhalb  der  Grenzen  0  und  u  fällt.  Diese  Betrachtung  gibt  Veran- 
lassung zur  Einführung  von  in  Prozenten  ausgedrückten  Fehler- 
grenzen*). 

Liegt  beispielsweise  eine  Reihe  von  genau  100  Fehlern  vor  und 
ordnet  man  dieselben  ihrer  absoluten  Größe  nach,  so  gibt  der  wahr- 
scheinliche Fehler  entsprechend  dem  Funktionswerte  IT.  =  0-50  jene 
Fehlergrenze  an,  innerhalb  welcher  ebenso  viele  kleinere  Fehler  vor- 
kommen, als  größere  außerhalb,  d.  h.  es  sind  100  1(^  =  50  Fehler 
kleiner  und  50  Fehler  größer  als  der  wahrscheinliche  Fehler  q.  Man 
kann  daher  den  wahrscheinlichen  Fehler  als  die  50-prozentige  Fehler- 
grenze bezeichnen  und  hiefür  schreiben  ^  =  050.  Wählt  man  0-  als 
Fehlergrenze,  so  kommen  theoretisch  rund  100  TFg.^^  58  Fehler  vor, 
welche  kleiner  und  42  Fehler,  welche  größer  sind  als  9-;  man  nennt 
daher  den  durchschnittlichen  Fehler  die  58-prozentige  Fehlergrenze 
und  setzt  0-  =  a58.  Analog  bezeichnet  man  den  mittleren  Fehler  als 
die  100  W^=  68-prozentige  Fehlergrenze  ^u  =  a6s,  weil  der  Theorie 
nach  von  100  Fehlern  68  vorkommen,  welche  kleiner  als  fi  sind. 
Wuich  (1877)  definiert  daher  geradezu  den  mittleren  Fehler  dahin, 
^daß  0-68  Wahrscheinlichkeit  oder  68%  der  Gewißheit  vorliegt,  daß 
der  bei  einer  einzigen  Beobachtung  begangene  Fehler   kleiner  als  ^ 

*)  Die  prozentuellen  Fehlergrenzen  wurden  zum  ersten  Male  von  Wuich 
(..Theorie  der  Wahrscheinlichkeit  und  ihre  Anwendungen  im  Gebiete  des  Schieß- 
wesens", Wien  1877)  in  die  Ausgleichungsreelmung  eingeführt.  Übrigens  war  der 
listerreichische  Artilleriehauptmann  Nikolaus  Wuich  (heute  Se.  Exzellenz  der  k 
und  k.  Feldmarschallentnant  Freiherr  von  Wuich)  einer  der  ersten,  welcher  die 
Theorie  der  Beobachtungsfehler  in  einer  dem  hehren  Gegenstande  würdigen  und 
zugleich  als  Muster  dienenden  Art  behandelt  hat.  Merkwürdigerweise  findet  sich 
aber  sein  Name  häufiger  in  der  ausländischen  als  in  der  deutsehen  Literatur  mit 
gebührender  Betonung  erwähnt. 


>J    17. 


Prozentuelle  Fehlergrenzen. 
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sei".  In  ähulicher  Weise  können  auch  die  übrii^en  Durehschnittsfehler 
definiert  werden. 

Enthält  die  Reihe  nicht  gerade  100  Fehler,  so  sind  davon  immer- 
hin 50%)  kleiner  als  q,  58%  kleiner  als  iy  und  68'Vo  kleiner  als  «. 
Sind  allgemein  ^'Vo  der  vorhandenen  P^eliler  kleiner  als  die  Fehler- 
grenze (ij,,  so  gibt  dieser  Wert  jenen  Fehler  an,  für  welchen  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  er  nicht  überschritten  werde,  gleich 


100 


ist.  So  findet  man  für  die  mittleren  Fehler  höherer  Ordnung  mit 
Hilfe  der  Tafel  der  Funktion  fc>  {a  li)  die  entsprechenden  prozentu- 
ellen Fehlergrenzen : 


1 

ah 

e  {a  h) 

'/o 

Qh^ 

1 

A/(o-5j  .  /'  =  047694 

0-5 

50 

»/>  = 

M(X)  .  h  =  0-56419 

0-57506 

58 

(lh  = 

itf(3)  .  h  =  0-70711 

0-68268 

68 

1 

3/(3)  .  k  =  0-826?!l 

0-75741 

76 

Ma,  .  Ä  =  0-93060 

0-81185 

81 

M,5)  .  h  =  1-02445 

0-852r.9 

85 

t 
1 

J/^6)  .  Ä  =  1-11045  ' 

0-88368 

88 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Durchschnittswert  der  Fehler- 
potenzen ?»-ter Ordnung  haben  wir  gefunden: 

und  die  Entwicklung  dieser  Formel  hat  gezeigt,  daß  der  Fakt«  »r  von 

—  eine  Konstante  bedeutet,  so  daß  man  setzen  kann: 
h!" 

S{,„)  h    =  K(,„). 


hV Si,„)  =]  A  ,„,  =k,,„. 


somit  ist,  da 
gesetzt  wurde: 


Y<!^„.,=M 


m) 


"') 
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Substituiert  man  diesen  Wert  von  h  in  die  Formel  iiir  die  Wahr 
scheinlichkeit.  daß  ein  Fehler  die  Grenze  n  nicht   überschreite: 


0(ah)=yr^l  c    ''<U, 


so  erhält  mau  allgemein 

& 


^0 


und  speziell  für  J/(o-5)  =  p'  = 

A'(o-5)  =  x'  = 


_  9  _ 
0-998 

Y. 

0-998 


f 


;r 


K2 


V. 


•^   A 


<r,t)'nf-'- 


Bezeichnet  man  die  Verhältnisse  zwischen  dem  gegebeneu  Fehler  ft 
und  der  50-prozentigen,  68-prozentigen  beziehungsweise  5  8-prozen- 
tigen Fehlergrenze  mit  k,  nämlich: 


a        a 


«50 

'■68  — 

"08 


a   fJ 


und  allgemein  mit  h,  so  bestehen  für  die  Wahrscheinlichkeiten,  daß 
ein  Fehler  ohne  Rücksicht  auf  sein  Vorzeichen  zwischen  Null  und 
dem  /t-fachen  wahrscheinlichen,  mittleren  beziehungsweise  durchschnitt- 
lichen Fehler  gelegen  sei,  die  allgemein  gehaltenen  Formeln: 


(H 
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0  1) 


,1,0-1. 


Die  nachstehende  kleine  Tabelle  enthält  die  Wahrscheinlichkeiten, 
daß  ein  Fehler  den  A'-fachen  wahrscheinlichen,  mittleren  und  durch- 
schnittlichen Fehler  nicht  überschreite.  Wie  diese  Werte  aus  der  Tafel  I 
berechnet  werden,  zeigt  folgendes  Beispiel:  Um  die  dem  Argumente 
/c=:0".'3  entsprechenden  Funktionswerte  für  alle  drei  Spalten  zu  er- 
halten, suche  man  in  der  Tafel  I  für  die  Argumente 
ah=    X    /.•  =  (3-47694.  0-5  =  0-23847 


a  h 
ah 


:^^/i;^  070711  .0-5  =  0-35350 

y  2 


0-56419.0-5=  0-28210 


durch  Interpolation  die  Funktionswerte  auf,    welche  der  Reihe  nach 

lauten: 

0{y,k)        =0(/c()/i)  =  0-2641 


6^  (i  A- j  =  &  (/.-  u  h)  =  0-3829 
&  f^^k)  =  & (k  & h)  =  0-3101. 


1 

k 

1 

Ö  {k  Q  h) 

1 

1 

0  (k  (i  h)    : 

1 
&  (k  d-  fi) 

1 

0-5 

0-2G41 

1 

0-3S29 

1 
0-3101 

1  1-0 

0-5000 

0-6827 

U-5751 

1-5 

0-158SB 

0-S664 

0-76S6 

20 

0-8227 

0-9545 

0-8894 

2-5 

;   0-9082 

0-9876 

0-9539 

8-0 

1   0-9570 

I.-9073 

0-9833 

3-5 

0-9S1S 

09995 

0-9948 

'  40 

0-9930 

0-9999 

0-998(; 

Im  Auhaniie  sind  diese  Wahrscheinlichkeiten  in  den  Tafeln  111, 
IV  und  V  in  größerer  Ausführlichkeit  gebracht,  während  die  von 
Encke  (1834)  berechnete  Tafel  II  noch  ausführlicher  als  die  Tafel  III 
trehalten  ist. 
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Beispiele.  1.  Für  einen  Fehler  «,  welcher  ly-mal  so  gvoR  ist  als 

der  wahrscheinliche  Fehler,    gibt    die    Tafel  III,    da   k  —  -=Vb    zu 

Q 

setzen  ist,  den  Funktionswert  6;  (/.•  p //)  =  0-6883,  welcher  die  Wahr- 
scheinlichkeit ausdrückt,  dalj  ein  Fehler  zwischen  die  Grenzen  Null 
und  15  fällt. 

Unter  1000  Beobachtungen  sollen  daher  gesetzlich  688  sich  vor- 
finden, deren  Fehler  kleiner  sind  als  der  anderhalbfache  wahrschein- 
liche Fehler.  Ebenso  findet  man,  daß  unter  1000  Beobachtungsfehleru 

500  vorkommen,  die  kleiner  sind  als   1  q, 
82o  „  ,.  „  ^         „      4  Q, 

957  „  „  „  «„3p, 

Jyo  y,  n  n  ....4  p, 

999  „  fl  n  „        „      5  ?• 

2.  Für    einen  Fehler  a,   welcher   doppelt   so    groß    ist,   als    der 

durchschnittliche  Fehler,   liefert  die  Tafel  V,    da  A-  =  -  =  2  zu  setzen 

u 

ist,  den  Funktionswert  &{kd-h)=^  0-8894,  welcher  die  Wahrscheinlich- 
keit zum  Ausdruck  bringt,  daß  der  Fehler  zwischen  Null  und  2  O'  zu 
liegen  kommt. 

3.  Für    einen  Fehler  a,    welcher    dreimal    so    groß    ist    als    der 

mittlere  Fehler,  gibt  die  Tafel  IV,  da  jetzt  /v=    =3    zu    setzen    ist, 

den  Funktionswert  &{k^h)  =  0-9973,  welcher  die  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Auftreten  eines  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  Null  und  3  fi 
ausdrückt. 

Da  diese  Wahrscheinlichkeit  nahezu  1  ist,  weil  unter  1000  Fehlern 
997  diese  Bedingung  erfüllen,  so  ist  es  auch  nahezu  gewiß,  denn  es 
kann  997  gegen  3  gewettet  werden,  daß  bei  1000  Beobachtungen  ein 
begangener  Beobachtungsfehler  den  dreifachen  mittleren  Fehler  nicht 
überschreite. 

Bezeichnet  man  mit  F=a  diejenige  Fehlergrenze,  von  der  er- 
wartet werden  kann,  daß  sie  unter  lOOO  Fällen  nur  ein  einzigesmal 
überschritten  werde,  so  daß  man  also  999  gegen  l  wetten  kann,  daß 
der  Fehler  F  seiner  Größe  wegen  unter  1000  Beobachtungen  nur  ein 
einzigesmal  begangen  werde,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

&  (ah)  =  0-999 

aufzulösen,    denn    es    ist    die    Wahrscheinlichkeit    dafür,    daß    unter 

1000  Fidlen  der  Fehler  F  nur  einmal  überschritten  wird,  gleich  — - — ■ 

'  "^  1000 
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und  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gegenteiles,    daß    die  Fehler    kleiner 

als  F  ausfallen,    gleich    '-"  -   •  Die  ft^-Tabelle  liefert  hiefür  den  Arffu- 

1000  "^ 

mentenwert 

xh  :=:  2-327. 

Setzt  man  2'327  =  ()-7D7  "  =  0-564  2  =  04  77  ",  so  erhält  man  der 
Reihe  nach  die  Verhältnisse: 

-=:3-3,  ^  =  41,  =4-9, 

d.  h.  der  Fehler  /'  ist  das  3-3-fache  des  mittleren,  das  ri -fache  des 
durchschnittliehen  und  das  4-9-fache  des  wahrscheinlichen  Fehlers, 
und  man  kann  daher,  da  nur  selten  mehr  als  1000  Beobachtuno-en 
zur  Lösung  einer  Aufgabe  angestellt  werden,  annehmen  (999  gegen  l 
wetten),  daß  der  zu  erwartende  Maximalfehler  nicht  größer  als  3^, 
oder  4  9-,  oder  5  q  ausfallen  werde 

Für  die  Wahrscheinlichkeit  W,  daß  ein  Beobachtungsfehler  vor- 
kommt, der  den  ^-fachen  Betrag  des  mittleren  Fehlers  nicht  über- 
schreite, ergibt  sich: 

6  =  1  TF=  0-683 

2  0-9545 

3  0-99728 
?,-5  0-999534 

4  0-9999:366 

5  0-99999943. 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  gleich  ist  dem  Ver- 
hältnisse der  Anzahl  der  F'älle,  die  dasselbe  herbeiführen,  zu  der  An- 
zahl der  überhaupt  möglichen  Fälle,  so  kann  die  Wahrscheinlichkeit  H' 
für  das  Vorkommen  eines  Fehlers  innerhalb  des  .<f-fachen  mittleren 
Fehlers  durch  das  Verhältnis  der  Anzahl  derjenigen  Fehler  ausgedrückt 
werden,  welche  den  .^-fachen  mittleren  Fehler  nicht  überschreiten, 
zu  der  Anzahl  der  vorliegenden  Fehler.  Unter  1000  Fehlern  werden 
daher  n  =  lOOO  TT  Fehler  vorkommen,  welche  den  .s-fachen  mittleren 
Fehler  nicht  überschreiten.  Man  hat  somit  für 


6-—  1 

n 

—  683 

2 

954-5 

3 

997-28 

3-5 

999-53 

4 

999-94 

5 

lOOO-OO 

Welliscli,  AusgleicIiunpsreclinunK.  I. 

»i6 


Die  Zuverlässigkeit  der  Fehlermittel.  §    18. 


Setzt  man  fest,  daß  eine  Beobachtung:  dann  noch  als  brauchbar 
erklärt  wird,  wenn  deren  Fehler  das  Dreifache  des  mittleren  Fehlers 
nicht  übersteigt,  so  wird  man  unter  1000  Beobachtungen  nur  drei- 
mal zu  befürchten  haben,  daß  die  Beobachtunirsfehler  diese  Grenze 
überschreiten,  und  wird  man  mit  Berechtigung  die  betreffenden  Beob- 
achtungen ausscheiden  dürfen.  Zieht  man  die  Grenze  enger,  indem 
man  die  Forderung  stellt,  daß  bereits  ein  Fehler  von  der  Größe  des 
doppelten  mittleren  Fehlers  nicht  weiter  verwendet  werden  dnrf,  so 
wird  zu  erwarten  stehen,  daß  schon  unter  100  Beobachtungen  '.'5  bei- 
behalten und  j  verworfen  werden  müssen.  Dehnt  man  die  Fehloi-- 
grenze  auf  den  vierfachen  Betrag  des  mittleren  Fehlers  aus,  so  werden 
erst  bei  100  UOO  Beobachtungen  6  unzulässige  zu  betüichten  sein.  Aber 
auch  dann  werden  die  übergroßen  Beobachtungsfehler  nicht  dem 
groben  Verschulden  des  Beobachters,  sondern  dem  Spiel  des  Zufalles 
zuzuschreiben  sein,  der  ausnahmsweise  eine  sehr  große  Anzahl  gleich- 
bezeichneter Einzelfehler  hat  anhäufen  lassen. 

§  18.  Die  Zuverlässigkeit  der  Fehlermittei. 

Zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  einer  Beobachtungsreihe  kann 
irgend  ein  Fehlerdurchschnitt  dienen,  da  aus  jedem  Durchschnittsfehler 
alle  übrigen  Fehlermaße    abgeleitet   werden    können.    So  ergibt  sich 

aus    den    im  §  16   entwickelten  Ausdrücken  <S',i),  >S\.,'),  <S',3  , , 

welchen    wir   hier  noch  den  Ausdruck  für  S^i\  zugesellen,  folgende 
Wertereihe  für  das  Genauigkeitsmaß:  ' 


© 


^'(1;  —  — — T7^  ^(2) 


^.3i  = 


fi(5,= 


3 


s,,  r 


'(3 


,T 


5 


^^1  = 


^G; 


y  2  6\2) 

4 

r  « 

6 

r  'i 

usw. 


Wenn  die  Beobachtungen  in  unendlicJier  Anzahl  vorhanden 
wären  und  daher  die  Voraussetzung  gemacht  werden  könnte,  daß  die 
Beobachtungsfehler  das  Gaußsche  Fehlergesetz  vollkommen  zum  Aus- 
druck bringen,  so  würden  alle  diese  Werte  für  h  einander  vollkommen 


§18  Die  Zuverlässigkeit  der  Feiileriuitlel.  ß7 

gleichen,  denn  sie  würden  alle  fehlerlos  erscheinen.  Diese  Voraus- 
setzun«,'  trifft  aber  in  Wirklichkeit  aus  dem  Grunde  nicht  zu,  weil 
unendlich  viele  Beobachtungen  tatsächlich  niemals  zur  Verfügung 
stehen,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl,  weshalb  das  OauÜsche 
Fehlergesetz  nur  näherungsweise  zur  Geltung  kommen  kann.  Die 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Beobachtungsfehlern  berechneten 
Werte  für  das  Genauigkeitsmaß.  nämlich: 


"rivrsY 


i,.=   " 


r.-. 


3     


] 


a     B     

usw. 

können  daher,  weil  jeder  derselben  mit  einem  anderen  Fehler  behaftet 
erscheint,  nicht  mehr  gleich  gesetzt  werden.  Derjenige  von  diesen 
auf  so  mannigfachen  Wegen  erhaltenen  Werten  von  li,  welcher  mit 
dem  kleinsten  Fehler  behaftet  sein  wird,  muß  als  der  zuverlässigste 
bezeichnet  werden,  und  diejenige  Formel,  welche  diesen  Wert  von  h 
ergibt,  wird  als  die  vorteilhafteste  zur  Bestimmung  der  Genauigkeit 
einer  Beobachtungsreihe  betrachtet  werden  können. 

Um  diese  wichtige  Frage  zu  entscheiden,  hat  man  allgemein  zu 
untersuchen,  wie  groß  überhaupt  die  Unsicherheit  in  der  Bestimmung 
der  verschiedenen  Durchschnittswerte  der  Fehler  ist.  Bezeichnet 
man  mit 

2A   r^        ,,,,    , 
YttJ^ 

den    aus    einer    unendlichen  Fehleranzahl    abgeleiteten    idealen    oder 
, theoretischen"  Durchschnittsfehler  der  w-ten  Fehlerpotenzen  und  mit 

^■"  =  -IT 

den  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Fehlern  erhaltenen  empirischen 
oder  ..praktischen"  Durchschnittswert,  so  stellt  die  Differenz 

•d  =  *S'„,  —  S{„,-, 

5* 
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d.  i.  der  Unterschied  zwischen  dem  theoretischen  und  dem  praktischen 
Durelisehnittswert  der  m-ten  Fehlerpotenzen,  den  wahren  Fehler  von 
S,„  dar.  Da  es  unmöglich  ist,  diesen  wahren  Fehler  jemals  zu  erhalten, 
so  wird  man  sich  begnügen,  jenen  Fehierbetrag  zu  ermitteln,  welcher 
die  größte  mathematische  Erwartung  für  sich  in  Anspruch  nehmen 
kann,  und  das  ist  der  mittlere  zu  befürchtende  oder  mutmaßliche 
Fehler  jw,„  von  *S',„.  Um  denselben  zu  erhalten,  bestimme  man  den 
Mittelwert  ^i,  des  Ausdruckes 


indem  man  in  der  unendlich  oft  wiederholt  gedachten  Reihe  der  in 
endlicher  Anzahl  vorkommenden  Fehler  s  die  einzelnen  s  alle  mit 
Rücksicht  auf  ihre  Wahrscheinlichkeit  nur  denkbaren  Werte  von 
—  cc  bis  -f-  oo  durchlaufen  läßt  und  sodann  den  Durchschnitt  davon 
bildet.  Es  ist 

2'"   _|_    .2'"   _l_  _]_    c^'"  c'"   c'"   _1_    c'"    c'"   _L    c"'   c"'   _1_  _L    c"'  c'" 

^-  = f-  2 5 

c"'  _1_    c"'  _J_  _1_    c'" 

^  £l    -\-  t2    -]-■■■-]-£„     Q        _L    C2 

*  ^(H<)   -f   O  („,). 

Um  den  Durchschnitt  dieses  Ausdruckes  zu  erhalten,  beachte 
mau,  daß  der  Durchschnitt  der  Summe  gleich  ist  der  Summe  der 
Durchschnitte  der  einzelnen  Glieder.  Nun  ist  der  Durchschnittswert 
von  ^1 ")  nämlich  der  Durchschnitt  der  277i-ten  Potenzen  aller  möglichen 
Werte  des  Fehlers  £j  von  Null  bis  Unendlich,  bestimmt  durch  das 
Intetjrai: 


■'o' 


_   2/.  ,„,     _^.,,, 


somit    ist  der  Durchschnitt  der  Summe    der  n  gleichartigen  Glieder 

der  Durchschnittswert    des 


•im          •>ii 

ersten 

2.» 

Haupl 

2"' 
.     .     .     t„ 

;gliedes 

gleich    II. 

J-^-  ist 
n- 

da 

•im 

her 

und 

„:s 

2«<) 

*^(2m) 

n^  n 

Um  den  Durchschnittswert  eines  Produktes  von  der  Form  «7  e'ü- 
zu  ermitteln,  lasse  man  tj  und  £a  alle  möglichen  Werte  durchlaufen 
und  multipliziere  sie  miteinander.  Nun  ist  der  Durchschnitt  der  //t-ten 
Potenzen  aller  möglichen  Werte  des  Fohlers  £,  oder  des  Fehlers  e^- 
bestimmt  durch: 
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somit  ist  der  Durchschnitt  eines  einzelnen  Produktes:  6\,„,  .  'S',„,,  =  *S'f,„j 

r  itt    tu  I 

und  der  Durchschnittswert  des  zweiten  Hauptgliedes  2  l^^:'^*  '  ,  welches 

n- 

n(n — 1)      -  ,        ,.      1   , 

aus     -^ '  solcher  Produkte  besteht: 

2 

^^0^—0      1       02       _  'Ji—J:    Q2 

2  Is'"] 
Der  Durchschnittswert  des  dritten  Hauptofliedes  — —  «S,  ,  ist: 

2 

Damit  wird  der  Durchschnittswert  von  ^7'-: 

und  es  ist  der  mittlere  Fehler  in  der  Bestimmung  des  Durchschnitts- 
wertes S,„  der  m-ten  Potenzen  einer  endlichen  Anzahl  von  Fehlern: 


^, 


n 


Setzt  man  in  diese  Formel  die  speziellen  Werte  für  "/  =  l,  m  =  2 

und  m  == -— -  ein.    so    erhält   man   die   den   charakteristischen   Fehler- 

maßen  9^,  ii  und  q  entsprechenden  Spezialisierungen,  und  zwar: 

1.  Der  mittlere  Fehler  u<^  in  der  Bestimmung  des  durchschnitt- 
lichen Fehlers  i>  ist: 


.«1  =«^ 


n  >^|'    2Ä2       ^h^      /,f„^[         2 

=  0-75551r7=- 
}l  n 

Der  durchschnittliche  Fehler  ist  daher  mit  seinen  mittleren  Fehler- 
grenzen wie  folgt  zu  schreiben : 


-¥o±r-i^> 


*)  Im  §  22  wird  ein    kürzerer  Weg  zur  Ableitung   dieser  Formel    angegeben 
werden. 
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i?    l'^. 


■2.  Der  mittlere  Fehler  uo  in  der  I)e>tinimuno-  des  mittleren  Fehler- 
qnadrates  a-  ist: 


.«2 


H- 


YV, 

n 


1^ 1 y- 

1-41421-^- 

y  n 


Um  hieraus  den  mittleren  Fehler  uu  in  der  Bestimmung  des  mitt- 
leren Fehlers  ^u  selbst  zu  erhalten,  stelle  man  folgende  Betrachtung 
an:  Wenn  u  um  ««  fehlerhaft  ist  und  daher  richtig  ^~{iii  lauten  soll, 
so  ist  für  u-  richtig  /t^  +  2 lu lUu -}- itt^,  oder  mit  Rücksicht  darauf,  daß  jh« 
um  vieles  kleiner  ist  als  u,  mit  hinreichender  Annäherung  ^^-r2(i^u  zu 
setzen.  Demnach  ist  der  Fehler  von  (x-,  der  mit  uo  bezeichnet  wurde, 
bei  einer  genügend  großen  Anzahl  von  Fehlern,  ja  selbst  bei  mäßig 
großem/;,  das  2fi-fache  des  Fehlers  von,u  und  man  kann  den  Ausdruck 


.".« 


2.tt 


^2    ^ 
n    2  n 


u 


Yln 


^ 


070711  -j^ 


als  den  mittleren  Fehler  ftu  des  mittleren  Fehlers  a  gebrauchen. 

Der  mittlere  Fehler  ist  daher  mit  seinen  mittleren  Fehlergrenzen 
wie  folgt  zu  schreiben: 


''=1'  ^V^-Fn> 


3.  Der  mittlere  Fehler  uj^  in  der  Bestimmung  der  Quadratwurzel 
des  wahrscheinlichen  Fehlers,    also  von  ]  p  ist: 


u 


I  s^i—s'f^^^      ^  Y  1 


X 


\r 


n 

\rv 

I     hn 


Yn\     hVn 


1  hn]     1  -T 


7= —  x  = 


r" 


X 


Yn 


^öl^T 


:y;r 


-— 1, 


folglich  ist,  wenn  p  um  /t<o  fehlerhaft  ist  und  daher  richtig  pXi"?  lauten 
soll,  im  Sinne  der  ad  2.  angestellten  Betrachtung  für  I  o  richtig 


f^+^,  =  yp 


oder  mit  hinreichender  Annäherung 

1  Uo 
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zu  setzen.   Der  mittlere  Fehler  von   Yq  ist  daher  be.stimmt  durch: 

Daraus  folgt  der  mittlere  Fehler  u,^  des  wahrscheinlichen  Fehlers  p: 

u,  =  2\  Qur=:^^\    -~^ 1=0-85544;     . 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  daher  mit  seinen  mittleren  Fehler- 
grenzen wie  folgt  zu  schreiben: 


p 


\r\ 


Folgerungen: 

a)  Aus  dem  mittleren  Fehler  von  \f^  d.  i.: 


& 


f %—2     ^         ^     ,  % 

^  =  075551-^ 

2       Yn  Vn 


erhält  man  den  durchschnittlichen  Fehler  von  8- 

I  r 


&&  = 


I  2        r  Ti — 2  ^  % 

«9-=       -^  =  0-60281-7= 

^  '  \         ^       ^   n  }  n 


und  den  wahrscheinlichen  Fohler  von  xf: 


Qcy=y.]    2   ug  =  z  1  .T—  2  -7=  =  0-50958  -^ 

b)  Aus  dem  mittleren  Fehler  von  a,  d.  i.: 

aa  =  -^-f=  =  0-70711-^ 

erhält  man  den   durchschnittlichen  Fehler  von  u : 

und  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  (i: 

p,  =  xr2a,=x^'=.  =  0-47694^^. 

c)  Aus  dem  mittleren  Fehler  von  p.  d.  i.: 

.«0  =  2 


1 


1    -?=  =  0-85544-^ 
)    u  \  " 
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erhält  maa  den  durchschnittlichiMi  Fehler  von  g: 

Q 


8264 


Yn 
und  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  q: 

p,^xf2    {ip  =  xY'8\'   ^—1   -^  =  0  57699-^. 

Faßt  man  z.  B.  den  wahrscheinlichen  Fehler  näher  ins  Au^^e,  so 
hat  man  folgende  verschiedene  Bestimmungen  für  die  Fehlergrenzen 
des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  endlichen  Anzahl  von  Beobach- 
tungen. Da  der  wahrscheinliche  Fehler  des  wahrscheinlichen  Fehlers 

gleich  ist  p,  =  0'57tj99 -^>   so  ist  der  wahrscheinliche  Fehler    einer 

y  n 

endlichen  Anzahl  von  Beobachtungen  mit  seinen  aus  den  Fehlerwurzeln 
berechneten  Fehlergrenzen  gleich  q  +  po,  also 

0-57699 


/-      ,     U-57699  \ 


Der    durchschnittliche  Fehler   einer   Reihe   von    Beobachtungen 
mit  seinem  wahrscheinlichen   Fehler   p^,  =  0'50958 -;;=  ist  O'  +  p^,  folg- 

y  n 

lieh  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  endlichen  Anzahl  von  Beob- 
achtungen   mit    seinen    aus    den    ersten  Fehlerpotenzen    berechneten 

Fehlergrenzen  unter  Hinweis  auf  die  Beziehung  q  ^=^  {xY n) %■  \ 

0-50958 


Der  mittlere  Fehler  einer  Reihe  von  Beobachtungen  mit  seinem 


D' 


wahrscheinlichen  Fehler  pu  =  ()-47ti94 -'=  ist  /i  +  p.w,    folglich    ist    der 

y  n 

wahrscheinliche  Fehler    einer    endlichen   Anzahl    von    Beobachtungen 
mit  seinen  aus  den  zweiten  Fehlerpotenzen  berechneten  Fehlergrenzen, 

da  9  =  {y,Y  2)  u  ist, 

•.r-       /     ,     0-47694  \ 

Diese  Untersuchung,  bei  den  höheren  Fehlerpotenzen  fortgesetzt, 
liefert  folgende  von  Gauß  (1816)  mitgeteilten  numerischen  Werte, 
wobei  die  bereits  angeführten  Werte  der  Übersichtlichkeit  wegen  noch- 
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mals  und  zwar  in  etwas  geänderter  Form  uiedergüscbrieben   und  noch 


einige  angefügt  seien 


2 


(^)-(-  ±  ^) 


f'^'l 


^2  =  067449 


^3=  0-57719 


i!!l      f^^   047694  >| 


p^  =  0-46555 


()6  =  0-42950 


£3]  /  0-49720  \ 

^  V  -    Yn    y 

B*]  f  ,     0-55072  \ 

n  V 


V  U*\      f     ,     0-5 
()4  =  0-51250  l     -!— L    (  1  + 


[£«] 


n 


1  + 


1  + 


0-6355 
YVi 

0-75 


-) 


1^ 


Ei) 


99 


0-35704 


[^1 


n 


i'i 


p,o  =  0-3399(J 


n^^"] 


n 


usw. 


,     1-44391  \ 
1  -1- -^  — 


(^±-^) 


de 


Aus  dieser  Zusammenstellung  ist  zu  ersehen,  daI3  die  Bestimmung 
wahrscheinlichen  Fehlers  einer  endlichen  Anzahl  von  Beobach- 
tungen aus  den  Fehlerquadraten  in  den  engsten  Grenzen  einge- 
schlossen, also  die  sicherste  ist,  weil  aus  dieser  Bestimmungs- 
art der  wahrscheinliche  Fehler  mit  dem  geringsten  wahr- 
scheinlichen Fehler  behaftet  erscheint.  Selbst  die  direkte  Be- 
stimmung aus  den  Fehlerwurzelu  ist  unsicherer  als  die  Bestimmung 
aus  den  Fehlerquadraten.  Dasselbe  ist  auch  bei  dem  mittleren  und 
durchschnittlichen  Fehler  der  Fall.  Denn  es  ist 
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I  n 


0  85544-/.    folglich:   .«  i  -  "^^     (l"^— ,7— ) 

u  /      ,     0-7o711\ 

Ua  =  Ü-70711-^  „  /^2=/^      1±  TT^)    USW 

]  II  \  Y 11    y 

o  ^  P      /      ,     0-68254  \ 

i>  ^         ^/,    ,     0-60-281\ 

0-^=  0-60281-^  ,  ^1  =  ^  (  1  ±        ,.-       ) 

u  r.         ]^'^      r      ,     056419  \ 

»,  =  0-56419-=  .  »„  =  1     -^(^l+-^^_-) 


Um  bei  Anwendung  der  verschiedenen  Fehlerpotenzen  ein  gleich 
zuverlässiges  Resultat  zu  erhalten,  wird  man  bei  Benützung  der  Fehler- 
quadrate die  geringste  Anzahl  von  Beobachtungen  benötigen.  Ent- 
sprechend den  Proportionen 

0-47694         0-57699 

— ^  =  --   ^--=  usw. 

}  100  }  n 

geben  z.  B.  100  Beobachtung.sfehler  bei  Benützung  der  Fehlerquadrate 
ein  ebenso  genaues  Resultat,  wie: 

/-  0'57699  \^ 
100  [        .   1   =    14(J  Fehler  bei  Benützung  der  Fehlerwurzeln 


100 


•47694   '  ""  ■"      ■  ^ 

0-50958  \"^ 


( -=    114       ,  ,  -  „1.  Fehlerpotenzen 

V  0-47694  7  .     ,      „      „         i' 

/  0-49720  \2 
100  (  )  =  109    „     ^      „      „3. 

V  0-47694^  „     ,      „      „ 

,^^  /  0-55072  \- 

100  (  )  ^-  13iJ    „     -      „  „4. 

V  0-47694  7 

,^^  /0-63551  \2 

"%¥47i5r)  =  i'S   -    ■ 

,  ,  /  0-75578  \« 

1U0( ]  =  251    „     „      „      -  6. 

V  0  47694  7  „     „      „ 

^^  /  1-44  391  \- 
100  1       -  \  ^  iiiT    „     ..      ,      ,  9. 

V  0-47694  y 

„^  /  1-82506  \- 

lOOf   ^  =1464    .  .      „  10.       „ 

^0-4769  4  y  .     ,      .      „ 
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Da  die  Bestimmung  aus  den  ersten  Fehlerpotenzen,  d.  i.  den 
absoluten  Fehlerwerten,  nicht  viel  weniger  genau,  aber  viel  einfacher 
und  bequemer  ist  als  die  aus  den  Fehlercjuadraten,  so  schlägt  schon 
Gauß  (1816)  vor,  daß  man  sich  derselben  imraurhin  bedienen  mag, 
,wenn  man  nicht  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  sonst  schon 
kennt,  oder  zu  kennen  wünscht". 

Auch  für  das  Gunauigkeitsmaß  //  einer  endlicht-n  Anzahl  von  Be- 
obachtungen ist  es  nicht  gleichgültig,  aus  welchem  direkt  berechneten 
Durchschnittsfehler  es  abgeleitet  wird.  Allgemein  ist 


wo  K „n  =  -7=  I  t"'e-''  dt  eine  Konstante  bedeutet,  welche  für 

,      1   .   3   .   5   .  .  .   (w  — 1) 

m  gerade:  


ö' 


1.2.3 
//(  ungerade: 


Y2'" 

III  — 1 


V:r 


h,= 


ist.  Folglich  sind  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  //,  berechnet  aus 
den  ersten  Fehlerpotenzen  {m  =^  1): 

?i     /    _  0-50958\        ,  /    _  0-50958\ 
=  0-5Gil9  j— y(  1  +  ]=h(  1  -       ^,-        » 

oder  aus  den  zweiten  Fehlerpotenzen  (m  =  2): 

\^  )i    /         0-47694\        -  /'         0-47694\ 

oder  aus  den  dritten  Fehlerpotenzen  (w  =  3): 

3    

y  3r  y ->S 3)  (  1  ±  ^Yn^ ö7r—Sj       ]  n 

3      

\r    n      /    __  0-4972ü\        ,   /    _  0-49720\ 
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Die  Bestimmungen  von  h  aus  den  verschiedenen  Durchschnitts- 
fehlern besitzen  daher  folgende  wahrscheinliche  Fehler: 

h 


Vi  ^0-57699 


y  u 


i'i   =0-50968-^ 


A 


h 

0-47694 -p= 

y  n 

h 
0-49720  ^=r 

y  n 

h 
0-55072 


Yn 
usw. 

Wie  nicht  anders  zu  erwarten  stand,  ist  auch  der  mit  Benützung 
der  Fehlerquadrate  gewonnene  Wert  von  //  mit  dem  kleinsten  wahr- 
scheinlichen, aber  auch  mit  dem  kleinsten  mittleren  und  durchschnitt- 
lichen Relativfehler  behaftet  und  es  ist  daher  die  Bestimmungsart 
mit  Hilfe  des  mittleren  (mutmaßlichen)  Fehlers  die  am  meisten  Zu- 
trauen verdienende. 

Die  Bestimmungsweisen  aus  höheren  Fehlerpotenzen,  welche 
neben  ihrem  i^ erlügen  Genauigkeitsgrad  auch  einen  schwerfälligen 
Rechenapparat  erfordern,  kommen  aus  diesen  Gründen  praktisch 
nicht  in  Betracht.  Ist  die  Bestimmung  der  Genauigkeit  einer  Beob- 
achtungsreihe aus  den  Fehlerquadraten  die  sicherste,  so  erscheint 
die  aus  den  linearen  Fehlern  als  die  bequemste  und  die  aus  den 
Fehlerwurzeln  als  die  natürlichste.  Wenn  aber  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungsfehler sehr  groß  ist,  so  verschwinden  fast  die  Unterschiede 
zwischen  den  drei  charakteristischen  Bestimmungsweisen,  so  daß  es 
dann  ziemlich  gleichgültig  ist,  auf  welcher  Basis  die  Genauigkeits- 
bestimmungen vorgenommen  werden. 

Die  Vorzüge  der  drei  charakteristischen  Fehlermaße  zusammen- 
fassend, können  wir  daher  sagen: 

Der  durchschnittliche  Fehler,  das  Genauigkeitsmaß  des  Em- 
pirikers, gewährt  die  größte  Anschaulichkeit  und  die  bequemste 
Rechnung. 

Der  mittlere  Fehler,  das  Genauigkeitsmaß  des  Praktikers, 
besitzt,  indem  er  dem  Zusammentreffen  der  begangenen  Fehler  die 
meiste  Wahrscheinlichkeit  verspricht,  den  größten  Hoffnungswert  und 
empfiehlt  sich  auch  durch  die  seiner  Bestimmung  innewohnende  ge- 
ringste Unsicherheit. 


i 
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Der  wahrscheinliche  P'ehler,  das  Genaui^keitsmali  des 
Theoretikers,  berücksichtif^t  am  ersichtlichsten  die  innere  Natur 
der  zufälligen  Beobachtungsfehlor. 

Der  durchschnittliche  Fehler  ist  das  einfachste,  der  mittlere 
Fehler  das  zweckmäßigste,  der  wahrscheinliche  Fehler  das  natür- 
lichste Felllermaß. 

§  19.    Genauigkeit    des  durch  Abzählen    bestimmten   wahrscheinlichen 

Fehlers. 

Im  §  17  haben  wir  die  Fehlerdurchschnittswerte  als  Fehlergrenzen 
kennen  gelernt,  innerhalb  welcher  eine  gewisse  Prozentzahl  von 
Fehlern  vorkommen,  welche  kleiner  sind,  als  die  betreffenden  Fehler- 
durchschnitte selbst.  So  sollen  in  einer  vorliegenden  Reihe  von  Beob- 
achtungsfehlern gesetzmäßig  50'Vo  kleiner  als  der  wahrscheinliche, 
58"  0  kleiner  als  der  durchschnittliche  und  68'7o  kleiner  als  der  mitt- 
lere Fehler  ausfallen.  Man  kann  daher  diese  Kenntnis  dazu  benützen, 
irgend  einen  Fehlerdurchschnitt  aus  einer  Reihe  von  Fehlern,  welche 
ohne  Rücksicht  auf  ihr  Vorzeichen  bloß  ihrer  .absoluten  Größe  nach 
geordnet  sind,  durch  Abzählen  herauszusuchen,  wobei  man  sich  even 
tuell  auch  der  Interpolation  bedienen  kann. 

Allein  schon  der  Umstand,  daß  bei  diesem  Verfahren  die  Fehler 
keine  gleichmäßige  Behandlung  erfahren,  läßt  vermuten,  daß  die  Be- 
stimmungsweise durch  direktes  Aufsuchen  im  Wege  des  Abzählens 
dem  üblichen  analytischen  Verfahren  an  Genauigkeit  weit  nachstehen 
muß,  welche  Vermutung  durch  folgende  spezielle,  von  Jouffret(l^73) 
zum  ersten  Male  durchgeführte  Genauigkeitsbestimmung  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers  eine  Bestätigung  findet. 

Ist  o  der  wahre  Wert  und  9,,  der  durch  bloßes  Abzählen  erhal- 
tene Wert  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  und  wird  der  bei  der  Be- 
stimmungsart durch  Abzählen  begangene  Fehler  mit  1  bezeichnet, 
so  ist 

Seiner  Definition  entsprechend,  ist  der  durch  Abzählen  erhaltene 
wahrscheinliche  Fehler  der  mittelste   aller  Beobachtungsfehler.   Ist  n 

die  Anzahl  der  Fehler,  so  sind       Fehler  kleiner  und    -  größer  als  9^, 

wobei  n  bei  unendlich  vielen  Fehlern  immer  als  eine  gerade  Zahl 
angesehen  werden  kann.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  irgend  ein  Beob- 
achtungsfehler zwischen  den  Grenzen  u  und  o„  falle  oder  kleiner  als 
Qa  sei,  wird  ausgedrückt  durch  die  Funkti(»n 
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und  es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gegenteiles,  daß  irgend  tin  Be- 
obachtungsfehler größer  als  q„  sei,  gegeben  durch 

1  — Ö(9«H 
folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit,    daß    die  Hälfte  der  vorhandenen 

Fehler,    d.  i.       kleiner  als  q„  sei,  nach  dem  Satze  von  der  zusammen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit : 

und  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gegenteiles,  daß    _  Fehler  größer  als 
Q„  seien: 

n 

ic,_  =  |i  _  0  (9^,  h)Y. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  durch  Abzählen  ermittelte  wahr- 
scheinliche Fehler  q„  der  wahre  Wert  des  wahrscheinlichen  Fehlers  q 
sei,  also  genau  in  die  Mitte  der  Fehlerreihe  falle,  ist  gleich  der  Wahr 

scheinlichkeit,  daß  —  Fehler  kleiner  und       größer  als  q„  seien.  Diese 

Wahrscheinlichkeit  ist  aber  ausgedrückt  durch  das  Produkt: 

n  1 

W=  IV,  IC,  =  {0  (o„  Ä)}^  .{1  —  0  (9„  h)}'' 


n 

o 


>&iQji)-&{Q.,h)-}'-^=^Cpif). 


y. 


Wird  hier  nach  ( i )  für  g„h^x  —  fh^^x  —  f  '  substituiert  und 

nach    der  Taylor  sehen  Reihe    bis    auf    das    quadratische  Glied    ent- 
wickelt, so  ergibt  sich: 

0  {Qa  h)  =&(x  -/^)  =  &  ('/)  -  0'  (X)  .fl  +  0"  ix)  .  l  f'  ^-J  . 

\  9/  9  ^9 

Es  ist  aber: 


Yn        i^J'^ 


0'  (x)^ 


^t       „I  4x 


e-^  I  =  —  ^e-'-\ 


y-   L=v.  y- 
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folglich : 


& 


'^•■*>=^('-y^-v'-''-/-]^-:^-^/o= 


=  t(i-«/-  /?/=), 


worin  «^-^.^  -e~'^-'-  und    /j  =  _,^  "2'^~'''  gesetzt  ist. 


Yn  9 


r.T  9' 


Es  i*t  fernei-,  wenn  wieder  nur  bis  auf  die  quadratischen  Glieder 
gegangen  wird: 

^^'^"''  =  "2  (2  -  ""^^  -^  "zf"  -^-^0 
und 


& 


somit  ist 


0  (9,  h)  —  f-y  (q„  hy  =\{l  —  a\f"l 

4: 


cfij)  =  w=^^{i-u\n^. 


oder,  da  nach  der  allgemeinen  Formel  ^  (2)  =  c'^'^'-)  ist,  auch 

und  durch  Reihenentwicklunof.  wobei  nur  das  erste  Glied  beibehalten 
wird, 

Setzt    man  in  diesen  Ausdruck  /=  0,    so    erhält    man    fiir    die 
Wahrscheinlichkeit,  den   Fehler  Null  zu  begehen: 


^  ^^)  =  2>'  ^  '• 


also  ist 


cpif)  =  rp{0).e     «'     •    =c 


—  Ii'r        '  ■ 


woraus  für  das  Genauigkeitsmaß  in  der  Bestimmung  von  p„  auf  dem 
Wege  des  Abzählens  der  Wert 


r' 


K  = 


11 


a 


8  7t     X 

e 

n     Q 


—■/? 


rn 


078672     p 


und  als    wahrscheinlicher  Fehler  p^     in  der  Bestimmung    des   wahr 
scheinlichen  Fehlers  O'  der  Wert 
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hervorgeht.  Es  sind  daher  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  p„: 

/         0-78672  Q 

P«  =  Pa       1  ± 


Setzt  man  in  der  Klammer  für  das  darin  unbekannte  q  näherungs- 
weise  q  ^=  q„.  was  ohne  weiteres  zulässig  ist,  so  wird 

0-78672 


/     ,     0-78672  \ 

^^ = *•  (' ±  "y-r ) 


(2) 


Das  entsprechende  Genauigkeitsmaß  liegt  in  den  Grenzen: 
_x_>c  1  _//--  0-78672  \ 

-     Vn 
es    besitzt    daher    die  Bestimmung    des  Genauigkeitsmaßes  im  Wege 
des  Abzählens,  wenn  man  jetzt  wieder  im  Einklänge  mit  den  Werten 
auf  S.  76  Äo  =  A  setzt,  den  wahrscheinlichen  Fehler 

h 
Ta^  0-78672-^-=- 

Um  auf  dem  Wege  des  Abzählens  ein  gleich  zuverlässiges  Re- 
sultat zu  erhalten,  wie  bei  Anwendung  der  Fehlerquadrate  unter  Zu- 
grundelegung von  100  Beobachtungsfehlern,  wird  man  eine  Anzahl 
von  Beobachtungen  heranziehen  müssen,  welche  sich  analog  wie  die 
im  ij  18,  S.  74  erhaltenen  Resultate  wie  folgt  berechnet: 

/  0-78672  \- 

lOOf ]  =272*). 

V  0-47694  y  ' 

Demnach  verhalten  sich  die  Zuverlässigkeiten  in  der  Bestimmung 
des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  den  verschiedenen  Fehlerpotenzen 
zu  der  Bestimmung  im  Wege  des  Abzählens  wie  folgt: 


p2   :         9i        '■  Qi 


/      1  \  lÖTt — H         4 

--^.  —  1  ):  TT  —  2    :     1    : : 

146  114     :  100:         109       :  133 


Q:,  '■    9i;    ■         Qo        = 

9457r— 128    113      tt       .  .. 


1600        ■   45   '8^2 
178  :251  :272. 


Hieraus  ist  zu  ersehen,    daLi  der  Methode  der  Bestimmung  des 
wahrscheinlichen   Fehlers    wie    auch    der    übrigen    Genauigkeitsmaßo 


*)  Diese  Anzahl  wird  irrlümlieherweise  von  Gau  ß  („Bestimmung  der  Genauig- 
keit der  Beobachtungen"  in  der  ..Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissen- 
?cli:iftpir,   Iftlß.   Art.  7)  zu  247  angegeben. 
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durch  Abzählen  ein  sehr  i^erini^^er  Grad  von  VerlälJliohkoit  innewohnt, 
da  sie  noch  unjj:enauer  ist,  als  die  Bestinunung  aus  (c"]. 

§  20.  Beispiel. 

Um  die  vorstehenden  Untersucliun<i:en  an  einem  Zahlenbeispiele 
anzuwenden,  ist  es  notwendig-,  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem 
zweifellos  wahre  Fehler  vorkommen.  Ein  solcher  Fall  liegt  vor  bei 
der  Bestimmung  der  Winkelsumme  eines  Dreieckes.  Mißt  man  die 
drei  Winkel  «,  /3,  ;'  eines  sphärischen  Dreieckes  und  bedeutet  E  den 
sphärischen  Exzeß,  so  hat  die  Bedingung  zu  bestehen : 

Weicht  die  Summe  der  drei  Winkel  von  dem  theoretischen  Soll- 
betrage 180*^4"^  ab,  so  ist  diese  Abweichung  als  ein  wahrer  Beob- 
achtungsfehler aufzufassen. 

Als  Beispiel  dien'3  die  von  Bessel  (1838)  bei  der  Gradmessung  in 
Ostpreußen  durchgeführte  Messung  von  22  Dreiecksabschlüssen,  welche 
folgende  22  wahre  Widersprüche  £  =  a  -}-  /3  -f  7  —  (180^  -f-  .ßl)  ergaben: 


Nr. 

s 

|«|  geordnet 

ES 

fl^l 

1 

+  o"364 

o'ooo  ' 

o-oooo 

0-0000 

2 

4-    0-926 

0-0115 

o-oouo 

0-0707 

3 

—   0-510 

0-364 

0-13-.'5 

0-6033 

!   i 

—   1-460 

0-418 

0-1747 

0-6465      ; 

ü 

—   0-953 

0-510 

0-2601 

0-7141      ' 

6 

—    1-399 

0-556 

0-8091 

0-7457 

7 

+    1-758 

0-587 

0-3446 

0-7662      j 

8 

4-    0-917. 

0-723 

0-5227 

0-8503 

9 

-f   0-556 

0-917 

0-8409 

0-9576 

10 

—   0-005 

0-926 

0-6575 

0-9623 

11 

-   0-587 

0-953 

0-9082 

0-9762 

12 

0000 

0-980 

0-9604 

0-9899      1 

13 

—    1-857 

1-352 

1-8279 

1-164S      1 

14 

+    1-859 

1-357 

1-S114 

1-16S()       ' 

1     15 

—   0-418 

1-399 

1-9572 

1-1828 

;  16 

+    1-679 

1-460 

2-1316 

1-2083 

17 

+    1-620 

1-620 

2-62  U 

1-272S 

18 

+    1-G23 

1-623 

2-6341 

1-2740 

19 

+    1-666 

1-666 

2-7756 

1-2907      , 

20 

—   0-723 

1-679 

2-8190 

1-2958 

1    ^^ 

-    1-352 

1-758 

3-0906 

1-3259 

22 

—  o-ityo 

l-S.-)9 

3-4559 

i-3(;i>5 

+  12-968 

2-2-712 

30-4()84 

20-8300 

1 

—   9-744 

1 

1 

Wellisch,  Axisgleichungsreclinun','   I. 
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Dix-ekt  aus  den  Beobachtungsfehlern  wird  erhalten: 

lifiil  22712 

Der  durchschnittliche  Fehler:  d-  =  ^^-^  = — —  =  1-0:524, 

7t  22 


der  mittlere  Fehler:  ^ 


'M- 


[se]         \f   30-4684 

^     J   —  1/        __ =  1-1768, 


der  wahrscheinliche  Fehler:  ()  =  (^i!_öl^  =^( ^— ")  =0-8965. 

Durch  Aufsuchen  unter  den  nach  ihrer  absoluten  Größe  geord- 
neten Fehlerbetragen  ergibt  sich,  da  von  den  angeführten  22  Fehlern 
f)0"/o  dem  arithmetischen  Mittel  des  11.  und  12.  Fehlers,  587(i  dem 
13.  Fehler  und  (j87o  dem  15.  Fehler  entspricht, 

als  durchschnittlicher  Fehler:  ^„=:;1'352, 

als  mittlerer  Fehler:  ^„=1-399, 

als  wahrscheinlicher  Fehler:  ()„  =  0-'.»6G. 

Das  Genauigkeitsmaß  ist.  je  nachdem  es  aus  ^, /*  oder  q  berechnet 

wird: 

^  0-510- 


/    ^  0-510\ 
,  /    _  0-477  s 


/     _.  0-5 
Äj,=0  532('l4     Y^^ 


0-577\ 
22  7 


Hievon  ist  die  aus  dem  mittleren  Fehler  gewonnene  Bestimmung, 
wie  im  §  11  gezeigt  wurde  und  hier  auch  ziffermäßiu  hervorgeht, 
die  sicherste. 

Die  Untersuchung  der  Fehlerreihe  in  bezug  auf  die  Erfüllung 
der  theoretischen  Bedingungen  2  ^"  :  ^"^  ^^^  •n  und  {^q '.%%)- =  7t  läßt 
diese  Reihe  nicht  als  eine  das  Gau ß sehe  Fohlergesetz  gut  befolgende 
erkennen,  denn  sie  liefern: 

2^  =  2-591t    und    f^^=  3-315     anstatt     jr^3-142. 

Speziell  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  wird  auf  indirektem 
Wege  erhalten: 

p,  =0-84535  ^  =  0-8727, 
J52  =  0-67449  Hl  ::^  0-7937. 

Zur  Beurteilung  der  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  der  cha- 
rakteristischen Fehlermaße  wählen  wir  zunächst  den  mittleren  Fehler 
und  erhalten  als 
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mittleren  Fehler  vou  if 


0-75551   „ 

yz2 


(W/t  -^ 


0-70711 


fi-^o-ni-k, 


9 


0-85544 
.«,=  -->-        p  =  0-l(:35. 
■^  Y  22 


Das  Resultat  ist  dann  wie  folgt  zu  schreiben  : 

^'=  1-0324  +  0-1663,  Unsicherheit:   16-11% 

1-1768  +  0-1774,  „  15087„ 

l«-247o, 


.«■ 


p'=0-89G5  +  0-1635, 


wobei    die    Unsicherheit    in    Prozenten    beispielsweise    wie    fol^^t    er- 
halten wird: 

01635 

100 =  l«-24. 

0-896Ö 

Wählt  man  zur  Beurteilung  der  Unsicherheit  in  der  Bestimmung 
der  charakteristischen  Fehlermaße  den  durchschnittlichen  Fehler,  so 
erhält  man  als 


durchschnittlichen  Fehler  von  ^ 


0-60281  ^ 

V22 

0-56419 
9-«=  -,,    ,     /i  =  01416, 


f22 
0-68254 


mit  den  Resultaten: 


&"=  1-0324  +  01327, 
fi"=  1-1768  +  01416, 
p"=  0-8965 +  0-1305, 


K2-2     ^ 

Unsicherheit:   12-85"/y 


0-1305 


1  '>-0'r,^! 


14-557o. 

Wählt  man  den  wahrscheinlichen  Fehler,  so  erhält  man  analog  als 

0-50958 


wahrscheinlichen  Fehler  von  % 


^ 


mit  den  Resultaten: 

1^"=  1-0324:^0-1122, 
a"'  =  1-1768 +  0-1 197, 
o"  =r.  0-8965  +0-1103, 


f  22 
0-47694 

TW 


^=01122, 

a  =  0-1 197, 


0-57699 


Unsicherheit:  10-86% 
10-17% 
12-30%. 


84  Cenauigkeitsbestimniung  des  einfachen  aritlimetischen  Mittels.  ^   21. 

Die  drei  charakteristischen  Fehler  einer  einzelnen  Winkelsumme 
mit  ihren  entsprechenden  Unsicherheiten  lauten  demnach: 

^i    =11768  +  0-1774,  Unsicherheit:  15087o 

^"  =  10324  W- 0-1327,  „  12-850/o 

p'"  =  0-8965 +  0-1103,  „  12-307o- 

Die  spezielle  Betrachtung  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
ergibt  aus  den  verschiedenen  Bestimmungsweisen  folgende,  mit  den 
wahrscheinlichen  Fehlergrenzen  verseheneu  Beträge: 

/     ,   0-57699\ 
Aus  den  Fehlerwurzeln:  q,  =0-8965(1+       ,—       =  0-89G5  +  O'llOo, 

"a"  ^  y  22     -^ 

/     ,   0•50958^ 
aus  den  1.  Fehlerpotenzen:  Qi  =  0-8727    1+       ,—       =  0-8727  +  0-0948, 

^       y  22  -^ 

/     ,   0-47694A 
aus  den  2.  Fehlerpotenzen :  92  =  0-7937  (  1  +  1  =  07937  +  0-0807, 

durch  Abzählen:  p„  =  0-9665  (  1  +  —-^=^  )  =  0-96G5  +  0-1621. 

V  y22  y 

Hievon  ist  die  Bestimmungsart  ^2  die  vorteilhafteste. 

Die  Ursache  der  Widersprüche  in  den  auf  verschiedenen  Wiegen 
erhaltenen  Ergebnissen  für  q  liegt  darin,  daß  die  dem  Gauß sehen 
Fehlergesetze  zu  Grunde  gelegten  idealen  Voraussetzungen  nicht  genau 
zutreffen,  weil  in  der  vorliegenden  endlichen  Fehlerreihe  nicht  alle 
möglichen  Fehler,  wie  es  das  theoretische  Gesetz  der  Fehlerhäufig- 
keit verlangt,  vorkommen.  Es  geht  das  bloß  näherungsweise  Genügen 
des  Fehlergesetzes  äußerlich  auch  schon  daraus  hervor,  daß  im  vor- 
liegenden Beispiele  trotz  der  nahezu  gleichen  Anzahl  der  positiven 
und  negativen  Fehler  (nämlich  10  positive,  U  negative  und  1  Fehler 
Null)  die  Summe  aller  positiven  Fehler  4-  12"9  68  und  die  Summe 
aller  negativen  Fehler  — 9"744  beträgt. 

§  21.  Genauigkeitsbestimmung   des   einfachen   arithmetischen   Mittels. 

Werden  behufs  Bestimmung  der  Unbekannten  A'  die  Beobach- 
tungen 

tj,     lo,     .     .     .     l„ 

\l\ 

in  der  Anzahl  n    angestellt,    so    ist    das    arithmetische  Mittel  a;  =  — - 

als  der  wahrscheinlichste  Wert  von   A'  anzusehen.  Den  wahren  Wert 
des  Unterschiedes 
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oder  den  wahren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  wird  man  wohl 
niemals  in  Erfahrung  bringen  können,  man  wird  sich  daher  mit  dem 
wahrscheinlichsten  Werte   desselben  begnügen  müssen. 

Um  ein  Urteil  über  die  Größe  des  mittleren  Fehlers  des  arith- 
metischen Mittels  zu  gewinnen,  hat  man  die  Wahrscheinlichkeit  zu 
bestimmen,  mit  welcher  das  Erscheim-n  des  Fehlers  |  zwischen  den 
Grenzen  t.  und  i,-\-dt,  zu  erwarten  steht.  Diese  unendlich  kleine  Wahr- 
scheinlichkeit, welche  in  der  Form  (f>(l)dl  ausgedrückt  erscheint,  ist 
offenbar  gleich  der  Wahrscheinlichkeit,  mit  welcher  sich  das  Zusammen- 
treffen der  wahren  ßeobachtungsfehler  £,,  s.,,  .  .  .  a„  erwarten  lälJt, 
wofür  im  §  II,  S.  41  folgender  Ausdruck  abgeleitet  wurde: 

^^  =  ('A^,y'e-/.M£*]  (1) 

Es  besteht  daher  auch  die  Gleichung 

Es  ist  aber: 

8,  =  X-h  8l=   A'2    -2X1,     ^li 

t,  =  X—h  6l=  X^   —2Xlo_    ^11 


£n 


X-/„  al=  A'2  -2A-/„    ^n 


Summe :  [a  £\  =  n  X-  —  2  A'  [/J  —  |  /  /] 

Setzt  man  hierin   \l]:^n.v,  so  wird 

[II] 


[.a]=n(A'^-2A:r  +  M^ 


oder; 


[5.]  =  n|(A-^r-.a-  +  i^U. 
Somit  ist  mit  Rücksicht  auf  (i): 

cf{i)d^  =  ly^de\   e         \         '  »  /  = 

=(±dsye-""^(^^--yc-""'^'^-\ 

Hierin  sind  alle  Größen  bis  auf  A' bekannt  oder  konstant,  denn 
auch  ds  stellt  einen  angenommenen  konstauten  Fehlerzuschlag  dar. 
Setzt  man  daher  den  von  A'  unabhängigen  Faktor 
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worin  (■  eiue  Konstante  bedeutet,  und  d^  zum  Zeichen  dafür  angesetzt 
wird,  daß  der  «jfanze  Waiirscbeinlichkeitsausdruck  von  unendlicher 
Kleinheit  (der  n-ten  Ordnung  des  de  oder  der  l.  Ordnung  des  di,) 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

(p  {^)  dt.  =  c  e-'"'n-v-')-'  d^  =  c  c-"''^'4-'  dl 

Um  die  Konstante  c  zu  ermitteln,  hat  man  zu  beachten,  daß  das 
zwischen  den  Grenzen  —  co  und  -\-  oo  genommene  Integral  des 
obigen  Ausdruckes  der  Einheit  gleich  sein  muß,  da  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  daß  ein  Fehler  bei  der  Bildung  des  arithmetischen 
Mittels  überhaupt  begangen  werde,  in  die  Gewißheit  übergeht.  Man 
hat  also 

—   OC  00 

oder,  wenn   Ynht,  =  t  gesetzt  wird: 

hVnJ  hYn 


also: 

c  =  A 


n 


Mithin  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  des  arithme- 
tischen Mittels  ^  =  A'  —  X  keinen  anderen  Wert  als  t,  besitze,  dargestellt 
durch  _ 

cpa)d^  =  ^e-"»'vdl  (2) 

Es  ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung  kein  anderer  als  f  sei,  definiert  durch 

<p{f)dB=^r-%e->"'''  ds, 

Y  TT 

Setzt  man  nun  in  (2)  _ 

hYn=H.  (3) 

so  erhält  man: 

^p{l)d^=^~e-"'-^'dl  (4) 

K  7t 

d.  i.  ein  Ausdruck   von  derselben  Form  wie    beim  wahren  Fehler  £, 
nur  spielt  hier  hYn  ^^  II  die  Kolle  des  Genauigkeitsmaßes. 
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Da  nun 


oder 


so  ist 


oder 


h  —     ^     —     ^     _  ^ 


jj- Yn    _   Vn   icV n 


H: 


n 


n- 


KU- 


Y2[e£]        [!-]Yn       [Y\b^' 


<^) 


worin  ^«,  ^,  Q  die  charakteristischen  Fehler  der  einzelnen  Beobach- 
tungen darstellen.  Demnach  ist  der  mittlere  Fehler  M..  der  durch- 
schnittliche Fehler  T,  und  der  wahrscheinliche  Fehler  R^  des  ein- 
fachen arithmetischen  Mittels  durch  folgende  theoretische  Formeln 
bestimmt: 

1  1  (i 


HY2       hY2n       ]G 
1      _       1      _    it 

HY^~~  hY'^~  Yn 

X  X  o 

H    ^   hYn  ^fTi 


(6) 


§  22.  Der  mittlere  Fehler  des  Durchschnittswertes  der  höheren  Fehler- 
potenzen. 

Die  Formel  für  den  mittleren  Fehler  in  der  Bestimmung  des 
Durchschnittswertes  der  m-ten  Potenzen  einer  endlichen  Anzahl  von 
Beobachtungsfehlern  wurde  bereits  im  §  18  abgeleitet.  Hier  möge  ein 
kürzerer  Weg  hiezu  eingeschlagen  werden. 

Setzt  man  an  Stelle  der  einzelnen  m-ten  Potenzen  der  Fehler 
6i,s.j,...s„  den  streng  theoretischen  Ausdruck  für  den  Durchschnitts- 
wert der  in-ten  Potenzen  der  absolut  genommenen  Beobachtungsfehlei", 
so  begeht  man  hiebei  selbst  wieder  Fehler,  welche  den  Charakter  von 
wahren  Fehlern  an  sich  tragen.  Dieselben  lauten: 


^(r.,)  |£»l 
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Das  Quadrat  des  mittleren  bei  dieser  Substitution  zu  befürch- 
tenden Fehlers  .«f  in  der  j»-ten  Potenz  eines  einzelnen  Beobachtungs- 
fehiers  ist  definiert  durch  das  arithmetische  Mittel  der  Quadrate  dieser 
Differenzen.  Man  hat  daher: 

-.        [(^.,.)-ki"')^] 

u~= 

^f  n 

Entwickelt  man  die  Summe  der  Quadrate,  so  erhält  man: 

..      nS„„^       2  aS^,)  [,£;»']    ,    [s'"-] 
f  n  n  n 

Da 

UM'"]  _  c. 

so  kann  entsprechend  auch  gesetzt  werden: 

iWr'"]  _  ,9 

0(2  „,), 

n 
so  daß  man  hat: 

ftf  =  ^(2  Dl)        ^{,t\y 

Aus  dem  mittleren  Fehler  ^g  der  w-ten  Potenz  eines  einzelnen 
Fehlers  e'"  ergibt  sich  der  mittlere  Fehler  u„,  des  arithmetischen 
Mittels  aller  w-ten  Fehlerpotenzen,  d.  i.  des  Ausdruckes 

Ml 

n 
nach  §  21,  Formel  (6)  zu: 


r^'(a»')~" 
n 


1^8     1/     *J(a«i)- '^-«0 


übereinstimmend  mit  der  im  §  18.  S.  69,  gefundenen  Formel  (1). 

§  23.  Das  Fehlerübertragungsgesetz. 

Wird  die  zu  suchende  Größe  nicht  direkt  gemessen,  sondern 
aus  Messungen  oder  Beobachtungen,  die  unter  sich  unabhängig 
sind,  abgeleitet,  so  wird  die  zu  suchende  Größe  von  den  Fehlern  der 
Beobachtungen  beeinflußt  sein.  Man  wird  daher  den  wahren  Wert 
dieser  Größe  ebensowenig  ermitteln  können,  wie  die  wahren  Werte 
der  Beobachtungsgrößen  selbst,  sondern  wird  sich  mit  dem  wahr- 
scheinlichsten Werte  der  Unbekannten  begnügen  müssen,  welcher,  als 
eine  Funktion  der  fehlerhaften  Beobachtungen  selbst  mit  einem  Fehler 
behaftet    sein    wird.    In    welcher  Weise  die  Fehler  der  beobachteten 
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Argumente  auf  eine  Funktion  derselben  sich  übertragen,  •].  li.  in 
welchem  Maße  die  fehlerhaften  Messungsdaten  auf  das  zu  ermittelnde 
Endresultat  einwirken  können,  wird  durch  das  sogenannte  „Fehler- 
übertragungs-  oder  Fehlerfortpflanzungsgesetz"  zum  Ausdrucke  ge- 
bracht. Sind  Durchschnittswerte  der  Beobachtungsfehler  bekannt,  so 
wird  man  mit  Hilfe  dieses  Gesetzes  sofort  auch  den  Durchschnitts- 
fehler gleicher  Ordnung  des  Resultates  abzuleiten  imstande  sein. 

Bevor  der  allgemeinste  Fall  der  Fehlerübertragung  behandelt 
werde,  seien  einige  einfachere  Beispiele  in  Betracht  gezogen. 

I.)  Gesetzt,  es  sei  die  zu  suchende  Größe  X  ein  Vielfaches,  z.  B. 
das  «-fache  einer  der  direkten  Messung  zugänglichen  Größe  L,    also 

X=aL, 

und  es  seien  durch  wiederholte  Messungen  der  Größe  L  die  einzelnen 
Messungsdaten  /,,  /s-  •  •  •  A,  mit  den  wahren  Messungsfehlern  fi,f2.  •  •  ■  f .1 
gefunden  worden,  so  daß  die  Gleichungen  bestehen: 

/^  =  ti  -["  f  1  =  '2  ~r  f 2  =  •  •  •  = '"  "T  ^»f 
so  ist  der  mittlere  Fehler    einer  einzelnen  Messung  bestimmt  durch 


m- 


n 


Jede  einzelne  Messung  liefert  durch  Multiplikation  mit  a  für  die 
zu  suchende  Größe  einen  anderen  Wert,  nämlich 

Xi  ^==  a  li,     a"2  =  a  U,  •  •  •  '^'n  =  «  ^n- 

Fügt  man  zu  den  Messungsdaten  l  deren  wahre  Fehler  f  alge- 
braisch hinzu  und  multipliziert  man  diese  Summen  mit  a,  so  muß  sich 
immer  der  wahre  Wert  A'  ergeben,  denn  es  ist: 

«  (^  -^  fi)  =  «  (^2  +  ^2)  =  •  •  •  =  «  (^.  +  «")  =  a  L  =  X, 

somit  sind  die  wahren  Fehler  von  Xi,  Xo,  .  .  .  x„: 

a  Si,      a  S2,  .  .  .  a  s„. 

und  es  ist  deren  mittlerer  Durchschnittswert  bestimmt  durch: 

.,       [a^-e^]        aHse]    _ 

a-  = =^ =  a-  »1  , 

11  n 

sohin  ist 

+  ^=  +  a??i  (1) 

d.  h.  es  ist  der  mittlere  Fehler  +u  der  Größe  A'  das  o-fache  des 
mittleren  Fehlers  -f  //(  der  Größe  L.  Dasselbe  Verhalten  zeigen  auch 
die  übrigen  charakteristischen  Fehlermittel. 
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II.)  Aiii4enoinmen,  es  sei  die  zu  suchende  Größe  >S'  die  alge- 
braische Summe  zweier  von  einander  unabhängiger,  durch  Beobach- 
tung bestimmter  Grölien  s^  und  .»o,  deren  mittlere  Fehler  w,  und  //k. 
bekannt  sind,  so  wird  der  mittlere  Fehler  ^a  von  -ö'  eine  Funktion 
von  m,  und  '«2  sein.  Wenn  e\,  t[',  £,",  •  •  ■  beziehungsweise  fö,  s',',  fö",  .  .  . 
die  einzelnen  wahren  Beobachtungsfehler  sind,  aus  welchen  die  mitt- 
leren Fehler  ///,  boziehuniisweise  Wo  erhalten  wurden,  indem  .s-,  und 
-o  als  Mittelwerte  von  >*,  beziehungsweise  «2  gleich  genauen  Beobach- 
tungen aufgefaßt  werden,  so  bestehen  für  die  mittleren  Fehler  /», 
und  ///o  die  anal3'tischen  Ausdrücke: 

^1^1  («1)  dsi, 

00 

/+06 

00 

Bezeichnet  man  die  Fehler  der  Größe  S,  welche  durch  das  Zu- 
sammenwirken je  eines  Fehlers  a^  mit  einem  Fehler  £2  entstehen,  mit  E', 
E",  E"\  .  .  .  ,  so  daß  z.  B.  ein  bestimmter  Fehler  E  zusammengesetzt 
erscheint  aus  einem  Fehler  £1  der  Größe  ö-,  und  einem  Fehler  S2=E—Si 
der  Größe  60,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  gerade  dieser  be- 
stimmte Fehler  E  zum  Vorschein  komme,  ausgedrückt  ist  durch  das 
Produkt  der  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Auftreten  der  Fehler 

£1     und     E — s'i 
oder  der  Fehler  a'i     und     E  —  e'i'  usw., 

so  ist  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  E  durch  die 
Summe  dieser  einzelnen  Wahrscheinlichkeitsprodukte  bestimmt,  näm- 

licli  durch 

/+  » 
(fl  (fi)  .  Cp2  {E £1  )  c/f,  dSo, 

-   CT 

worin  E  als  eine  Konstante  zu  behandeln  ist,  da  E  einen  ganz  be- 
stimmten Fehler  darstellt.  Multipliziert  man  daher  beiderseits  des 
Gleichheitszeichens  mit  E-  und  integriert  von  —  00  bis  -|-  00,  so 
erhält  man  das  mittlere  Fehlerquadrat  }i-  von  S: 

E-'  f  (E)  dE=^  j         /  rp,  (£1)  da, .  E- .  cp,  {E—  £,)  de2  = 
=  /  9i  (fi)  eis,  .  /  7^2 .  r/:o  {E-~  a,)ds2 
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oder,  wenn  /''=  «i -j- f»  beziehungäweise  /'>  —  «,  ;=  fj,  gesetzt  wird: 

/»  +  «  /»  +  OD 

OD  ?^   00 

WO  im  zweiten  Integral  ei  als  konstant  anzusehen  ist.  Die  Auflösung  gibt: 

.•-r«  /•+'^  /•+^  .•-;''• 

06  -  OP  33  CO 

/+  00  /»  +  00 

-  00  J- 

Beachtet  man,  daß 

/  q)y  (£,)  rff,  =  I  (f-2  (Si)  ds2  =  1 

—  00  *-  oc 

und 

,-f  X  /»  +  oc 


£i  ff,  {£,)  (ifi  =  /  «2  <3P2  («2)  ds.  =  0, 


so  vereinfacht  sich  der  obige  Ausdruck  zu: 


uT- 


«1  qCl  (£1)  f^f  1   ^    /   ^Ü  92  (^2)  '^^2  =  «'1  +  ^>% 


somit  ist  

Diesen  Satz,  der  in  Anbetracht  seiner  Form  als  .pythagoräischer 
Lehrsatz  der  Ausgleichungsrechnung"  bezeichnet  wird,  erklärt  Jordan 
(IH88)  als  den  wichtigsten  Satz  der  ganzen  Ausgleichungsrechnung; 
wir  wollen  ihn  daher  noch  auf  einem  einfacheren  Wege  hier  ableiten. 
Sind  -rfi',  +£1,  ±£'i',  ...  in  der  Anzahl  //j 
und  +  So,  ±_e' ,  +4",  •  •  ■  in  der  Anzahl  n. 
die     einzelnen     Beobachtungsfehler,    welche     die     mittleren     Fehler 


m. 


[£i_£ij   ^^^         ^      if2^J    (jer  Beobachtungsgrößen  .n-j   und  *•, 

erzeugen,  so  verbinde  man  einen  jeden  Fehler  der  einen  Beobach- 
tungsreihe mit  jedem  Fehler  der  zweiten  Reihe,  wodurch  im  ganzen 
/<,   U2  Fehlerkombinationen  entstehen,  nämlich: 

±B[±h  t«;'±f2  ±fr±*ä 

±<±^i  ±fi'±f2'  +C±4' 

±s[±sö'  ±f;'±f2"  ±fr+«2"  usw. 
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Bildet  man  dio  Quadrate  und  addiert  sie,  so  erliält  mau: 

"2  (fi    fi  )  -f-  [^2  «2]  +  2  fi    [fa] 
»«1-  (*i'  «i' )  +  U2  fo]  ±  2  «i'    [fo] 

?/,(f  ;"«;■')  +  [f,  £0]  +  2s["[s.] 


Summe:     ii.j  [fifij  -p  ^'1  ^2*2]  "  2  [£ij  [s.j]. 

Da  es  am  wabrscheiulichsten  ist,  daß  alle  f  gleich  häufig  po- 
sitiv und  negativ  auftreten  und  sieh  daher  in  ihren  Summen  |fi)  und 
[fo]  gegenseitig  aufheben  sollen,  so  ist  der  wahrscheinlichste  Wert 
des  letzten  Gliedes  dieser  Summe  gleich  Null  oder  konvergiert  viel- 
mehr mit  wachsender  Fehleranzahl  gegen  den  Grenzwert  Null,  so  daß 
man  auch  setzen  kann : 

n.,    |c^|    f,l    -;-   Hl    [fof,], 

daher  ist  das  arithmetische  Mittel  aller  Fehlerquadrate: 

^  _  ^'2  [fi  £1]  ^  '^i  [^2  £2]  ._  [h  £i\    I     [£->  fo]  _     0  2 


u2  = = =  n/j  -T-  m|, 


sohin 


^  =  /mf  -)-  w|.  (2) 


III.)  Ist  aS=  «1  -]-  S2-\-Ss,  so  kann  man  auch  schreiben  fS  =  Hq  -!-  .Sg, 
wenn  So  =  Si-\-s.2  gesetzt  wird.  Nun  ist  nach  Formel  (2) 

fig  =  mf  +  m     und     ^-  =  /u^  +  ml 
folglich: 

fi^  =  ml-\-  ml  -f-  w>|. 

Ist  'S  die  Summe  mehrerer  Größen  öj,  Sj,  .  .  .  t>„  mit  den  mitt- 
leren Fehlern  w,,  »(o,  .  .  .  ???,„  so  lautet  die  Formel  für  den  mittleren 
Fehler  von  6': 

U^  =  wl  _^  ^j2  _j 1_  ^2  ^_  j^^oj 

also: 


a  =  /[mw].  (3) 

Hat  man  es  nicht  mit  mittleren,  sondern  z.  B.  mit  wahrschein- 
lichen Fehlern  zu  tun,  so  gilt  die  analoge  Formel 


Q  =  r\rr].  (4) 

Sind  die  mittleren,  beziehungsweise  wahrscheinlichen  Fehler  der 
einzelnen  Größen  *•  einander  gleich,  so  folgt: 


m 


Vit      beziehungsweise     Q  =  rYn  (5) 
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IV.)  Ist  die  ZU  suchende  GröIJo  l)  die  Differenz  zweier  mit  den 
mittleren  Fehlern  m,  und  vi»  behafteter  OröUen  /,  und  /..„  so  ist  nach 
der  Entwicklung  unter  II.)  der  mittlere  Fehler  <)  von  I)  hostinimt  aus 

0-  =  iii\  -[-  mz. 

Sind  /,  und  L  zwei  Messungen  einer  und  derselben  (Jröße,  so 
stellt  dann  d,  da  theoretisch  die  Differenz  !)-^l^ — /o  gleich  Null 
sein  soll,  die  mittlere  Beobachtungsdifferenz  vor.  Haben  beide 
Messungen,  was  gewöhnlich  der  Fall  ist,  den  gleichen  mittleren  Fehler 
m,  so  besteht  die  Beziehung: 

Ö2  =  2  //(■-, 
somit 

d  =  mY2.  (fi) 

Man  kann  diese  wichtige  Formel  in  anschaulicher  Weise  wie 
folgt  herleiten.  Da  das  Vorzeichen  von  m  unbekannt,  aber  gleichwchr- 
scheiulich  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  folgende  gleichwahrschein- 
liche Kombinationen  möglich: 

z/2  =  +  m  —  VI  ^1=     0 

z/3  =  —  m  —  )n  zJz  =  i  m  ^ 

z/4  =  —  ni  4-  m  //2  =    0 

z/f  4-  z/f  4-  -yi  +  z/f  =-  [z/  z/]  =  8  W-. 

Bildet  man  das  mittlere  Diff.  renzquadrat  d-  nach  der  Kegel  vom 
arithmetischen  Mittel: 

^--    f  ' 

so  wird  wie  oben 

d'-  =  2  //<-. 

Y.)  Ist  X  eine  lineare  Funktion  der  durch  direkte  Messung 
bestimmbaren  Größen  L^  Lo,  .  .  .  L,„  also 

X  =  «1  Li  -j-  a-iLo^ h  «»  ^-n, 

so  wird,  wenn  statt  der  wahren  Werte  L  die  entsprechenden,  mit 
den  wahren  Fehlern  s  behafteten  Beobachtungsresultate  /  eingeführt 
werden,  für  A'  nur  der  Näherungswert  a-  als  wahrscheinlichstes  Re- 
sultat erhalten,  nämlich 

X  =  eil  li  -f-  «2  ^2  +  ■  •  •  ~r  *^'"  ^"• 
Es  ist  dann: 

X=  tti  (Zj  -f-  fi)  —  Oiili  +  s-i)  T r  "'I  (^"  i:  ^n) 

X=  («1  /i  +  "2 ^2  4-  •  •  •  -r  «» ^«) T. "1  fi  it ^2  fi~       "'  «'< f" 

X —  a;  =  +  £;c  =  ±  «1  fi  +  «2  fa  ±  •  •  •  i:  ««  *»'  (~) 
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wo  A'  —  ■.r  =  +  £_r  deu  wuhrtMi  Fehler  des  wahrscheinlichsten  Nähe- 
rungswertes J"  vorstellt. 

Da  das  Vorzeichen  der  wahren  Fehler  £.,,  Cj,  «a,  .  .  .  «„  unbekannt 
ist,  so  führt  man  durch  Quadrieren  und  Mitteln  die  mittleren  Fehler- 
quadrate ein.  Denkt  man  sich  alle  e  mit  Kücksicht  auf  die  verschie- 
denen, gleichwahrscheinlichen  Vorzeichen  in  allen  möglichen  Arten 
kombiniert,  ([uadriert  und  gemittelt,  so  wird  links  von  (7)  das  mitt- 
lere Fehlerquadrat  /«'■'  der  Differenz  A' — .c  oder  (da  X  fehlerlos  ist) 
der  GröUe  .r  erhalten;  rechts  werden,  da  alle  durch  das  Quadrieren 
entstandenen  doppelten  Produkte  bei  der  nachherigen  Addition  sich 
gegenseitig  aufheben,  die  Quadrate  der  mittleren  Durchschnittsweite 
der  einzelnen  Glieder  (/,  £,  erscheinen  welche  nach  der  Formel  (l) 
durch  er  m'r  bestimmt  sind,  wenn  »<,.  m.^.  .  .  .  n>„  (allgemein  »?,)  die 
mittleren  Werte  der  wahren  Fehler  e,  also  die  mittleren  Fehler  der 
Beobachtungen  /  darstellen.  Es  resultiert  daher  die  Gleichung 

^2  =  «2  ^2  _|_  ^,2  ^,j2  _j j_  ^i!  ,,/2 

und  hieraus  die  allgemeine  Formel  für   lineare  Funktionen: 

^ü  =  f  [«2,„2|  (8) 

VI.)  Ist  X^=  F{Li,Lo, .. .  L„)  der  wahre  Wert  einer  nicht  line- 
aren Funktion  der  voneinander  unabhängigen  Größen    Li,  L.^ L„, 

wofür  die  aus  direkten  Beobachtungen  ermittelten  wahrscheinlichsten 
Werte  /i,  4.  •  ••  ^"  n^it  deren  mittleren  Fehlern  >?/,,  niz,  .  .  .  in„  er- 
halten wurden,  so  lautet  die  allgemeinste  Aufgabe  dahin,  mit  Be- 
nützung der  gegebenen  Stücke  den  mittleren  Fehler  u  des  wahr- 
scheinlichsten Wertes  x  von  A',  d.  i.  von  .f  =  i'^(/i,  L,,  .  .  .  /„)  zu  be- 
rechnen. Bezeichnet  man  die  kleinen  Unterschiede  zwischen  den 
wahren  und  wahrscheinlichsten  Werten  der  Beobachtungen  mit 

so  ist 

A'  =  i^(/i  +  t,.    /2_-r*i'.   •    •   •    /»  +  «»)• 

Entwickelt  man  nach  dem  Taylorschen  Satze  und  unterdrückt 
hiebei  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  der  Unterschiede  f  die  Glieder 
der  zweiten  und  höheren  Ordnung  von  «,  so  erhält  man: 

_^  9F      .  9F  ^  $F 

X  ^  r    (/,  ,1.2,...  I„)    '     AT-  Bi  ^  -.yi-  £-2     .  -^  — -  s„, 

eil  ^h  ^'i' 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise : 

A'  —  a;  =  +  «1  f  1  +  ^2  ^2 1' ■  ■  ■  z:  ^'n  ^■- 
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Da  diese  Gleichung  die  Form  (7)  besitzt,    so    ergibt  sich    nach 
Formel   (8): 


ii:=V[cr-m^]^       [fc^/  "0 


(9) 


als  mittlerer  Fehler  von  ./•.  —  Jeder  einfachere  Fall  mui3  selbstver- 
ständlich aus  dem  allgemeinsten  Falle  durch  Spezialisierung  hervor- 
gehen, wovon  man  sich  leicht  ül)erzeugen  kann. 

§  24.   Beispiele   für   die  Anwendung   des  Fehlerübertragungsgesetzes. 
aj  Fehler  der  Längenmessung. 

Eine  Strecke  von  400  m  Länge  sei  mit  genauen  Viermeterlatten 
einmal  gemessen  worden,  wo  bei  jeder  einzelnen  Lattenanlage  ein 
mittlerer  Fehler  von  ?n  =  + 0*004  w  begangen  wurde.  Wie  groß  ist 
der  durch  das  ungenaue  Aneinanderreihen  der  Latten  herrührende 
mittlere  Gesamtfehler  der  Strecke?  Zur  Längenmessung  waren  n  =  100 
Lattenschläge  erforderlich,  folglich  ist  nach  Formel  (5)  des  §  23: 

^  =  rn  K?<  =  0004  KlOO  =  +  0*04  w. 
Bezeichnet  man  allgemein  die  Lattenlänge  mit  A  und  die  Strecken- 
länge mit  L,  so  ist  //  =  ^     und 

fi  =  ,^-  YL  =^  nii  VL, 
KA 

TU. 

wo  vii  =  -y=    den  mittleren  Fehler  der  Längeneinheit  bedeutet.    Da 

dieser  für  eine  bestimmte  Längenmessungsart  (Messung  mit  Latten, 
Band,  Draht,  Rad  usw.)  unter  sonst  gleichen  Umständen  konstant 
ist,  so  lautet  die  obige  theoretische  Formel  in  Worten:  Der  mittlere 
Fehler  der  Längenmessung  ist  proportional  der  Quadratwurzel  aus 
der  gemessenen  Streckenlänge.  Dies  ist  das  sogenannte  ..Quadrat- 
wurzelgesetz der  Längenmessung". 

b)  Fehler  der  unzugänglichen  Basis. 

Behufs  Bestimmung  der  Länge  einer  in  ihrem  mittleren  Ver- 
laufe unzugänglichen  Basis  AB=c  wurden  die  beiden  zugänglichen 
Basisendpunkte  A  und  B  mit  einem  dritten  Punkte  C  zu  einem  schief- 
winkeligen Dreiecke  verbunden  und  die  beiden  zugänglichen  Seiten 
AC  =  b  und  BC^a,  sowie  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  y 
wiederholt  gemessen  und  hiebei  folgende  Messungsresultate  samt 
deren  mittlere  Fehler  erhalten : 


96 


Anwendung:  des  Fehlerübertrafiungsgesetzes. 
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r(  =  236-768/«  m„  =  + 0-003  m 

6  =  357-429  J?i  m,,=  + 0008  m 

;.=  172M2'40"  rn';=-f-5". 

Die    zu    suchende    Basis    rechnet    sich    aus    dem    Carnotschen 

Lehrsatze  mit: 

c-  =  a-  -j-b-  —  2  ab  coa  y  =  592-882  m. 

Der  mittlere  Fehler  der  Basis  ist  nach  der  Formel  (9)  des  §  23: 


TO^=  + 


~n,.)>y.».)'-f-(^m.) 


Die  partiellen  Differentialquotienten  sind : 


da 


a 


b  cos 


c  C 
Jb 


a  cos  y 


9  c 

2  y 


ab  sin  y 


Hiebei  ist  zu  beachten,  daß  sämtliche  Glieder  in  derselben  Maß- 
einheit ausgedrückt  sein  müssen.  Man  hat  daher,  da  m,.  im  Längen- 
maß anzugeben  ist  und  auch  ??»„  und  /«/,  in  diesem  Maße  ausgedrückt 
erseheinen,  die  im  Winkelmaß  gegebene  Fehlergröße  mZ  im  analy- 
tischen Maße  einzuführen,  nämlich 

m.,  =  m., .  sin  1    = ' 

T  (  206265 

Die  numerische  Ausrechnung  liefert  das  Resultat: 

m,  =  +  0-009  m. 

Instruktive  Beispiele  aus  der  praktischen  Geometrie  enthält 
Hegemann:  Übungsbuch  für  die  Anwendung  der  Ausgleichungs- 
rechnung   nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.    3.  Aufl.    1908. 


II.  Absclmitt. 
Theorie  der  scheinbaren  Beobachtungsfehler. 

JJ.  Die  empirischen  FehlermaRe. 

§  25.  Der  scheinbare  Beobachtungsfehler. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  haben  zur  Voraussetzung  gehabt, 
daß  die  wahren  Abweichungen  der  n  Beobachtungen  li,  1^,  .  .  .  f,,  von 
der  Unbekannten  A',  das  sind  die  wahren  ßeobachtungsfehler  f,, 
fj,  .  .  .  t,.  bekannt  seien.  Dies  trifft  jedocli  nur  in  den  seltensten 
Fällen  zu.    Gewöhnlich  kennt  man  nur  die  Abweichungen  der  Beob- 


achtungen    von    ihrem    arithmetischen    Mittel    x 


-  - » 
II 


weiche,     da 


dieser  Mittelwert  nicht  den  wahren,  sondern  nur  den  wahrschein- 
lichsten Wert  der  Unbekannten  repräsentiert,  die  scheinbaren  Beob- 
achtungsfehler  genannt    und    mit    i.\,  «\.,  .  .  .  r„    bezeichnet    werden. 

Der  Unterschied 

A'  — ./■ 


stellt    sodann  die   wahre  Verbesserung   oder   den  mit    umgekehrtem 
Vorzeichen    genommenen    wahren    Fehler    des    arithmetischen 

Mittels  dar.*) 

Zwischen  den  wahren  und  scheinbaren  Fehlern  der  einzelnen 
mit  gleicher  Sorgfalt  angestellten  Beobachtungen  gibt  es  folgende 
Beziehungen: 


X—I,  =  c, 

A' —  /,,  =  f„ 


(1) 


X  —  /i  =  r. 
.V  —  l.  =  c. 


L  = 


c, 


(2) 


Werden  die  Gleichungen  (2)  addiert  und  hierauf  durch  //   divi- 
diert, so  erhält  man : 


*)  Siehe  Fußnote  S.  2.ö. 

Well!5i-)i,  An-L'lcirlinnusrcthnuntr    I- 


9S 


üer  scheinbare  BcobachtungsfeJiler. 


i?   25. 


n 


n 


und  da  .r 


i/] 


n 


ist: 


[i;]  =  [a-  -  Z]  =  0  {:;) 

d.  h.  bei  direkten,    gleich  genauen  Beobachtungen    muß    die 
Summe  aller  scheinbaren  Fehler  Null  sein. 

Subtrahiert  mau  die  Gleichungen  (2)  von  (1),  so  erhält  man: 


X  —  x^=^  (i  —  i'i 


(4) 


X 


X 


s„ 


f ,  =  r, 


f.. 


V.. 


r„ 


U]  =  fr]  +  n  i 
oder  mit  Rücksicht  auf  (3) 

A' 


[a]  =  n  l 


n 


(5) 


.^■  =  t  = 


f. 


^v  + 


[*] 

n 

M 

n 


w 


\b  e\  -  ff  V] 


(6) 

(7) 
(8) 
(9) 


Da  (fj-  stets  positiv  ist,    so  sieht  man.    daß  immer  fff] 
sein  muß.  Es  ist  ferner 


rv] 


I«J '  =  («1  -f «.  +  ■  •  •  4-  a,.Y  =  (f?  4-  f5  +  •  •  •  +  ^^)  i-  2  (6.  £,  +  f,  £3  +  • .  •  4- 

U]-=\tt\  -t    2f6/£/,|  (10) 

Die  wahren  Beobachtuugsfeliler  treten  als  rein  zufällige  Fehler 
mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  positiv  und  negativ  auf.  Ivommen  die 
t  in  unendlicher  Anzahl  vor.  so  wird  bei  jedem  -  t  auch  ein  gleich 
großes  — f  sich  einstellen.  Die  Fehler  f,  und  f/,  können  daher  vier 
gleich  wahrscheinliche  Produkte  bilden,  nämlich : 
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(-r«.)-(-r«*)=  —  «.-fA- 
(—  £,)  .  (—  «a)  =  +  ti  ik 
(— f  ,•).(+  f  Ar)  =  —  «,«A-. 

Nimmt  man  von  allen  mögliehen  Kombinationen  das  Mittel,  so 
wird  dasselbe,  da  jedes  Produkt  «,  «/.  ebenso  oft  positiv  als  negativ 
auftritt,  den  Wort  Null  ergeben  müssen.  Ist  aber  die  Anzahl  der 
Fehler  nicht  unendlich  groß,  so  wird  man  selbst  bei  einer  beschränkten 
Fchleranzahl  die  Summe  aller  Produkte  |£,f/,|  neben  der  Quadrat- 
summe \e  £\,  wo  alle  Summanden  positiv  sein  müssen,  jedenfalls  ver- 
nachlässigen können.  Setzt  man  also 


f  -=   ff 


so  ergibt  sich  aus  (9): 


und 


|ff| 
(n —  1)  [es 

Iffl  = 


rr\  = 


6  e\ 

n 

n\cv\ 


n  —  1 


V  V 


(11) 


Diese  wichtige  Gleichung  gestattet  nun,  in  allen  Formeln,  weiche 
die  Summe  der  wahren  Fehlerquadrate  enthalten,  die  scheinbaren 
Fehler  einzuführen.  Es  ist  daher  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung: 


r- 


das  Genauigkeitsmaß: 


n 


\rivv] 


II 


--  > 
1 


r 


11  —  1 

2\rr] 


(12) 


(13) 


I     2ff£] 
und  der  mittlere  Fehler  des  einfachen   arithmetischen  Mittels 

r 


u 


Yn 


[v  v] 


11  (?/  —  1 ) 


(14) 


§  26.  Die  charakteristischen  Fehlermaße  als  Funktionen   der  schein- 
baren Beobachtungsfehler. 

a)  Der  mittlere  Fehler. 

Die  im  §  25  gegebene  Ableitung  der  Formel  für  den  mittleren 
Fehlei*  einer  einzelnen  Beobachtung  unter  Zugrundelegung  der  schein- 
baren Fehler  ist.  wie  Bertrand  (1888)  gezeigt  hat.    nicht    einwand- 

7* 
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frei,  Aveil  hiebei  die  Summe  [f/f/il  gleich  Null  gesetzt  wurde,  was 
aber  ohne  weiteres  nicht  zulässig  ist;  denn  bei  einer  Anzahl  von 
2  k  Fehlern,  wovon  k  Fohler  positiv  und  k  Fehler  negativ  sind,  ist 
die  Anzahl  der  negativen  Produkte  k-,  die  Anzahl  der  positiven  Pro- 
dukte A(A- —  1)  =^  k-  —  A-,  also  kleiner,  so  daß  bei  gleich  großen  Fehlern 
als  Mittelwert  eher  ein  negatives  als  ein  positives  Resultat  zu  er- 
warten steht.  Es  soll  daher  eine  strenge  Ableitung  dieser  wichtigen 
Formel  hier  Platz  finden. 

Aus  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  sind  folgende  Sätze  bekannt: 

1.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  von  m  Ereignissen,  von 
welchen  keines  mit  einem  anderen  derselben  zugleich  eintreffen  kann, 
irgend  eines  eintrete,  ist  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten 
der  einzelnen  Ereignisse.  (Satz  von  der  vollständigen  Wahrschein- 
lichkeit.) 

2.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  gleichzeitige  Zusammentreffen 
zweier  oder  mehrerer  voneinander  unabhängiger  Ereig:nisse  ist  gleich 
dem  Produkte  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ereignisse. 
(Satz  von  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit.) 

3.  Liegt  der  Fall  vor,  daß  ein  Ereignis  K  nur  mit  einem  von 
7/1  Ereignissen  F^,  Fo,  .  .  .  F,„,  die  aber  unter  sich  nicht  zugleich 
eintreffen  können,  zusammenfallen  kann,  und  bezeichnet  man  die 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  der  Ereignisse  F  der  Reihe 
nach  mit  Hj,  W^,  .  .  .  \V,„,  und  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß 
das  Ereiunis  E  nach  Stattfinden  des  Ereignisses  /'\  eintritt,  mit  u'i, 
jene  von  E  nach  Stattfinden  des  Ereignisses  F2  mit  tcj  usw.,  so  ist 
die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zustandekommen  des  Er- 
eignisses E  bestimmt  durch  die  Summe  der  Produkte: 


Wl   Wy    -j-    W2  W^J 


4-  W   w 

j~      "    Dl    "•  ) 


Ist  kein  Grund  vorhanden,  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das 
Stattfinden  der  Ereignisse  F^,  F..,  .  .  .  F,„  verschieden  anzunehmen, 
so  ist  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zustandekommen 
des  Ereignisses  E  gleich : 

ir(/r,  —  «•[  i w„)  =  W  [r-]. 

Im  §  11  wurde  der  wahrscheinlichste  Wert  des  Genauigkeits- 
maßes h  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  daß  der  wahre  Wert 
der  beobachteten  Größe  und  somit  auch  die  Abweichungen  der  ein- 
zelnen Beobachtungen  von  dem  wahren  Werte,  das  sind  die  wahren 
Fehler  t,  bekannt  seien.  Kennt  man  aber  nicht  die  wahren  Fehler, 
was  gewöhnlich  der  Fall  ist,  sondern  nur  die  Abweichungen  der  ein- 
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zelnen  JJeobachtuiigon  von  dem  wahrscheinlichsten  Werte  der 
beobachteten  Gröi;}e,  der  im  einfachsten  Falle  direkter  Heobaehtungen 
durch  das  einfache  arithmetische  Mittel  ge<2:eben  ist,  kennt  man  also 
nur  die  scheinbaren  Fehler  v,  so  nimmt  die  Ableitung  des  wahr- 
scheinlichsten Wertes  von  //  folgenden  Verlauf: 

Substituiert  man  in  den  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit, 
mit  welcher  das  Zusammentreffen  aller  wahren  Fehler  t  zu  erwarten 
steht,  d.  i. 


// 


>i 


für  [se\  den  aus  der  Gleichung  (8)  des  §  25  hervorgehenden  Wert, 
worin  ^  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Wert  der  Unbe- 
kannten A'  und  ihrem  wahrscheinlichsten  Werte  .r,  also  den  wahren 
Fehler  des  arithmetischen  Mittels  bedeutet  so  erhält  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  bei  Kenntnis  des  wahren  Wertes  A'  der  beobach- 
teten Größe  und  also  auch  des  wahren  Fehlers  H  des  arithmetischen 
Mittels  das  Genauigkeitsmaß  A  sich  einstellt,  in  der  Form: 

HM 


?ü=  (  -7=cf£  I    e-'''l''l  .  €-"'•-' 


Bei  der  Unkenntnis  von  A'  und  der  beliebigen  Wahl  irgend 
eines  anderen  Wertes  für  die  zu  suchende  Unbekannte  wird  aber 
auch  ^  theoretisch  alle  möglichen  Werte  von  —  oo  bis  +  >2  annehmen 
können.  Vor  Austeilung  der  Beobachtungen  sind  die  unendlich  kleinen 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  irgend  eines  der  gleich  mög- 
lichen Werte  von  |  dem  konstanten  Fehlerintervall  J^  proportional, 
also  gleich  c.d^  zu  setzen.  Läßt  man  nun  im  Laufe  der  unendlich 
vielen  Beobachtungsanstellungen  ^  alle  möglichen  Werte  von  —  oo 
bis  -j-  oo  durchlaufen,  so  wird  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  /-* 
dafür,  daß  als  Genauigkeitsmaß  gerade  die  Größe  h  erscheint,  wenn 
die  beobachtete  Größe  irgend  einen,  auch  von  dem  wahren  Werte  A' 
verschiedenen  Wert  annimmt,  gleich  der  konstanten  Wahrscheinlich- 
keit für  das  Eintreffen  irgend  eines  der  unendlichen,  gleich  mög- 
lichen $: 

multipliziert  mit  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  ici,  h\,  .  .  .  ir^ 
eines  bestimmten  //  nach  stattgefundener  Einfüliruiig  je  eines  der  un- 
endlichen Werte  von  ^: 


lo: 
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also  gleich  der  Summe  der  Produkte: 

h 


i'^w\tc\  =  c  f  ^L  dA"  c-'-n-'-]  (c-">'n\  -f  c-'"'ni \-  c-"''"4v » <it 


oder: 


p=  (•  riy  h"  €  -  '•^i'-  'i  fc  ^ "  '''V 


cih 


Setzt  DKin  hierin 
und  daher 

so  kann  man  auch  sehreiben: 


„Ä2H-  =  /- 


dl 


dt 


d£\" 


-"m''wPf'-""(s 


ff-' 


I     TT     ^,_/,if,-,-l 


Faßt  man  die  konstanten  Größen  zusammen,    indem  mau  setzt: 

ds  \ "  \r7t 


k 


so  erhält  man  in  kürzerer  Schreibweise: 

Unter  der  in  den  meisten  Fällen  zutreffenden  Annahme,  daß 
der  wahre  Wert  der  zu  suchenden  Größe  X  nicht  bekannt  ist,  wird 
der  wahrscheinlichste  Wert  von  A  derjenige  sein,  für  welchen  P  ein 
Maximum  wird.  Setzt  man  den  Differentialquotienten  von  P  nach  h 
gleich  Null,  also 

^-  =  Ji  {,i  —  \)h  .'--•  e-'-Mr.)  _]iff»-i_  2  h  [v  v]  c-'-[''J  ==  0 

oder  nach  vorgenommener  Kürzung: 

/(  —  1  —  2//-  [r  r]  =0, 

so  ergibt  sich  das  Genauigkeitsmaß    als  Funktion    der  Quadrate    der 
scheinbaren  Beobachtunersfehler  zu 


h  = 


n  —  1 

2[r,\' 

Hieraus  resultiert  als  mit  tierer  Fehler  einer  einzelnen  Beob- 
achtung die  wichtige  von  Gauß  aufgestellte  Formel: 


fi  = 


1 


hY2 


[V  v\ 


n 


1 


(5) 
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für  welche  II  e  Im  er  t  (1S7H)  abweicherni    von   dieser  Analyse  — 

den  ersten  strengen  Beweis  treliefert  hat  und  welche,  wie  Simony 
(1905)  bemerkt,  ,zu  den  bedeutendsten  Krrun<^enschaften  in  diesem 
Forschunffsgebiete"   gehört. 

bj  Der  durch.-chnittliche  Fehler. 

Zwischen  dem  wahren  und  scheiiil)aren  Beobachtungsfehler  irgend 
einer  Beobachtung  /,  besteht  die  allgemeine  Beziehung  (7)  des  ij  2.'): 

n 

Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

r,  =  —  ^^  |f,  +fi  H \-ei-i  —  {n  —  l)f,  -;    f;^lH r  f»[, 

so  kann  i";  auch  aufgefa(3t  werden  als  die  Summe  folgender  Kinzel- 
fehler : 

£,  —«2  «i-l         -\-(n  —  l)6i       f.  +  l  —  £n 

.,  >■•• > > 1 


n  n  n  n  n  n 

Führt  man  statt  der  wahren  Fehler  c,,  f^.,  .  .  .  t.  den  mittleren 

~ — -  ein,  was  zulässig  ist.  da  er  seiner  Definition  ent- 
n 

sprechend  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  er  dieselbe  Summe  der  Fehler- 
quadrate gibt  wie  die  wahren  Fehler,  so  kann  man  für  die  obigen 
//  Einzelfehler  auch  die  folgenden  Werte  substituieren: 

u      u         a  (ii.  —  l),u     «         u 

n     n         n  n  n         n 

Wendet  man  auf  diese  mittleren  Fehler  das  Fehlerübertragungs- 
gesetz an,  wonach  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  Summe 
mehrerer  Größen  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der  mittleren 
Fehler  der  einzelnen  Größen,  so  ist  der  mittlere  Wert  m  der  schein- 
baren Fehler  r.,  r.,  .  .  .  r„  bestimmt  aus: 


m-  = 


oder 


m 


•f^ 
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Zwischen  dem  Mittelwert  der  scheinbaren  Fehler  und  dem  Mittel 
wert  der  wahren  Fehler  besteht  also  die  Proportion: 


VI 


n—  1 
— . , 


n 


die  auch  direkt  durch  Division  der  beiden  Gleichungen 


m 


n 


i^=i 


,'    [e  e]  _  /    [v  v] 


r 


n  \    n  —  1 

hervorgeht. 

Da  zwischen  dem  durchschnittlichen    und    mittleren  Werte  der 
wahren  Fehler  die  Beziehung  besteht: 


SO    gilt    zwischen    dem    durchschnittliehen    und  mittleren  Werte  der 
scheinbaren  Fehler  um  so  eher  die  analoge  Beziehung 


t 
m 


1/    2 

7t 


als  ja  das  Gaußsche  Fehlergesetz  direkt  aus  den  scheinbaren  Fehlern 
abgeleitet  wurde.  Es  besteht  daher  auch  zwischen  den  durchschnitt- 
lichen Werten    der    scheinbaren    und  wahren  Fehler  das  Verhältnis: 


t 


n—  1 
n 


Nun  ist  der    lineare  Durchschnitt    der   wahren  Fehler  &  = 


M 

n 


und  der  lineare  Durchschnitt   der  scheinbaren  Fehler  t  =  ^^-^,  folg- 
lich kann  man  auch  setzen: 


n 


«•  =  < 


n 


n  —  1 


M 

n 


r- 


n 


n—  1 


oder 


Yniv  —  l) 


i^) 


welche  Gleichung  zuerst  von  Peters  (1856)  aufgestellt  wurde. 
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c)  Der  wahrscheinliche  Fehler. 

Bezeichnet   man  «las  arithmetische  Mittel    aller    waiiren  Fehler- 
wurzeln mit 

n 

und  das  arithmetische  Mitte!  aller  scheinbaren  Fehlorwiirzcln  mit 


Yr=^m. 


n 

so  ergeben  sich  mit  Hinweis  auf  die  zwischen  dem  wahrscheinlichen 
Fehler  einerseits  und  dem  mittleren  und  durchschnittlichen  Fehler 
anderseits  bestehenden  Beziehungen 

Q^xY2  .u  =y.Y7i  .  » 
l—xY'Z  .  m=  y.Yit  .  t 


folgende  Resultate: 


r       m       t 
o        u        >& 


r 


n 


V     n     /  n  —  1        \     >/     /    I     ?/  —  1 


Q 

somit  ist  mit  großer  Annäherung  (vgl.  i?  34,  S.  131): 


\2 


n}  n{n  —  1) 

§  27.    Die   charakteristischen  Fehlermaße   als   Funktionen   der   Beob- 
achtungsdifferenzen. 

Hat  man  zur  Bestimmung  einer  Unbekannten  zwei  Beobach- 
tungen mit  gleicher  Genauigkeit  angestellt  welche  um  dem  Betrag  d 
voneinander  abweichen,  so  wird  d  die  Beobachtungsdifferenz  genannt. 
Ihr  wahrer  Wert  ist  als  bekannt  anzusehen,  denn  diese  Differenz 
soll  bei  fehlerlosen  Beobachtungen  gleich  Null  sein.  Ist  dies  aber 
nicht  der  Fall,  so  ist  die  Beobachtungsdifferenz  d  gleichbedeutend 
mit  dem  wahren  Fehler  der  Differenz  d,  d.  h.  sie  ist  ihr  eigener 
Fehler  und  es  können  daher  Beobachtungsdifferenzen  wie 
wahre  Beobachtungsfehler  behandelt  werden. 

Aus  den  zwischen  den  wahren  und  scheinbaren  Beobachtungs- 
fehlern bestehenden  Ansätzen 

£,  =  A' li,  Ek  =  A'  —  k,   ■       ■ 

V,  =  J-  —  /,.  i\  =  •'•  —  h,  ■  ■  ■ 
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resultieren  die  Beziehungen  :  , 

A  =  /,•  -f-  f,-  =  h-  -j-  Sk 
.f  =  l,  -r  i\-  =  h  -\-  V,, 
h  —  h.  =  H-  —  fi  =  ^'k  —  i-i  =  d;^ ,,.  ( 1 ) 

Die  letzte  Gleichung  besagt,  daß  die  Differenz  zweier  Beobach- 
tungen gleich  ist  der  mit  entgegengeset/ctem  Vorzeichen  verseiieuen 
Differenz  der  betreffenden  wahren  oder  scheinbaren  Fehler.  Wenn 
daher  die  Beobaehtungsfehler  das  Gaußsclie  Gesetz  befolgen,  so  be- 
folgen es  auch  die  Beobnchtungsdifferenzen. 

Aus  '*  Beobachtungen  /,   bis  /,.  können  im  uanzen  — — — —  von- 

einander     verschiedene    Beobachtungsdifferenzen     gebildet     werden, 
nämlich: 

/,  -  /, 

h  —  li  I-  -  ^3 

U-h  /.-/.  /3-/4 


Diese  — Differenzen  sind  aber  nicht  unabhängig  vonein- 
ander; es  geht  beispielsweise  die  erste  Differenz  der  zweiten  Ver- 
tikalreihe durch  Subtraktion  der  beiden  ersten  Differenzen  der  ersten 
Vertikalreihe  hervor,  denn  es  ist: 

(?i  -  ^3)  -  (/,  -  /.)  =-k-  h. 

Unabhängige  Differenzen  gibt  es  daher  nur  {n  —  1). 

Um  eine  Relation  zwischen  den  Beobachtungsdifferenzen  (/  und 
den  scheinbaren  Beobachtungsfehlern  c  zu  gewinnen,  gehe  man  von 
den  wahren  Beobachtungsfehlern  f  aus.   Nach  (1)  ist  allgemein 

wonach    folgende    — ^^ Differenzen  bestehen: 


f4 


f-'  —  £1 

^3  -    f  1 

h            f- 

f,   —t 

f.,   —  f. 

S„  —  f]               f  „  —  fo              f„  —  f:t              .  E„  —  £,1  —  1. 

Bildet    man    die    Summe    der  Quadrate  dieser    in    der    Anzahl 

2=  vorkommenden  Differenzen,    so  erhält   man,    da  hiebei 

jedes  t  in  der  Anzahl  {n  —  1)  auftritt: 
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W'l\  =  |(f/.  -  *.)-]  -  {»  -  1  )  |.  .|   -  2  |f.f,|, 

worin  [f,  f/,]  <lie  Summe  aller  beim  «JuadriHnii  ^rebüdeten  ri-oduktt* 
bedeutet.    Bildet  man  das  Quadrat  der  Summe  aller  wahren  Fehler: 

und  eliminiert  man  aus  den  beiden  letzten  (Jleiehun«-en  die  Post 
2  [f,f/.|.  -SO  erhält  man 

\d d\ -.- ,i  [b  t\  ~  \,Y 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3)  des  §  11.  welche  auch  in 
der  Form 

geschrieben  werden  kann, 

[dd]=^n\vr\.  (2) 
Da  die  Anzahl  der  in  dieser  Quadratsumme  auftretenden  Diffe- 
renzen (/   gleich  -=- — ist  und  diese  Differenzen  den  Charakter 

von  wahren  Beobachtungsfehlern  an  sich  tragen,  so  kann  man  behufs 
Ermittlung  der  mittleren  Differenz  d  zweier  Beobachtungen  die 
strenge  Formel  für  den  mittleren  Fehler  aus  wahren  Beobachtungs- 
fehlern anwenden,  d.  h.  es  ist  das  Quadrat  der  mittleren  Differenz  ö^ 
gleich  der  durch  die  volle  Anzahl  ::  dividierten  Summe  der  Quadrate 
aller  Beobachtungsdifferenzen,  also: 

^,_{dd]_    2lc/.fZ|_ 
z  n  {n — 1) 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2) : 

2[vv] 


d- 


«— 1 


Zwischen  der  mittleren  Differenz  d  zweier  Beobachtungen  und 

dem  mittleren  Fehler  u  einer  einzelnen  dieser  Beobachtungen  herrscht 

aber  nach  dem  Fehlerübertragungsgesetze,  Formel  (6)  des  i?  23,  S.  93 

die  Relation: 

d-  =  2  a^ 

somit  ist,  da  

'"=^1    n-V 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2): 


jQg  Verbesserte  Felilerformeln.  g   28. 

welche  Gleichung  zuerst  vou  Audrae  (1869)  aufgestellt  wurde.  Die- 
selbe hat  mehr  theoretisches  Interesse  als  praktischen  Wert,  da  mit 

Rücksicht  auf  die  Anzahl  n  der  r  und  die  Anzahl der  d  die 

I      fvrl 
Berechnuno-    des    mittleren    Fehlers    nach    der    Formel    u  ^^  \    -^ — 

den  Vorzug  vordient. 

Bezeichnet  man  mit  J  die  durchschnittliche  Differenz  der 

c  Beobachtungsdifferenzen,  so  besteht  die  Definitionsgleichung: 

^_  M__  JML. 

z  11  (n  —  1) 

Nach  dem  Fehlerübertragungsgesetz  ist: 

wenn  0^  den  durchschnittlichen  Fehler    einer  einzelnen  Beobachtung 
bedeutet. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  die 
von  Jordan  aufgestellte  und  von  Helmer t  (1870)  zum  ersten  Male 
streng  bewiesene  Formel: 

n{n—l)  ^  ' 

Bezeichnet  mau  mit  c  die  wahrscheinliche  Differenz  der 
Beobachtungsdifferenzen,  so  besteht  die  Näherungsgleichung: 

n  [n —  1)/ 


Nach  dem  Fehlerübertragungsgesetze  ist: 

c^  =  Q  r  2, 

wenn    q    den    wahrscheinlichen  Fehler    einer    einzelnen   Beobachtung 
bedeutet. 

Somit  besteht  die  Relation: 


\n(n  —  l)J  ^  ' 


§  28.  Verbesserte  Fehlerformeln 

n  den  dr 
Formeln 


Von  den  drei  zur  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  dienenden 


\     n  —  1 


§   28. 


Verbesserte  Felilorformeln. 


105t 


u,  = 


M 


ftjL 


2    ]^n(n—l) 

1     [r^r^ 


xV'i   nYn{n — 1) 


iV 


(3) 


ist  die  erste    die    sicherste.   Der   aus    ihr  gewonnene  Zahlenwert  ist 
auch  stets  der  kleinste,  indem  die  Ungleichungen  bestehen: 


fi.. 


u 


1) 


'i 


Dies  tritt  namentlich  dann  aulfalleud  hervur,  wenn  man  den  ein- 
fachsten Fall  zweier  Beobachtungen,  wo  n  =  2  und  i\  ^  —  /•.,  i^t,  in 
Betracht  zieht,  denn  man  hat  dann: 


fi> 


u. 


ft-L 


i"  1  2  =  1-414  r 
1-772  r 
2-097  V. 


V 


Yn 


V 


(5) 

(6) 


Es  liegt  daher  nahe,  die  Formeln  (2)  und  (3)  so  umzugestalten, 
daß  die  aus  ihnen  erhaltenen  Werte  a,   beziehungsweise  u  i    mit  dem 

sichersten  Werte  u.j  ziffermäßig  übereinstimmen.  Dies  kann  annähernd 
dadurch  erreicht  werden,  daß  man  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  im 
Nenner  anstatt  {n  —  i)  den  Wert  {n  —  x)  setzt  und  hierin  x  so  be- 
stimmt, daß  aus  den  ungünstigsten  Formeln  (.ö)  und  (tj)  der  Wert  ir. 
resultiert.  Schreibt  man  also  die  Formel   von  Peters  in  der  Form: 


."i 


r' 


71 


[*-•] 


2  y  n  {n — a;) 


und  speziell  für  u  :=  2,  sowie  jw, 


.":.' 


vV-2  = 


r 


% 


2  V 


•-•  r2(2-.r) 


so  ersribt  sich  hieraus 


n 


x  = 


womit  die  Formel  von  Peters  übergeht  in 

1  r' 


u 


9 


[V^ 


r 


«O'-^-y^J 


<•) 
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Daraus  ergibt  sich  die  verbesserte  Formel  für  den  durch- 
schnittlichen Fehler: 

\v] 


& 


^"(j'-'V) 


C^) 


welche  die  Fechnersche  P'ormel  genannt  wird  (1874).  Wenn  annähernd 
ff  =3,  also  .r=-  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Näherungsformel 
von  Fechner: 


Yn{2n—1) 


^  =  ,,-^— :>  (9) 


welche  von  Helmert  (1876)  als  die  beste  derjenigen  Formeln  erklärt 
wurde,  welche  die  Fehlermaße  aus  der  absoluten  Summe  der  schein- 
baren Fehler  berechnen. 

Geht  man  in   ähnlicher  Weise    mit   der  Formel  (3)  vor,    indem 
man  schreibt:  

1       [f  :«•!]= 


u 


xYz    iiY n  (n — x) 

und  speziell  für  »  =  2,  sowie   a.  -- iio: 


u,  =vY2  =  — 7 


4:V 


so  ergibt  sich: 


also 


xYi   2Y2(2  —  x)' 


^-2^-"- »■'"  =  -  5' 


und 


,i  =  —~        ^'       ^     — =  (10) 

xY2     7iYn{bn^l) 

,=4SIL.  („) 

Für  die  Näherung  x=^(t  resultiert  die  praktisch  sehr  handliche 
verbesserte  Formel  für  den  wahrscheinlichen  Fehler: 


-c^'y- 


(12) 


ij  2i». 


Beispiel. 
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§  29.  Beispiel. 


l 

y ordnet 

r  r 

\  '' 

A 

dd 

1 
lo 

,/ 

35«  2f.'  If)" 

, -r3-.s,     ü-8 

U-64    0-89 

\ 

1 

IG 

2-0 

16 
IS 
•10 

-T  2-8      1-2 

-i-0-8      2-8 

-12!     3  8 

1-44    110  '    1 

7-84;  1-67  1   3 

14-44  b-95l   5 

2 
4 

2 

jlOO 

81   1 

4  1 

49   ! 

1-7 
22 
3-2 

30 
1-4 
2-6 

■i.') 

(;-2     (i-2 

.•«•44    2-4ii    Hl 

;» 

7 

.">        4 

2.". 

14 

22 

♦50"  20'  18-8' 

u      u« 

G2-80 

8-10 

l 

d\. 

=  4S 

\dd\-- 

=  314 

Ild       : 

=  20-7 

Das  arithmetische  Mittel  der  fünf  uiial>hänglgen  Wiukelmessun^fen 

ist  .r  =  35'^26' l.s-8".  Hechnet  man  die  einzelnen  r,  i--'  und  I  /•     sowie 

die  einzelnen  d,  d-  und    I  d  und  deren  Summen,   so  findet  man  die 
charakteristischen  Fehler  einer  Einzelmessuno^  wie  folsrt: 


durchschnittlicher    Fehler   i%  =^ 

oder  9,1  = 

mittlerer  Fehler  u,  = 

oder  u.i  = 

wahrscheinlicher  Fehler  o,.  = 


[t^] 


Yn{n—\) 

[djYz 

n{n  —  1) 
Y  [vv] 
n  —  \ 


r- 


11  {n  —  1) 

[VW 

nYn{n  —  \) 


o--''«ceii)-=^K^°5^) 


14-8 
^20 

3-31" 

48}T 
20 

— -r3-39", 

62-80 
4 

'-  3-96" 

^314 
20 

=  +  3-96", 

8-102 
5^20 

1-293" 

«po-'^ 

•> 

O-QQ" 

Die  Aufsuchung  durch  Abzählen    der    nach  ihrer  Größe  geord- 
neten V  gibt: 

Q.,  =  2-80  '. 

Der  sicherste  Wert  des  durchschnittlichen  Fehlers    ist  der  aus 
dem  mittleren  Fehler  nach  Formel  (i)  des  >?  28  abgeleitete: 


ft 


>T 


u,  -^  0-7l«8.3-96  =^:  oK;"; 


sein  direkt  nach  Peters  erhaltener  Wert  0-.  =  3-31"  ist  also  um 
015  zu  groß.  Rechnet  man  ihn  aber  direkt  nach  Fechner  aus  der 
Formel  (9)  des  §  28: 


1J2  Die  Zuverlässigkeit  der  empirischen  Fehlermittel.  >?   30. 

^  [i'.]V2      _  U-8.r4U  _3.^3„^ 

Kn(2«— 1)  /4y 

so  Stimmt  er  bis  auf  004"  mit  dem  sichersten  Werte  zusammen. 

Der  sicherste  Wert    des  wahrscheinlichen  Fehlers    ist    der    aus 
dorn  mittleren  Fehler  nach  Formel  (1)  des  §  28  abgeleitete: 

Q^x  1'2  .  (U,.  -=  0-674  .  3-96  =  2-67". 

Der  oben  erhaltene  Wert  p,- =  2*93"  ist  um  ()26"  größer.  Rechnet 
mau  ihn  aber  nach  der  Formel  (12)  des  §  28: 

so  stimmt  er  bis  auf  0-05"  mit  dem  sichersten  Werte  überein. 

§  30.  Die  Zuverlässigkeit  der  empirischen  Fehlermittel. 

Bezeichnet 

2  h 


a 


0 


/ 


62e--'--f^  ds 


den  aus  einer  unendlichen  Anzahl    von  wahren  Fehlern   abgeleiteten 
theoretischen  mittleren  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung  und 


\f  [^^«^] 


\    n —  1 

den  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  scheinbaren  Fehlern  erhaltenen 
empirischen  mittleren  Fehler,  so  stellt  die  Differenz 

A  =  -^ ^  —  a2 

n —  1 

\v  f] 
den    in    der  Bestimmung  des  Quadrates  des  mittleren  Fehlers     — 

begangenen  wahren  Fehler  dar.  Da  es  unmöglich  ist,  den  wahren 
Wert  desselben  jemals  zu  erhalten,  so  findet  man  sich  mit  der  Be- 
rechnung desjenigen  Wertes  ab.  welchem  wenigstens  die  größte  ma- 
thematische Erwartung  zukommt,  d.  i.  aber  der  mittlere  zu  befürch- 
tende Fehler  1x2    in    der  Bestimmung    des   mittleren  Fehlerquadrates 

[v  v] 

— -•  Das  Quadrat  dieses  mittleren  Fehlers  ist  offenbar  durch  den 
//  —  1 

Mittelwert  des  quadratischen  Ausdruckes 

\vv]  -^2 


-/2 


=  (S-.-) 
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definiert.  Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  erhält  man: 

Irr!      •-'  Irr' 


\n  —  1  y  n  —  1 '         '  ' 


Um  den  Durchschnittswert  dieses  Ansatzes  zu  bestimmen,  bilde 

man  die  Durchschnitte  der  einzelnen  Glieder  und   addiere   sie.    Nun 

1 17  r]         \s  s] 
ist  der  Mittelwert  von  '   =- — '-   trieich    a-,    so    daß    die    beiden 

II       1  n 

letzten  Glieder  in  ihrem  Mittel  zusammen  — 2  ^u- u- ^- ^*  =  —  u^  geben. 

Um  den  Mittelwert  des  ersten  Gliedes  zu  erhalten,  gehe  man  mittels 

der  Gleichung  (9)  des  §  25.  S.  98 


\VI']  =  l££| 


11 


von  den  scheinbaren  auf  die  wahren  Fehler   über.    Diese    Gleichung 
kann  mit  Bezug  auf  die  Gleichung  (10)  des  §  2."): 


auch  wie  folgt  geschrieben  w-erden 


[v  v]  = 


Averden : 

(??—  l)[f£j-2[£,£,.J 


n 
so  daß  man  für  das  erste  Glied  des  Ansatzes  (O)  setzen  kann: 

yn  —  lj  7/2  ir-  (n  —  1)   "^      ii'-  (i,  —  1  )2  ■  ^"' 

Beachtet  man,  daß 

dali  der  Durchschnittswert  der  Summe  |f^|  nach  §  m,  S.  54  bestimmt 
ist  aus 

■  '         w         4  ft^ 

und    der  Durchschnittswert    der  Summe  |f^i;|,    welche    aus — - 

Produkten  besteht,  durch 

weil  der  mittlere  Wert  eines  jeden  tjaf.  gleich  «^  ist.  so  daß  man  im 
Durchschnitt  setzen  kann: 

so  ist  der  Mittelwert  des  ersten  Gliedes  von  ('0.  nänüieh  von       /  : 

II- 

Wellis(.h,  Ausaleii'liuiinsreiliiiiiiia  1  .n 


j  I  ^  Die  Zuverlässigkeit  der  empirischen  Felllermittel.  §   30 

n  n 

Das  zweite  Glied  von  («)•  worin  der  Faktor  [SiS/,]  bei  der  Mittel- 
bildung  zu  Null  wird,  zählt  deshalb  nicht  mit;  das  dritte  Glied  hin- 
gegen, welches  den  Faktor 

enthält,    dessen  Mittelwert   wegen    [f,6A£-<J  =  0  auch  gleich  ist  dem 
Mittelwert  von   [s-.sl],    nämlich    ^^      ~    >',    gibt    als    Mittelwert    von 

*    „2(„_1)2    • 

2(1* 


II 


Folglich  ist  der  Mittelwert  von 


n{n  —  1) 


2(1* 


n  11     ^        n{n — 1) 

und  der  Mittelwert  von  ^-: 


.«*?=    T  +  -:^-r-7:-^-iK"^  = 


a'. 


4    '        n       '    11  (n  —  l)         J'  «—1' 

Der  mittlere  Fehler  (i^  in  der  Bestimmung  des  mittleren  Fehler- 
quadrates, wenn  sie  nach  der  Formel  «2  =J^i^  vorgenommen  wird, 
^  '  n  —  1 

ist  demnach  

^,=.A^-J—.  (3) 

n  —  1 

Diese  Formel  kann  auch  kürzer  in  folgender  Weise  erhalten  werden*). 
Ist  X  der  wahrscheinlichste  Wert    der  beobachteten  Größen  /,, 
U,  .  .  .  I„,  so  ergibt  sich  der  mittlere  Fehler    einer  einzelnen  Beob- 
achtung aus  der  Beziehung: 

^  n  —  l  n  —  l         n  ^  ' 

und  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  aus  der  Formel  (14) 
des  §  25: 


*)  Vgl.  des  Verfassers:  .,Theoretische  und  historische  Betrachtungen  über 
die  Ausgleichungsrechnung",  österr.  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Wien  1907, 
Art.  VI. 
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J/2=lt_^l 


0:1 

11  {n  —  1 ) 


Sowie  für  den  Mittelwert  aus  einer  Reihe  von  Beobachtungs- 
größen ein  mittlerer  Fehler  angegeben  werden  kann,  ebenso  läßt 
sich  für  den  mittleren  Wert  aus  einer  Reihe  von  Beobachtungs- 
fehlern, wie  überhaupt  für  jede  auf  Grund  von  Beobachtungsdaten 
abgeleitete  Größe,  ein  mitterer  Fehler  nach  den  Regeln  der  Fehler- 
theorie berechnen.  Da  u-  das  arithmetische  Mittel  aller  f-  ist,  so  wie  x 
das  arithmetische  Mittel  aller  /,  so  ist  —  den  analogen  Vorgang  wie  bei 
der  Ermittlung  von  M-  einschlagend  —  das  Quadrat  des  mittleren 
Fehlers  von  a-  dargestellt  durch  die  Formel: 


.ui 


w-  -  ^m 


n  {n  —  1) 
Entwickelt  man  die  Quadratsumme  im  Zähler,  so  erhält  man 


F2 


;i^*-2^-^[£2]-f  [£4J 


n  {h  —  1) 
oder  mit  Rücksicht  auf  (4): 


1  —2 


[8^  _  [J^\ 


ii:, 


b'] 


n 


—  1  [ji  ,u^ 


Wird  nun  der  Durchschnittswert  der  vierten  Potenzen  der  wahren 
Fehler  unter  der  Voraussetzung  gebildet,  daß  sämtliche  s  alle  mög- 
lichen W^erte  mit  Rücksicht  auf  ihre  Wahrscheinlichkeit  durchlaufen, 


so  ist  zu  setzen 


n 


=  3.a^   und  man  erhält: 


und  wie  zuvor  (3) : 

."2 


u- 


uz 

2,«^ 

n— 1 

/ 

2 

vv 

n—1 


1 


r 


Das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  als  Funktion  der  scheinbaren 
Fehler   ist    daher    mit    seinen    mittleren  Fehlergrenzen    wie   folgt  zu 

schreiben: 

/ — ~ 


Somit  ist 


n  —  1  V    - 


n  —  l 


»  —  1 


1  + 


(5) 


IIG 


Die  Ziiverlääsifrkeit  der  oiupirischen   Felilermittel. 


ij 


30. 


Entwickelt    mau    den    zweiten  Wurzelausdruck  nach  der   allge- 
meinen Formel 


1  l+a  =  li-« 
~  2 


1    .,    ,     1      .. 
a-  -r  —  a-' 

8         -  16 


und  vernachlässiiit  man  alle  Glieder  von  a-   an,  so  resultiert  die  Nä- 
herunffsformel  von  Bessel: 


u 


r' 


2(/i— 1). 


\  1,.  ,.1    /  Ü-7U711  \ 

)  n—\\-yn  —  \J        ^  ' 


Genauer  ist  die  Formel  von  Simony    (Zeitschr.    für  das  land- 
landwirtsch.  Versuchsweseu  in  Österreich,  Wien  1905): 


=  1    l^fl-\-Yl^^J.^ 
^~\    n  —  l\     '    4  («  —  1)7 


(') 


die    auch    schon    für   sehr    mäßige  n  Geltung  besitzt.    Die   genaueste 
Formel  lieferte  Helmert  (Astronomische  Nachrichten,  1876): 


/" 


vv] 


//  —  1 


/ 


r' 


r 


(8) 


Schreibt  mau  die  Formeln  (6),  (7)  und  (8)  in  der  Form  |u  =  fi(,  (1 -^a), 
so  erscheint  das  a  von  Bessel  als  Näherungsausdruck  des  Wertes 
von  Simony,  und  dieser  wieder  als  eine  Näherung  des  Wertes  von 
Helmert.  Wie  wenig  aber  die  drei  Formeln  untereinander  abweichen, 
geben  die  folgenden  Spezialisierungen  zu  erkennen: 


Helmert: 

Simon)-: 

Bessel: 

Für  n  —  5 

ist 

«=0-346  45 

0-347  99 

0-353  55 

10 

0-233  84 

0-234  06 

0-235  70 

20 

0-161  65 

0-161  69 

0-162  22 

30 

0-131  Ol 

013102 

0-13131 

40 

01l;J04 

0113  05 

0113  23 

50 

0-100  88 

0-100  89 

0101  02 

100 

0-071  02 

0071  02 

0-07107 

Man  kann  daher  die  Bessel  sehe  Formel  selbst  für  mäßig  groiie 
//  und  die  Simonysche  Formel  auch  für  kleine  7t  als  praktisch  aus- 
reichend bezeichnen. 

Da  der  mittlere  Fehler  als  Funktion  der  wahren  Fehler  mit 
seinen  mittleren  Fehlerifrenzen  durch  die  im  >?  18,  S.  70,  abgeleitete 
Formel 


i?   30. 
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'  //      V  2  /// 


bestimmt  ist,  so  sieht  man  im  Vergleiclie  mit  Formel  (6)  auch  hier 
wieder  deutlich,  daü  die  Formel  für  die  scheinbaren  Fehler  aus  der 
Formel  für  die  wahren  Fehler  hervorgeht,  wenn  anstatt  der  Anzahl  n 
der  FJeobaehtungen  die  Anzahl  (//  — 1)  der  überschüssigen  Beobach- 
tungen genommen  wird.  Man  kann  daher  mit  Hinweis  auf  die  im 
§18  abgeleiteten  Formeln  für  die  charakteristischen  Fehler  sofort 
folgende  Formeln  anschreiben : 

Der  durchschnittliche  Fehler  als  Funktion   der  scheinbaren 
Fehler  mit  seinen  mittleren  Fehlergrenzen  ist 


Ya{n  —  \) 


^    Tt--2   \  _        (f|J         /    _    0-75551  \ 
2(^-\))  ~  YJh^l)  \     ^     Yn  -  1  / 


(9) 


Der   wahrscheinliche  Fehler    als  Funktion  der  scheinbaren 
Fehler  mit  seinen  mittleren  Fehlergrenzen  ist  annähernd: 


'       nYn{n  —  l)\   ~Yn—l1    xYn        J 
nYn{ji—l)\    ~'  Yn—lJ 


(10) 


In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  relativen  mittleren  Fehler  der 
drei  Formeln  (<J),  (9)  und  (10)  für  u,  ff  und  o  in  Einheiten  der  ent- 
sprechenden Fehlergrößeu  für  einige  Werte  von  n  zusammengestellt, 
woraus  ziffermäßig  entnommen  werden  kann,  daß  der  mittlere  Fehler 
auch  als  Funktion  der  scheinbaren  Beobachtungsfehler  das  zuver- 
lässigste Maß  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  von  Beobachtungen 
darstellt  und  daß  in  zweiter  Linie  der  durchschnittliche  Fehler  rangiert. 


1 

^/* 

1^3- 

"e 

2 

0-7071 

0-7555 

0-8554 

3 

0-5000 

0-5342 

0-6049 

i 

0-4083 

0-4362 

0-49H9 

5 

()-3536 

0-377S 

0-4277 

10 

0-2357 

0-2518 

0-2S51 

20 

0-1G22 

0-1733 

0-1963 

;  30 

0-1813 

0-1403 

0-1589 

40 

0-1132 

U1210 

0-1M70 

50 

0-1010 

01079 

0-1222 

100 

1 

0-0711 

00755) 

O-OSdO 
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§  31.  Der  maximale  mittlere  Fehler. 

Sind  zur  Bestimmung  einer  unbekannten  Größe  n  Beobachtungen 
/(  bis  /„  angestellt  worden,  so  ist  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung 


u  = 


[vv] 
n —  1 


(1) 


und  der  mittlere  Fehler  dieses  mittleren  Fehlers  nach  der  Besselschen 
Formel: 


.«1  =^ 


r 


2(n— 1) 


(2) 


Offenbar  ist  dieser  mittlere  Fehler  u^  des  mittleren  Fehlers  ju, 
als  eine  abgeleitete  Größe  der  Beobachtungsdaten,  selbst  wieder  mit 
einem  Fehler  behaftet,  dessen  Mittelwert  nach  dem  Fehlerüber- 
tragungsgesetze wie  folgt  berechnet  werden  kann. 

Der  mittlere  Fehler  ?»,.  einer  bestimmten  Größe  .t  überträgt 
sich  auf  eine  durch  Multiplikation  mit  einer  konstanten  Zahl  a  ab- 
geleitete Größe  a  x  durch  Multiplikation  des  Fehlers  m^  mit  derselben 
Konstanten  a;  es  ist  also  der  mittlere  Fehler  »/„j  des  Produktes  ax 
bestimmt  durch 


Setzt  man  nun  .v^^u,   7»,.=  ai,    a=  i    -— und    w„r^M2, 

2  (n — 1)  '^ 

so  erhält  man  als  mittleren  Fehler  U2    des    mittleren  Fehlers  /q   die 


Gleichung 


U-.  =  u 


i"i 


(•' 


n-  1)       '"  V      2  {n—\)J 


In  der  gleichen  Weise  bestimmt  sich  der  mittlere  Fehler  «(■.  des 


mittleren  Fehlers  uo: 


r' 


."3 


fl, 


n  —  1)       'V      2(n  —  l)J 


2(«-]) 


und  allgemein  der  mittlere  Fehler  u,   des  mittleren  Fehlers  ^ir    i 


(       1    Y 


Schreitet  man  so  weiter  bis    ins  Unendliche,    so    resultiert    als 

einen  Beobachtung  di( 

i"  ±  i"l   +  >«!•  +  ft3  +  •  ••  ±  t"' 


mittl'-rer  Fehler   einer  einzelnen  Beobachtung  die  unendliche  Reihe: 
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Die  ungünstigste  Kombination  ulier  dieser  Feliierbeträge  tritt 
offenbar  unter  der  Annahme  durcliaus  gleicher  Vorzeichen  ein;  man 
erhält  so  durch  Addition  das  Maximum: 

.      '^^  =  -^^  {'  +  y  2  (■«  -  1)  +  (V  2  (.  -  1))'^  +  Ty  2  (n-DY  ^  ■  ■  ■}■ 
Der  Ausdruck    in    der  Parenthese    ist   eine  geometrische  Reihe 

mit    dem    Quotienten   a  =-^=  dessen  Summe  gibt  für  unend- 

K  2  (//-!)' 

lieh  viele  Glieder   den  Wert  und  damit  wird: 

1  —  cc 

^3Ji  = ^ (3) 


Y2{n—1) 

Legt  man  statt  der  Bess eischen  Formel  die  fast  ebenso  ein- 
fache, aber  wesentlich  genauere  Formel  von  Simon y  zu  Grunde,  so 

erhalt  man,    indem    lur    a^ — > ,   zu  setzen  ist: 

4t{7l—l) 

m  =  ±—^--=^l^^^.  (4, 

4(?i— 1)-  -K  8?J  — 9 

Die  F'ehlergröße  iDt^  kann  als  maximaler  mittlerer  Fehler  einer 
Beobachtung  bezeichnet  werden,  denn  sie  gibt  im  Sinne  der  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie mit  dem  Maximum  der  mathematischen  Er- 
wartung oder  mit  dem  größten  Hoffnungswerte  jenen  Fehlerbetrag 
an.  mit  dem  eine  Beobachtung  von  bestimmter  Gattung  im  ungün- 
stigsten Falle  behaftet  sein  kann.  Er  ist  größer  als  der  theoretische 
mittlere  Fehler  ,u,  nähert  sich  ihm  aber  um  so  mehr,  je  mehr  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  wächst  und  erreicht  für  n  ^^  oc  sein  Minimum 


d.  h.  bei  einer  unendlichen  Anzahl  von  Beobachtungen  ist  auch  der 
aus  den  scheinbaren  Beobachtungsfehlern  berechnete  mittlere  Fehler 
einer  einzelnen  Beobachtung  sein  wahrer  Wert,  ebenso  wie  das  arith- 
metische Mittel  aus  einer  unendlichen  Anzahl  von  Beobachtungsgrößen 
deren  wahren  Wert  darstellt. 

In  welcher  Weise  das  Verhältnis  des  maximalen  mittleren  Fehlers 
d)i  zu  dem  empirischen  mittleren  Fehler  a,  der  Einheit  sich  nähernd, 
mit  der  wachsenden  Anzahl  der  Beobachtungen  abnimmt,  geht  aus 
folgendem  Täf eichen  hervor: 
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Bessel 

Simon  y 

=  5 

-—  l*.i4  i 

—  1-534 

10 

1-308 

1-306 

20 

1194 

1-193 

30 

1151 

1151 

40 

1128 

1-1-28 

50 

rii4 

1-114 

00 

1-077 

1077. 

§  32.  Untersuchung  von  Fehlerreihen, 

Für  die  Anwenduno-  der  hier  vorgetragenen  Fehlertlieorie  ist 
die  Geltung  des  Gaußschen  Fehlergesetzes  die  wesentlichste  Voraus- 
setzung. Um  eine  vorhandene  Fehlerreihe  nach  dieser  Richtung  hin 
zu  untersuchen,  gibt  es  einige  Mittel  und  Wege.  Am  einfachsten  ist 
es,  irgend  ein  Genauigkeits-  oder  Fehlerniaß  auf  mehrfache  Art  zu 
bestimmen  und  auf  ihre  Übereinstimmung  hin  zu  prüfen.  Rechnet 
man  z.  B.  das  Präzisionsmaß  Ji  aus  allen  drei  charakteristischen 
Fehlern,  so  soll  //  immer  in  gleicher  Größe  resultieren,  insoferne  die 
Beobachtungsfehler  das  Gaußsche  Gesetz  strenge  befolgen.  Ent- 
sprechend den  idealen  Beziehuagen 

Ä—     ^     —     ^     —  '^ 

soll   bei  Vorhandensein    von    wahren  Beobachtungsfehlern    zwischen 
den  Gleichungen 


vollkommene  Übereinstimmung  bestehen.  Sind   statt  der  wahren  die 
scheinbaren  Fehler  gegeben,  so  kann  aus  dem  Genügen  der  Gleichungen 

.  n  —  1 Vn{n  —  1)  xn}  n{n — 1) 

auf  den  Grad  der  Einhaltung  des  Exponentialgesetzes  geschlossen 
werden.  Hiebei  kommt  dem  Umstände,  daß  die  Bestimmungsart  aus 
dem  wahrscheinlichen  Fehler  nur  eine  Annäherung  an  den  streng 
theoretischen  Wert  gibt,  praktisch  keine  Bedeutung  zu.  (Vgl.  S.  131.) 
Verlegt  man  sich  auf  den  wahrscheinlichen  Fehler,  so  besteht 
in  der  Vergleichung  seiner  direkten  Bestimmungen  aus  den  Beob- 
achtungsfehlern und  durch  Abzählen  der  Fehler,   sowie  seiner  indi- 
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rekteu  Bestiininun»!:i'n  aus  dem  mittleren  und  durclischnittlichen  Fehler 
ein  ähnliches  Mittel  zur  Prüfung  einer  Fehlei-reihe  in  Bezug:  auf  das 
Befoltren  des  Gaußsehen  (iesetzes.  Die  direkte  Bestimmung  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers  aus  den  Beobachtungsdifferenzen  kann  hiebei 
aus  dem  llrunde  unterbleiben,  weil  diese  ebenso  wie  die  Bestimmung 
des  mittleren  Fehlers  aus  den  Beobachtungsdifferenzen  identisch  ist 
mir  der  direkten  Bestimmung  aus  den  scheinbaren  Fehlern.  (Der 
durchschnittliche  Fehler  liefert  im  allgemeinen  bei  Benützung  der 
scheinbaren  Fehler  und  der  Beobachtungsdifferenzen  abweichende 
Resultate.  Siehe  Beispiel  im  ij  29.) 

Einen  klaren  Einblick    gewährt    neben    der  Formel  (    ^     )  =  ;r 

auch  die  Gleichung 

2  ^*^"  =  ;r=  3-14159, 

deren  Erfüllung,  wie  Cornu  (1876)  erkannt  zu  haben  glaubt,  als  ein 
geeignetes  Kriterium  dafür  erblickt  werden  kann,  daß  die  Fehler 
einer  vorlieiienden  Fehlerreihe  das  Gaußsche  Gesetz  gut  befolgen. 
Indessen  ist  die  Erfüllung  dieser  Probe  zwar  notwendig,  aber  sie 
ist  allein  nicht  ausreichend.  Eine  erschöpfende  Untersuchung  nach 
dieser  Richtung  hin  hat  sich  auch  darauf  zu  erstrecken,  ob  die  An- 
zahl und  die  Summe  der  positiven  und  negativen  Fehler  gleich  ist, 
ferner  auch  darauf,  ob  die  zwischen  bestimmten  Grenzen  —  a  und 
—  n  zu  erwartende  Anzahl  von  Fehlern  auch  tatsächlich  vorhanden 
ist,  denn  erst  dann  besteht  genügende  Bürgschaft  für  die  wahrschein- 
lichste Verteilung  der  Fehler. 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines  Fehlers 
zwischen  den  Grenzen  —  «  und  -|- "  oder  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen  zwischen  Null  und  a    bestimmt    ist  durch  den  Ausdruck 


@(a/0=    ~^  je'   dt, 


so  sind  unter  //  Fehlern  z  ^  n  .  &  {a  li)  Fehler  vorhanden,  welche  die 
Grenzen  +  a  gesetzmäßig  einhalten,  d.  h.  kleiner  als  a  sein  sollen. 
Denn  da  die  Wahrscheinlichkeit  0{a/t)  für  das  Auftreten  eines  Fehlers 
zwischen  0  und  a  durch  das  Verhältnis  der  Anzahl  :  aller  zwischen 
0  und  a  vorkommender  Fehler  zur  Gesamtanzahl  n  aller  Fehler  de- 
finiert ist,  so  besteht  die  Relation:  "  =S(ah).  Ist  an  Stelle  von  // 
eine  der  Größen  ,u,  &  oder  p  gegeben,    so  tritt  an  Stelle  von  S(ah) 
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^    ^2. 


r- 


beziehuntJ^sweise 


die  entsprecheude  Funktion  Ö  (' I        \     ^*^  (  <>  1'       ) 

(y  [     X  )    Ist  also  beispielsweise  der  wahrscheinliche  Fehler  gegeben, 
so  sind  unter  n  Fehlern 


/'  a 
=  11  .  &  {       X 
.9 


2    rp"' 


dt 


vorhanden,   welche  die  Grenzen  +a  gesetzmäßig  einzuhalten  hätten. 
Um  Untersuchungen  nach  dieser  Richtung    hin  leicht  anstellen 
zu  können,    hat    man   entsprechende  Tafeln   entworfen.    Im  Anhange 
dieses  Buches  bringt  die  Tafel  I  für  //  =  1   die  Funktionswerte 


&{a) 


2      /•" 


dt 


mit  dem  Argumente  a  und  die  Tafel  II  für  p  =  1  die  Fuuktionswerte 

2 


(y  (a  x) 


Y 


-"  dt 


0 


mit  dem  Argumente  ax.  Hat  nun  A  nicht  den  Wert  1,  so  sind  in 
Tafel  I  an  Stelle  der  Argumente  a  die  Argumente  «  h  anzunehmen, 
und  ist  Q  von  l  verschieden,  so  sind  in  Tafel  II  statt  der  Argumente 

Cl  X 

'/  X   die  Argumente  —  zu    setzen.    Die    Tabellen  111,    IV  und  V    ent- 

9 

halten  in  übersichtlicher  Zusammenstellung  die  betreffenden  Funk- 
tionswerte für  die  Einheit  der  charakteristischen  Fehlermaüe.  Sie  haben 
jedoch  nur  für  wahre  Fehler  f  volle  Giltigkeit.  Gelangt  eine  Reihe  von 
scheinbaren  Fehlern  v  zur  Untersuchung,  so  hat  man  entsprechend 
den  Gleichungen 

51l  =  l^En      und       ''f=^'~^ 
(Xf        \         n  hl,       ]    n  —  1 

diö  zu  Grunde  gelegten  Fehlermaße  q,  u,  d-  strenge  genommen  vor- 


erst   mit 


'// 


u 


zu  multiplizieren,    beziehungsweise  das  Genauig- 


keitsmaß //    durch    diese  Verhältniszahl    zu    dividieren.    Es    gelangen 
dann  folgende  Formeln  zur  Anwendunj^: 


z  =  n  .  ("ji  ah  i    ) 

V  n  —  ly 


II.  6/ 


1 
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:  =  «.«(» 


:t(ii  —  1) 


Ist  aber  //  hinreichend  groß,  so  wird  eine  diesbezü^^diche  M(j- 
difikutiou  der  Tafelargumente  an  den  Tafelfunktionen  nur  gering- 
fügige Änderungen  hervorbringen,  und  es  können  dann  diese  um- 
ständlichen Modifikationen  ohne  Nachteil  unterbleiben. 

Sollen  derartige  Untersuchungen  dazu  dienen,  das  Gaußsche 
Exponentialgesetz  in  bezug  auf  seine  praktische  Anwendbarkeit  zu 
überprüfen,  so  müssen  Beobachtungsreihen  mit  sehr  großem  ii  zu 
Kate  gezogen  werden.  So  hat  Bessel  (1818)  aus  30U  Deklinations- 
beobachtungen mit  dem  mittleren  Fehler  (i^t  1''6237  folgende  Re- 
sultate gefunden  und  hiemit  den  ersten  empirischen  Beweis  des 
Gaußschen  Fehlergesetzes  erbracht. 


IntervaU 

1 

Beobachtung 

Theorie 

Diftereiiz 
-  2-5 

//          // 
00— O'i 

220 

19-5 

O-t-0-8 

li»-3 

lS-3 

-1-0 

1     0-8- 1-2 

18-3 

16-2 

-21 

!     1-2- 1-6 

9-3 

13-6 

+  AS 

1-6-2-0 

9-0 

106 

-r  1-6        ■ 

1     20 -2-4 

7-7 

7-9 

-f  0-2 

2-4-2-8 

8-3 

55 

4-  2-2 

2-8- 3-2 

50 

3(; 

-1-4 

3-2-3-6 

2-7 

22 

-0-5 

3-6-40 

1-3 

1-3 

()•() 

über  40 

2-0 

1-4 

—  o-ü 

Ähnliche,  das  Gau ß sehe  Gesetz  bestätigende  Untersuchungen 
haben  angestellt:  Hagen  (1837)  mit  dem  Vorkommen  des  Buchstabens 
in  Schriftsätzen,  Laurent  (1875)  mit  Horizontalwinkelmessungen, 
Newcomb  (188H)  mit  Merkurvorübergängen  vor  der  Sonne,  Ber- 
trand (1888)  mit  Schießfehlern,  Jordan  (1888)  mit  dem  Vorkommen 
der  Null  in  Logarithmentafeln,  Schols  (1887),  Ferrero-Guarducci 
(1889)  und  Tinter  (1904)  mit  Dreiecksschlußfehlern,  Vogeler  (1907) 
mit  Verlosungslisten  von  Staatspapieren  usw. 

Als  Beispiel  sei  eine  von  Clarke  (1888)  aufgestellte  Reihe  von 
40  mikroskopischen  Bestimmuni:en  der  Lage  eines  Teilstriches  auf 
einem  Maßstabe  angeführt.  Die  mit  gleicher  Genauigkeit  angestellten 
Beobachtungen    /    in    Einheiten    von    OOoO  ooi  Yard  =  091    Mikrons 
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i? 


und    doron  Abweichuutren  r    vom    ariihmetischeu    Mittel    sind    nach- 
stehend, ihrer  Grülie  naeh  »>eordnet,  zusammengestellt. 


/ 

r 

/•  (' 

]  - 

li 

/ 

V 

V  V 

Viv; 

6Sh 

-2-42 

5-8564 

II 
1-5556 

3-95 

—  0-02 

00304 

0-1414  ' 

ö-ks 

— 1-55 

2-4025 

1-2450 

3-91 

+  0-02 

0-0004 

01414 

5-23 

-1-30 

i-6;hio 

11402 

3-78 

+  0-15 

( i-(  1225 

0-3873 

5-21 

-  1-28 

1-()3S4 

1-1314 

3-78 

-{-0-15 

0-02-i5 

0-3S73 

:)08 

-  115 

1-3225 

1-0724  : 

3-76 

-:-  0-17 

0-0289 

0-4123 

4-84 

—  ()-91 

0-8281 

0-9539 

3-68 

4-  0-25 

0-0625 

0-500O 

4-7(; 

-0-83 

0-6889 

0-9110  , 

3-43 

-f  0-50 

0-2500 

0-7071 

4-65 

—  0-72 

0-5184 

0-8485 

3-2S 

+  0-65 

0-4225 

0-fa0(i2 

4-5!> 

-  0-66 

0-4356 

0-8124 

3-27 

+  0-66 

0-4356 

0-8124 

4-51 

—  0-58 

0-3364 

0-7616 

3-2() 

+  0-67 

0-4489 

0-H185 

4-49 

-  0-56 

0-3136 

0-7483 

3-22 

+  0-71 

0-5041 

0-8426 

4-45 

-  0-52 

0-2704 

0-7211 

3-11 

+  0-82 

0-(>724 

0-9055  i 

4-43 

—  (1-50 

0-25ÜO 

0-7071 

2-98 

+  0-95 

0-9025 

0-9747  , 

4-43 

—  0-50 

0-2500 

0-7(171 

2-95 

+  0-98 

0-9604 

0-9899 

;  4-21 

-0-28 

0-0784 

0-5292  , 

2-81 

-M-12 

1-2544 

10583 

418 

—  0-25 

00625 

0-5000 

2-75 

+  1-18 

1-3924 

1-0S63  ' 

415 

—  U-22 

0-0484 

0-4690 

2-66 

+  1-27 

1-6129 

1-126J 

4-10 

—  017 

(J-0289 

0-4123 

2-64 

+  1-29 

1-6641 

1-1358  ! 

\     408 

-0-15 

(»0225 

0-3873 

2-48 

+  1-45 

2-1025 

1-2042  '] 

3-ns 

—  0(15 

0-0025 

0-2236 

2-28 

+  1-65 

2-7225 

1-2S45 

i  t)3-2(i 

1 

14-6(1 

17-0444 

15-8370 

63- US 

14-66 

15-4824 

15-722(1 

3-93, 


0-02, 


Es  ist  das  arithmetische  Mittel:  157-18:40      = 

die  algebraische  Summe  der  scheinbaren  Fehler: 

(rj  =14-64  — 14-62       = 
die  absolute  Summe  der  scheinbaren  Fehler: 

[jfj  =14-60 -i-  14-66       =     29-26, 
die  Summe  der  Fehlerquadrate: 

[vv]  =  17-0444  ^  15-4824  =     325268, 
die  Summe  der  Fehlercjuadratwurzeln: 

[V^']  =  15-8370  +  15-7226  =     31-5596. 

Die  Untersuchung  der  Fehlerreihe  in  bezug  auf  die  Summen  und 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Fehler  fällt  günstig  aus,  denn 
es  ist  I +/-]  =  — 14-64,  |— /•]= — 14-62  und  es  stehen  19  positive 
21   negativen  Fehlern  gegenüber.  Es  ist  ferner 

[,i-J  29-26 


der  durchschnittliche  Fehler  it  = 


der  mittlere  Fehler  a 


Yn(n  —  1)      fl560 
n —  1       I' 


32-5268 


=  0-741, 


=  0-913, 
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der   walirscheiuliche   Fehler  o  = 


[V\v\Y      _    31-55962 
K«(w— 1)         4 0  K  156^0 
Die  zwei  Bestimmungen  der  Zalil  .t  =  31416  sind: 


0-630. 


n\ 


TT 


n 


2  ^  =  3-0394 


Q 


=  31837. 


Die  drei  Bestimmungen  des  Genauig-keitsmaßes  geben: 

1 


'* 


1 


^  =  0762 


Y2 


=  =  0-774 


f* 


hr   = 


X 
Q 


=  0-757. 


Die  vier  Bestimmungen  des  wahrscheinliclien  Fehlers  sind: 

pi    wie  oben:   =0-6 3o 

Q„  durch  Abzählen:   :=  0660 

Qi  abgeleitet  aus  0:  =0-626 

Q2  abgeleitet  aus  ,u:  =0-616. 
Teilt  man  die  //  :=  40  Fehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 
in  Gruppen  derart  ab,  daß  sie  in  die  Intervalle  (<»,  OS),  (0-5,  1*0), 
(1-0,  15)  usw.  zu  liegen  kommen,  wie  dies  in  der  ersten  Kolonne  der 
folgenden  Tabelle  ersichtlich  erscheint,  so  ergeben  sich  die  in  der 
zweiten  Kolonne  eingeschriebenen  tatsächlich  beobachteten  Fehler- 
anzahlen. In  der  dritten  und  vierten  Kolonne  sind  die  bezüglichen  von 
der  Theorie  geforderten  Anzahlen  ausgewiesen,  und  zwar  in  der 
dritten  Kolonne  unter  der  genäherten  Annahme,  daß  die  übrigblei- 
benden Fehler  wahre  Werte  sind,  während  in  der  vierten  Kolonne 
die  Berechnung  mit  Rücksicht  darauf  erfolgte,  daß  die  übrigbleiben- 
den Fehler  nur  scheinbare  Beobachtungsfehler   darstellen. 


Intervall 

Beoliaclituiig 

1.  Theorie 

2.  Tlieorif     , 

1 

;      00— O-ö 
1      0-5-l() 
!      l'0-l-5 
i      1-5-2-0 

'      20—  jr 

( 

15 
14 

s 
2 

1 

Kit;             16-s 

12-4                 12-5 
()-9                   6-S 
2-J»                   2-.S        i 
1-2                    1-1 

41 1 

4(1 1) 

1 

12« 
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Die  Hereohnung  nimmt  hiobei  füllenden  Verlauf.  Unter  Zugrunde- 
legnuLr  des  aus  .«  abgeleiteten  Wertes  von  /i  =  0"77428  erhält  man 
mit  Benütznnir  der  Tabelle  I: 


n 

ah 

ö(flA) 

H  .  ö  (a  },) 

n  .  0  {a.?i)  —  71  . 

<-)  {a^.  //) 

0-5 

0-3S72 

0-41601 

16-64 

16-6 

1-0 

0-7743 

0-72648 

2906 

12-4 

1-5 

1-1614 

0-80950 

35-98 

6-9 

2-0 

1-5486 

0-97148 

38-86 

2-9 

1 

>? 

100000 

40-00 

1-2 

Rechnet  man  mit  dem  aus  u  abgeleiteten  Werte  von  q 
so  erhält  man  mit  Benützung  der  Tabelle  II: 


0-61598, 


1  ax 

1 

a  X 
Q 

1.  Theorie 

0-5 

0-8117 

0-41596 

16-64 

16-6 

10 

1-0234 

0-72646 

29-06 

12-4   1 

1-5 

2-4352 

0-89952 

35-98 

6-9    ' 

•20 

3-2469 

0-97148 

38-86 

2-9 

yr 

oc 

1-00000 

40-0'J 

1-2 

Die  strengere  Berechnung  mit  q  =  q 


f- 


0-60823     ergibt: 


1 

1 

a  y. 

n  X 

^p  ^ 

2.  Theorie 

1 

1 

i  0-5 

0-8221 

0-42076 

16-83 

16-8 

1-0 

1-6441 

0-73253 

29-30 

12-5 

1-5 

2-4662 

0-90377 

36-15 

6-8 

20 

3-2883 

0-94344 

38-94 

2-8 

y 

Zd 

1-00000 

40-00 

1-1 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich  auch  aus  den  Tabellen  IV  und 
V  bei  Zugrundelegung  der  Fehlermaße  ^  beziehungsweise  9-. 


§  33.  Die  neutralen  widerspruchsfreien  Werte  der  charakteristischen 

Fehlermaße. 

Die  Theorie  der  Beobaohtungsfehler  verlangt,  daß  zwischen  den 
Genauigkeitsmaßen  folgende  Relationen  strenge  erfüllt  werden : 
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'==f>-:r' 


xVt^ 


.^ru   ' 


2  xV2  ^ 

h  —      ^     —     ^      —^ 
~  dylc~  ^Y2~  9 

Treten  die  Beobachtungsfehler  rein  zufällig  und  in  unendlicher 
Anzahl  auf,  so  werden  diese  Bedingungen  auch  tatsächlich  in  Er- 
füllung gehen.  Da  aber  die  wirklich  begangenen  Fehler  nur  selten 
mit  ganzer  Reinheit  von  zufälliger  Natur  sind  und  auch  niemals  in 
unendlicher  Anzahl  zur  Verfügung  gestellt  werden  können,  so  werden 
diese  Forderungen  in  Wirklichkeit  keine  Befriedigung  finden;  es 
müssen  vielmehr  Widersprüche  zutage  treten,  welche  störend  emp- 
funden werden. 

Um  diese  Widersprüche  zu  beheben,  hat  schon  Simony  den 
Versuch  unternommen,  die  „Rohwerte"  u  und  0-  durch  Ausgleichung 
in  die  „ Normalwerte "  u*  und  0-*  derart  zu  verwandeln,  daß  sie  für 
p  und  h  eindeutige  Resultate  q*  und  h*  liefern*). 

Wir  wollen  hier  ein  einfaches  Verfahren  angeben,  das  bei  Behe- 
bung sämtlicher  Widersprüche  zugleich  die  neutralsten  Werte  der  cha- 
rakteristischen Fehlermaße  ganz  ungezwungen  zu  berechnen  gestattet. 

Bildet  man  die  arithmetischen  Mittel: 

_^±-^^,-r^2       If    1  [V^]'  [\v\] 

S\x Vtt  71  Yn  {n  —  1 )       yn(«— 1) 


* 


4- 


r2 


7t  \     n—lJ        ^  ' 


^i4-^2         1/1  [Y\v]~        ,   ir^r  [[v]^ 


3^xY2nYn{n—l)       I     ^Yn{n  —  1) 

+ 


n  —  1  / 


*)  O.  Siraony:  „Über  die  Anwendbarkeit  der  Fehlerwahrscheinlichkeits- 
und Ausgleichungsrechnung  auf  Ertragsbestimmungen.''  (Zeitschrift  für  das  land- 
wirtseh. Versuchswesen  in  Österreich,  1905,  S    114.) 

Vgl.  auch  des  Verfassers  ..Theoretische  und  historische  Betrachtungen  über 
die  Au8gleichung3rechnung^  (Österr.  Zeitsehr.  für  Vermessungswesen,  1907,  S.  221.^ 
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?^  -T-  f  1  -r  V« 


\v\] 


0 


l'2 


(;0 


so  köuneu  folgende  Unnvaudlungeii  vorgenünimen  werden:  Multipli- 


-)  so  entsteht  die  Gleichung  (2), 


ziert  mau  die  Gleichung  (1)  mit 
ultipliziert    man  sie   mit  y.   Vit,    so    ergibt    sich    (o);    wird    ('2)    mit 


m 
■  r 


7f 


oder  mit  x\  2  multipliziert,  so  resultiert  die  Gleichung  (1)  be- 


ziehungsweise (3):  dividiert  man  (3)  durch  y.Ytc  oder  z  K2,  so  ergibt 
sich  (1)  beziehungsweise  (2).  Es  müssen  daher  auch  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  Beobachtungsfehlern  die  Beziehungen  als  identisch 
bestehen: 

r2        1 


^*  = 


fi* 


.«*  =  ~rr--  9 


% 


y.y  n 


V. 


Y~2 


(>* 


y. 


V2  u^  =  xY7r  9^, 


X 


p* 


2i« 

•9- 


p! 


;;  0- 


TT. 


Die  Mittelwerte  »t,,  ^u^,  p,,  //^  haben  also  die  Eigenschaft,  daß  sie, 
ohne  irgend  einer  Bestimmungsart  den  Vorzug  einzuräumen,  die  vom 
Gaulj sehen  Fehlergesetze  theoretisch  geforderten  Bedingungen  stets 
ohne  Widerspruch  strenge  erfüllen.  Diese  Fehlermaße  können  daher 
als  die  neutralen  charakteristischen  P'ehler  bezeichnet  werden.  Ohne 
die  Eigenschaft  der  Widerspruchslosigkeit  zu  verlieren,  werden  sie, 
wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  annähernd  erhalten,  wenn  man  bei 
den  Mittfelbildunuen  die  Bestimmungen   9,,  ,Ui  beziehungsweise  px  oder 

auch  die  Bestimmungen  mit   dem  Zeiger       wegläUt. 

Daß  z.  B.  nach  der  letzten  Doppelgleichung  bei  richtiger  Berechnung 
der  Mittelwerte  die  Ludolphsche  Zahl  unter  allen  Umständen  genau 
/um  Vorschein  kommen  muß,  läßt  sich  wie  folgt  beweisen: 
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.^=. 


Z  8 


=  2 


[Ym]' 


.   /  ("•! 


-T    I       7<  1 


=  2 


Ytihu  Y2  n  (n  —  1)\' 


x?i/2«(?i —  1) 


V 


y[J^^+x«K2nf  [t^v] 


xnr  ;r  y  n  (w  —  1) 


_  n  Tinn  K2?t(n  — 1)Y  _ 
^     x»r2w(u— 1)    -^ 


k)       V^r^ 


\  (sJ '-  4-  92)  ^ 


(^j^+^2) 


[r^]= 


nYn{n  —  1) 


xYz 


^\vr\ 


n 


1      ^M]^'      1  .r^l^ffi^] 

^f;r«frt(?i— 1) 


;r  I     w  —  1  / 


AYJ^Y  -\-xnY2nY[vv]\ ' 


7iYn  (n  —  1) 


[Klvi]"^  -\-xnY211Y  [vv] 


:t. 


I 


Ytc  nYn{n  —  \) 

In  dem  Beispiele  von  Clarke  (i^  32)  ist: 
^j>.  =  0-74577  /itJL-=  0-93469 

^j=  0-74082  ui  =  0-92848 

%..  :=0-72stj7 

^^  =  0-73s42 


„.,  =  0-91325 


fi^  =  0-9-2547 


p.  =0-63044 
Pj  =  0-62G2r. 
p^,  =  0-61598 

o.  =  0-62422 


%^  =  0-79788  /ii,  =  1-18295  q^  =  0-73S42 

^,  =  1-25331  %^  =  1-48260  Q^  =  0-92547 

Q^  =  0-67449  fx^  =  0-84535  &,  =  0-62422 

0-56419         0-70711         0-47694 


^. 


0-76405 


^^=f-^^    =314158;  (soll  314159), 


während  sonst 


2 
2^^=3-0394 


'     (xl^,) 


3-1Ö37 


erhalten  wird  (S.  125). 
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§  34.  Der  Begriff  der  Streuung. 

Denkt  man  sich  die  verschiedenen  Beobachtungen  oder  Mes- 
sungen durch  gerade  Linien  graphisch  dargestellt  und  von  einem 
fixen  Punkte  derart  aufgetragen,  daß  sie  den  Anfangspunkt  und  die 
Richtung  gemein  und  daher  die  Endpunkte  in  einer  Geraden  liegen 
haben,  so  wird  dasjenige  Stück  der  Geraden,  auf  welchem  sämtliche, 
vermöge  der  Verschiedenheit  der  einzelnen  Messungsergebnisse  ab- 
weichenden Endpunkte  sich  ausbreiten,  die  Streuungsstrecke  ge- 
nannt. Der  Abstand  der  beiden  äußersten,  den  Bereich  der  Fehler  be- 
grenzenden Endpunkte  heißt  die  Streuung  8. 

Diese  in  die  Schießlehre  und  Kollektivmaßlehre  eingeführte  Nomen- 
klatur ist  insoferne  gerechtfertigt,  als  sich  die  variablen  Endpunkte 
der  verschiedenen  Messungsgrößen  innerhalb  des  Intervalls  zwischen 
der  kleinsten  und  größten  Messung  gewissermaßen  ausbreiten  oder 
„zerstreuen". 

Wenn  alle  Messungen  fehlerlos  wären,  so  würden  beide  Enden 
sämtlicher  als  Gerade  zur  graphischen  Darstellung  gebrachten  Messungs- 
resultate vollständig  zusammenfallen.  Das  Vorhandensein  der  zufäl- 
ligen Messungsfehler  ist  daher  die  Ursache  der  Streuungserscheinung. 
Je  mehr  die  einzelnen  Beobachtungen  oder  Messungen  voneinander  ab- 
weichen (wenn  dies  auch  nur  durch  eine  einzige,  zufällig  sehr  un- 
genau ausgefallene  Messung  bewirkt  wird),  desto  länger  wird  die 
Streuungsstrecke,  so  daß  auch  die  Streuung  zur  Beurteilung  der  Ge- 
nauigkeit von  Beobachtungsreihen  benützt  werden  kann.  Die  Aus- 
dehnung der  Streuungsstrecke  ist  dann  als  ein  Bild  der  Genauigkeit 
anzusehen. 

Denkt  man  sich  in  derselben  Geraden  von  dem  fixen  Anfangs- 
punkte A  das  arithmetische  Mittel  x  aller  Beobachtungen  bis  zu  dem 
Endpunkte  B  und  von  da  zu  beiden  Seiten  den  mittleren  Fehler  —  ^ 
und  -|-  fi  aufgetragen,  so  wollen  wir  das  von  —  fi  und  -p  fi  bean- 
spruchte Stück  der  Geraden  die  mittlere  Streuung  nennen,  welche 
ihrem  Betrage  nach  sohin  doppelt  so  groß  ist  als  der  Absolutwert 
des  mittleren  Fehlers.*)  Analoges  gilt  auch  von  der  durchschnitt- 
lichen und  wahrscheinlichen  Streuung. 

Die  mittlere,  durchschnittliche  und  wahrscheinliche  Streuung, 
welche  mit  Bezug  auf  den  Begriff  der  prozentuellen  Fehlergrenzen 
auch  als  6^,  58  beziehungsweise  50-prozentige  Streuung  aufgefaßt 
werden  können,  sind  daher  durch  folgende  Ausdrücke  bestimmt: 


*)  H.  Bruns  (1906)  bezeichnet  den  einfachen  mittleren  Fehler  von a;  in  An- 
wendung auf  Kollektivgegenstände  als  die  Streuung  von  x  und  schreibt  hiefür  str  (x). 


§    34.  >'<?'■  Hogriff  der  Streuung.  131 


6'a  —  8i;ii  —  2  HA  — 
*9-  =  «58  =  2  9^  = 

*>  '—  *"öo  =  2q  = 


r  \vv\ 

II  —  1 

K71(W  — 1) 


Es  nimmt  also  die  mittlere  Streuung  G87o>  die  durchschnittliche 
Streuung'  58o/o  und  die  wahrscheinliche  Streuung  50Vo  der  angestellten 
Beobachtungen  in  sich  auf.  Allgemein  wird  unter  der  ^y-prozentigen 
Streuung  die  Länge  einer  Strecke  verstanden,  welche  im  Sinne  unserer 
graphischen  Darstellung  j)  Prozent  sämtlicher  angestellter  Beobach- 
tungen in  sich  enthält  und  zum  Mittelwert  symmetrisch  liegt. 

Auch  das  Genauigkeitsmaß  kann  als  Funktion  der  Streuung  wie 
folgt  angeschrieben  werden  : 

Der  anschauliche  Begriff  der  Streuung  findet  iu  manchen  Zweigen 
der  mathematischen  Wissenschaften,  wie  in  der  Theorie  des  Schieß- 
wesens und  in  der  Kollektivmaßlehre  zweckmäßige  Anwendung, 
während  für  seine  Einführung  in  die  Geodäsie  und  Astronomie  kein 
Bedürfnis  besteht,  wo  er  vorteilhafter  durch  die  charakteristischen 
rehlermaße  ersetzt  wird. 

Im  Anschlüsse  an  die  im  §  16.  S.  59  abgeleitete  Näherungsformel 

p'  /?  =  x'  =  -  J]  , ,  =  0-4779,  J ,^^  =  0-6127, 

^     (t)  (t) 

welche  bei  der  Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  den 
Fehlerwurzeln  an  Stelle  der  theoretisch  strengen  Formel 

o/?=:x  =  -J7\=  0-4769,  .7     =0-6120 

tritt,  sei  hier  noch  folgendes  erwähnt.  Aus  der  Tabelle  I  des  Anhanges 
ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Fehler  den  Wert  0-4769 
nicht  überschreite,  zu  0-5  und  daß  er  den  Wert  0-4779  nicht  über- 
schreite, zu  0-5009;  folglich  gibt  die  Näherungsformel  für  q  nicht 
genau  jene  Fehlergrenze  au,  welche  von  50%  der  vorhandenen  Beob- 
achtungsfehler gesetzmäßig  überschritten  werden  soll,  sondern  jene 
Fehlergrenze,  innerhalb  welcher  50-097o  der  Fehler  theoretisch  fallen 
sollen.  Wird  der  wahrscheinliche  Fehler  p  als  die  50-prozentige  Fehler- 
grenze definiert,  so  stellt  der  quasi-wahrscheinliche  Fehler  p'  die 

9* 
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öOOi»  prozentigL»  Fehlergrenze  dar.  Der  Unterschied  beider  Fehler- 
grenzen ist  also  so  gering,  daß  er  praktisch  ohne  Bedeutung  ist. 
Dies  geht  auch  aus  folgender  Betrachtung  hervor:  Es  ist 

folglich    lautet  die  strenge  Formel    für    den  wahrscheinlichen 


Fehler: 

p  =  0998  p'  =  0-9 


\     ti     y  jiYn{n  —  l] 


(n-l) 

In  der  Praxis  wird  man  aber  fast  immer  für  0'998  die  Einheit,  also 
Q   für  Q  nehmen  dürfen. 

In  dem  Beispiele  S.  125  ist  p'  =  0-630,  p=:  0-629,  ferner  674=1-826, 
6-^  =  1-48-2,  6v,  =  1-258. 

B.  Ungleiche  Genauigkeiten. 

§  35.  Der  Begriff  des  Gewichtes. 

Wurden  zur  Bestimmung  der  Größe  A'  die  Beobachtungen  /,, 
/o,  .  .  .  l,  angestellt,  welchen  der  Reihe  nach  die  ungleichen  Genauig- 
keitsmaße hl,  h.j,  .  .  .  ]t„  zukommen,  und  wurden  hiebei  die  wahren 
Fehler  fj,  e^,  .  .  .  s„  begangen,  so  ist.  wenn  A'  bekannt  wäre,  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen  der  wahren  Fehler  aus- 
gedrückt durch  das  Produkt 

Es  ist  aber  X  in  Wirklichkeit  unbekannt.  Betrachtet  man  daher 
in  diesem  Wahrscheinlichkeitsausdrucke  die  tatsächlich  bekannten 
Fehler,  welche  —  da  sie  nicht  die  wahren  Fehler  sein  können  —  nun- 
mehr mit  Vi,  t'a,  .  .  .  v„  bezeichnet  werden  sollen,  als  konstant  und 
dafür  die  Unbekannte  A"  als  veränderlich,  so  liefert  der  analog  ge- 
baute Ausdruck 

h,  }>,...  h„r^iye-'-\""'i 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  das  Fehlersj'stem  i*,,  rg,  .  .  .  v„  einem 
von  dem  wahren  Werte  X  abweichenden  Wert  .'•  entspricht.  Der  wahr- 
scheinlichste Wert  X  von  A  wird  nun  derjenige  sein,  welcher  dieses 

Wahrscheinlichkeitsprodukt  oder,  da  der  Faktor  hi  h^  .  .  .  hJ        \ 
konstant    bleibt,    den    diesem  Produkte  proportionalen,    mit  der  An- 
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derun«^  von  .r  variablen  Ausdruck  e^l''''"!  zu  einem  Maximum  oder 
den  Exponenten  desselben  [/<-' i-^|  =  f/i- (.c-  /)-|  zu  einem  Minimum 
macht.  Setzt  man  den  ersten  I)ifferential<iu()tienten  dieser  Summe 
nach  .f  fjleich  Null,  so  wird 


und  hieraus 


h-i  +  hi  +  ...^hi      -  \h^\  '  ^'^ 


d.  h.  der  wahrscheinlichste  Wert  x  von  A'  ist  unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  einzelnen  Beobachtungen  verschiedene  Genauigkeiten  besitzen, 
gleich  der  Summe  der  Produkte  einer  jeden  Beobachtung  mit  dem 
Quadrate  ihres  Genauigkeitsmaßes,  dividiert  durch  die  Quadratsumme 
der  Genauigkeitsmaße.  Dieses  Resultat  wird  das  allgemeine  arith- 
metische Mittel  der  Beobachtungen  genannt. 

Führt  man  statt  der  Genauigkeitsmaße  /«,,  ho.,  .  .  .  Ii„  die  Zahlen- 
werte yi,  g.j,  .  .  .  ;/.,  ein,  welche  den  Quadraten  der  Genauigkeitsmaße 
gerade  proportional  sind,  so  daß  die  Beziehungen   bestehen: 

(2) 


hl       hl                hj, 
9i      92               9" 

t>o  kann  für  . 

■  auch  gesetzt  werden: 

1,2  ]         92  12]      ■                9»  7.2  7 

9i                      9i 

.91                    9i 

9i  h-r-g-2^-2n h  9-  ^"        \.9^\ 

.9i+r/-'H r  9n             [9] 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  aber  auch  mit  Hilfe  der  Regel 
vum  einfachen  arithmetischen  Mittel  gelangen,  wenn  angenommen 
wird,  daß 

yi  Beobachtungen  den  Wert  /i 

92  r,  r,  •,  ^2 


9»  1  n  -n  ''» 

ergeben  haben  und  sämtliche  Beobachtungen  von  gleicher  Genauig- 
keit vorausgesetzt  werden.  Denn  unter  dieser  Annahme  ist  die  Summe 
aller  Beobachtungen  gleich  [7/!,  die  Anzahl  derselben  gleich  [y\,  so- 
mit das  arithmetische  Mittel  aller  Beobachtungen  wie  oben 
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Man  kann  daher  die  den  Quadraten  der  Genauigfkeitsmaße  pro- 
portionalen Zahlen,  welche  gleichfalls  als  ein  Maß  der  Genauigkeit 
anzusehen  sind,  auffassen  als  die  Anzahlen  von  gleich  genauen  Beob- 
achtungen, welche  den  Beobachtungen  von  verschiedener  Genauigkeit 
sozusagen  das  Gleichgewicht  halten,  indem  sie  diese  zu  ersetzen  ver- 
mögen. Da  sohin  eine  Beobachtung  von  größerer  Genauigkeit  mehr 
zählt  oder  mehr  „ins  Gewicht  fällt"  als  eine  minder  genaue,  so  wird 
diejenige  Zahl,  welche  angibt,  wie  viele  Einzel-  oder  Normalbeob- 
achtungen von  gleicher  Genauigkeit  zu  einem  arithmetischen  Mittel 
vereinigt  werden  müssen,  damit  diesem  die  Genauigkeit  der  gegebenen 
Beobachtung  zukommt,  das  Gewicht  der  Beobachtung  genannt. 

Zur  Messung  des  Gewichtes  einer  vorliegenden  Beobachtung  hat 
hiebei  das  Gewicht  einer  Normalbeobachtung  als  Einheit  zu  dienen. 
Eine  Beobachtung  mit  dem  Gewichte  ^f  =  l  oder  eine  Normalbeob- 
achtung stellt  .sozusagen  die  ..Beobachtungseinheit"  dar,  die  gewöhn- 
lich kürzer  als  die  ,  Gewichtseinheit"  bezeichnet  wird.  Was  also  in 
der  Ausgleichungsrechnung  die  Gewichtseinheit  genannt -wird,  ist  nicht 
die  Einheit  des  Gewichtes,  sondern  eine  Beobachtung,  welcher  die 
Gewichtseinheit  zukommt.  Demgemäß  kann  eine  Beobachtung  mit  dem 
Gewichte ^f  ersetzt  werden  durch  (j  Beobachtungen  mit  dem  Gewichte  1, 
weshalb  statt  der  Benennung  „Gewicht"  manchmal  auch  anschau- 
licher die  Bezeichnung  „Anzahl"  gebraucht  werden  kann. 

Ein  Beispiel  möge  das  Vorgeführte  näher  erläutern.  Als  wahr- 
scheinliche Fehler  der  von  Bessel  ausgeführten  Messung  von  22  Drei- 
ecksabschlüssen haben  sich  im  §  20  folgende  Werte  ergeben: 

Aus  den  Fehlerwurzeln 9j^  =  0"8965 

aus  den  linearen  Fehlern 9i   =  0"8727 

aus  den  Fehlerquadraten 9«  =  0-7937 

durch  Abzählen q„  =0-9660. 

Einen  guten  Mittelwert  dieser  vier  Bestimmungen  bildet  das  ein- 
fache arithmetische  Mittel 

Q  =  -'- ^^ ^-  =  0-8822. 

4 

Derselbe  kann  jedoch  mit  Berücksichtigung  der  verschiedenen 
Zuverlässigkeiten,  die  den  einzelnen  Bestimmungen  innewohnen,  noch 
wesentlich  verbessert  werden.  Die  wahrscheinlichen  Fehler  r  in  den 
vier  Bestimmungen  der  wahrscheinlichen  Fehler  p  sind  (S.  84): 

0-57699 
7'j.=  0-8965-       ^_-      =0-1103 

^22 
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0-50958 
r,  =  0-8727  •     y=: —  =  00948 

0-47694 
r.  =  0-7937  •       ,_ —  =  00807 

¥22 

«n..^     0-78672 
r„  =0-9660  •,,_=  0-1621. 
K  22 

f\*  A'y  a  Ck  A 

Die    entsprechenden    Genauigkeitsmaße    l)  =^ — -    und    Ge- 

r 

Wichte  g=^  \)'-  sind: 

f)  =  4-324  f)-i=  18-70  J?_L=19 

5031  25-31  ^j    =25 

5-910  34-93  g.,   =35 

2-942  8-66  g]  =     9. 

Damit  ergibt  sich  das  allgemeine  arithmetische  Mittel: 

_  ^i  Ql  +9iQii-  92  92  +  9<>  Qa       [g  q]  _  753245 
^"~  9}-^  9^+92-^9.  -l^-~88— =  '-«'^^- 

Um  zu  diesem  Resultate  zu  gelangen,  bedarf  es  aber  nicht  erst 
dieser  umständlichen  Rechnung.  Denn  da  die  Gewichte  g  den  Qua- 
draten der  Genauigkeitsmaße  //-  direkt  proportional  sind,  das  Ge- 
nauigkeitsmaß   aber    anal3'tisch  bestimmt  ist  durch  die  Beziehuno-en 

/ —     ^     _     1     _x 
~  &/^~fif  2~  q' 

so  sind  die  Gewichte  auch  umgekehrt  proportional  den  Quadraten 
der  charakteristischen  Fehler  d;  u,  0=^),  und  man  kann  demnach  die 
Proportionen  aufstellen : 

gr_M_Ql_i4      oi 


g.,      h       d\       Hl      o 


2 
Vi 


Für  die  Berechnung  des  Gewichtes  kann  daher  irgend  einer  der 
folgenden  Ansätze  verwendet  werden: 

77»      ""2       "3      "^4 
9'  =  ^'1  "7  =  :^  =  -^  —  -2 ' 


*)  In  einem  vom  14.  April  1819  datierten  Briefe  an  Olbers  maciit  Gauti 
hierüber  folgende  Bemerkung:  ..Gewicht  ist  übrigens  immer  dem  Quadrate  der  Ge- 
nauigkeit direkt,  dem  Quadrate  des  sogenannten  wahrscheinlichen  Fehlers  umge- 
kehrt proportional,  welches  aber  kein  Lehrsatz,  sondern  bloß  die  Definition  de.s 
Wortes  Gewicht  ist." 


Qo  =  -j-rr  = ^^, =  0-8555, 
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worin  /.-,,  k,,,  A;,,  /r,  konstante  Zahleuwerte  bedeuten.  Hat  man  sieh 
für  einen  Reehnungsweg  entschieden,  so  kann  /.■  willkürlich  gewählt, 
also  der  Einfachheit  halber  auch  /.•  —  1  angenommen  werden,  so  daß 
auch  die  Beziehungen  gelten: 

y'  =  h^        !/"  =  p'        //"'  =  ,!.'         y''  =  l- 

Verbleiben  wir  in  unserem  Beispiele  bei  dem  wahrscheinlichen 
Fehler  r,  so  ergeben  sich  die  neuen  Gewichte 

if\=l:r\=    82 

(j[  =l:ri  =111 
(/o  =  1 :  rj  =  153 
c/'„   =1:7-  =    38 

und  das  allgemeine  arithmetische  Mittel  wird: 

[(/'  q]  _  328-5268 

yV~       384 

im  Plinblick  auf  den  Abruudungsfehler  mit  dem  ersten  Resultate  gut 

übereinstimmend. 

Durch  geeignete  Wahl  der  Konstanten  k  kann  man  die  Gewichte^' 

in  die  Gewichte  ^  überführen.  Für  /.•=1:4"4  ist  allgemein  fy  =  r/':4-4 

und  speziell 

(/^=.    82:4-4=19 

(/i  =  111  :  4-4  =  25 
y.^  =  153  :  4-4  =  35 
r/„   =    38:4-4=    9. 

Aus  dieser  Betrachtung  geht  hervor,  daß  man  die  Gewichte 
einer  und  derselben  Beobachtungsreihe  mit  einer  beliebigen  Zahl 
multiplizieren  oder  dividieren  kann,  ohne  hiedurch  an  dem  Resultate 
etwas  zu  ändern. 

§  36.  Die  charakteristischen  Fehler  der  Gewichtseinheit  als  Funktion 

der  wahren  Beobachtungsfehler. 

Wurden  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  A'  ungleich  genaue 
Beobachtungen  von  der  Anzahl  n  angestellt  und  gehören  zu  den 

Beobachtungen /,,   U,  ...  In 

die  wahren  Beobachtungsfehler Si,  Sz,   .  .  .  €„, 

die  Genauigkeitsmaße /'i,  fh,  .  .  .  h„, 

die  mittleren  P'ehler i^ii,  ^2,  •  •     f*» . 

und  die  Gewichte //,,  //o,  .  .  .  ,9,,, 
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SO  hat  man  für  die  Berechnung    des  wahrscheinlichsten  Wertes  der 
Unbekannten  folgende  PVjrmeln.  Zunächst  ist  nach  Gleichung  (1)  des 

_  '^ih+i'ik  +  --  +  hil„ 

Führt  man  an  Stelle  der  Genanigkeitsmaße  die  mittleren  Fehler 
nach  der  allgemeinen  Formel  k'-^=l:2u-  ein,  so  geht  Gleichung  (1) 
über  in 

11  1  ^  ' 

Multipliziert  man  hier  Zähler  und  Nenner  mit  einer  vorläufig 
beliebig  gewählten,  positiven  Zahl  uf„  so  wird 

.1  = 2 2 '2 y'^) 

^0      ,      M»)      I  1      (^0 

Wählt  man  ,uo  so,  daß 


.  -  _  .  0  _  ."o  _ 

-2  — .Vi»  V'~-^'-'    '    ■    ■    »i"2"~^" 

,"i  ,«a  ."" 


."ö  ,  «ö        ,,  ."o 


wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  (3)  des  §  35: 

^  ^  ff I  ^1  -r  ffi'  ^-'  -i h an  In  .  ,^. 

.9i  +.'72  H +ff« 

Betrachtet  man  eine  wirkliche  oder  fingierte  Beobachtung  /o  mit 
dem  Gewichte  f/,j  =  1  und  ist  deren  mittlerer  Fehler  (u),  so  besteht 
die  Relation: 

?^  =  ffo  =  1      oder      («)  =  «o. 

d.  h.  «0  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung,  welcher  die  Ge- 
wichtseinheit zukommt,  oder  kürzer,  es  ist  «o  der  mittlere  Fehler 
der  Gewichtseinheit,  was  bei  der  Schreibweise 

»I  r/l    =  .«2  .7-  =  .  .  .  =  lli  <)n  =  t«0  .  1 

besonders  deutlich  in  die  Augen  fällt. 

Für  irgend  eine  Beobachtung  /,  mit  dem  Gewichte  7,  ist  der 
mittlere  Fehler  u,  bestimmt  durch 

.«0 
r  (li 


13S 
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t?    yö. 


d.  li.  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  ist  gleich  dem 
mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  dividiert  durch  die 
zugehörige  Gewichtswurzel. 

Um  u;  zu  ermitteln,  ist  daher  die  Kenntnis  von  ;to  erforderlich. 
Betrachtet  man  die  verschieden  genauen  Beobachtungen  mit  ihren 
verschiedenen  mittleren  Fehlern 

1-2  +  11-2 
....    USW. 

sowie  die  mit  den  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte  multiplizierten  Aus- 
drücke: _  _  _ 

usw., 

so  erkennt  man.  daß  die  mit  den  Gewichtswurzeln  multiplizierten 
Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit  sind,  denn  alle  weisen  nun- 
mehr den  gleichen  mittleren  Fehleren,,  auf.  Man  sagt  daher,  daß  die 
Beobachtungen  durch  Multiplikation  mit  den  entsprechenden  Gewichts- 
wurzeln auf  Beobachtungen  mit  dem  Gewichte  1  reduziert  werden.  Haben 

die  ursprünglichen  Beobachtungen  /,,  L,  .  .  .  l„ 
die  wahren  Beobachtungsfehler  fj,  £j.>  •  •  •  «", 
so  entsprechen  den  reduzierten  Beobachtungen  /,  Y yi,  L  Y g^,  ■  ■  ■  l„  Yg„ 

die  wahren  Fehler  «i  Y gi,  s.j  }  f/^.,  .  .  .  £„  Yg„ , 

denn  wird  eine  Beobachtung  mit  einer  konstanten  Zahl  multipliziert, 
so  wächst  nach  dem  Fehlerübertragungsgesetz  auch  deren  Fehler  in 
demselben  Verhältnisse.  Von  gleich  genauen,  mit  dem  mittleren  Fehler 

+  ,U(,  behafteten  Beobachtungen  h-Ygi,  deren  wahre  Fehler  die  Werte 

£,  Yg;  besitzen  und  die  in  der  Anzahl  n  vorkommen,  erhält  man  aber 
den  mittleren  Fehler  ft„  einer  einzelnen  dieser  Beobachtungen,  wenn 
man  nach  §  13  aus  dem  n-ten  Teile  der  Fehlerquadratsumme  die 
Quadratwurzel  auszieht.  Es  ist  daher  der 

rigss] 


mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit:     .Un  = 


7/ 


(3) 


und  der  mittlere  Fehler   irgend    einer  Beobachtung  /,    mit    dem  Ge- 
wichte 7,: 


/  yli 


ngi 


(6) 
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Führt   man    in    die  Gleichung  (1)    an    Stelle    des    Genauigkeits- 
maßes //  die  durchschnittlichen  beziehungsweise  die  wahrscheinlichen 
Fehler  ein,  so  erhält  man  durch  analoge  Ableitung  als 
durchschnittlichen  Fehler  der  Gewichtseinheit: 

als  wahrscheinlichen  Fehler  der  Gewichtseinheit    annähernd: 

■[yy. 

und  genauer: 


^-(P^) 


p^,  =  0-998  p;. 

§  37.  Genauigkeitsbestimmung  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels. 

Besitzen  die  behufs  Bestimmung  der  Unbekannten  A'  angestellten 
Beobachtungen  l^,  I2,  .  .  .  .  l„  die  ungleichen  Genauigkeitsmaße  //,, 
^2,  •  •  •  •  f',n  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  11' für  das  Zusammentreffen 
aller  wahren  Fehler  fj,  s^,  .  .  .  ■  £,,  proportional  dem  Ausdrucke 

g— [;.«{«]  __  g— r7(^^Y-/)«^ 

also,  wenn  /.   einen  Proportionalitätsfaktor  darstellt: 

Es  ist  aber 

hl  ( A'-  l,r-  =  h\  X-^-2  h\  X  l,  -r  h\  li 

hl  (X — i,y-  =^hix-  —  2fiiXL^hi  n 


|A-(A— /)2j  =  A--  [h-\  —  2  A'[Ä-/|  —  [h-l'\. 
Da  nach  der  Regel  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels  x 


m 

ist.  so  wird: 

[h^-  {X-  m  =  u^']  \x^-2x.v-r^^= m  i^ix-xr—x^^  -  l^i 

Die  Weiterentwicklung    analog    wie    bei  dem  Falle  gleicher  Ge- 
nauigkeit, gibt  nach  ij  2I: 

ir=  ke-l''""'-  '"'''i .  e-'-''.^--i'  .  clX=  c  e-''-'^-^' .  dX. 
Zur  Bestimmung  von  c   hat  man  die  Beziehung: 

^    ......        ..       ,,,  C  /'.„,.  C    \   TT 


=  1, 
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Daraus  folgt:  

t   TT 

lerner  

y  71 

Substituiert  man  für  A  —  x   den    wahren   Fehler    des    arithme- 
tischen Mittels,  also 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  ^  von  der  Form 
gleich:  


somit  ist 
und 


y  7t 


H..  =  }\hh],  (1) 

d.  h.  das  Quadrat  des  Genauigkeitsmaßes  des  allgemeinen  arith- 
metischen Mittels  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Genauig- 
keitsmaße der  einzelnen  ungleich  genauen  Beobachtungen.  Das  Ge- 
nauigkeitsmaß des  einfachen  arithmetischen  Mittels 

He  =  hYn  (2) 

geht  aus  (1)  hervor,    wenn    darin  sämtliche  h    gleichgesetzt  werden. 
Haben  die  gleich  genauen  Beobachtungen  das  Gewicht  g,  so  ist 
das  Gewicht  G,  des  einfachen  arithmetischen  Mittels  zufolge  der  Glei- 
chungen (2)  des  §  35: 

f/i        nii       Ge 
bestimmt  durch 

Ge==ng,  (3) 

d.  h.  das  Gewicht  des  aus  n  gleich  genauen  Beobachtungen  gezogenen 
arithmetischen  Mittels  ist  gleich  dem  «-fachen  Gewichte  einer  Einzel- 
beobachtung. Legt  man  daher  einer  einzelnen  Beobachtung  das  Ge- 
wicht 1  bei,  so  kommt  dem  einfachen  arithmetischen  Mittel  aus  ji 
Beobachtungen  das  Gewicht  n  zu. 

Besitzen  die  einzelnen  Beobachtungen  die  verschiedenen  Gewichte 
fhi  .Vi'.  •  •  •  f/->  und  ist  G„  das  Gewicht  des  allgemeinen  arithmetischen 
Mittels,  so  folgt  aus  (1)  und  den  Proportionen 


i<   38.  Die  charakteristiselien  Fehler  der  (Jewiehtseinheit.  1 1  ] 


9i       Gn         f. vi 

die  Beziehung: 

Ga=gx~-9o^ h  <ln  =   \ij\,  (4) 

d.  h.  es  ist  das  Gewicht  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels  gleich 
der  Summe  der  Gewichte  der  einzelnen  Beobachtunc/en.  Werden  die 
Gewichte  durchaus  gleich  1  genommen,  so  geht  die  Formel  (4)  in 
(3)  über. 

Da  das  allgemeine  arithmetische  Mittel  aufgefaßt  werden  kann 
als  eine  Beobachtung  mit  dem  Gewichte  Ga,  so  ist  der  mittlere  Fehler 
des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels  nach  Gleichung  (6)  des  i?  36 
gegeben  durch 

M  ^0    f*o  /.v 

—YK-m  *•'* 

und  analog  der  durchschnittliche  und  wahrscheinliche  Fehler  des  all- 
gemeinen arithmetischen  Mittels: 

T  '"o  p  Po 

y[9]        y[9\ 

§  38.  Die  charakteristischen  Fehler  der  Gewichtseinheit  als  Funktionen 
der  scheinbaren  Beobachtungsfehler. 

Um  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  als  Funktion  der 

scheinbaren  Beobachtungsfehler   auszudrücken,    stelle    man  folgende 

Betrachtung  an.  Bei  verschieden  genauen  Beobachtungen  hat  man  den 

einzelnen  Gleichungen 

x—l^=i\ 

X ?.2  =  '^'i 

•  •  .  •  . 

der  Reihe  nach  die  Gewichte  ^,,  g.,  .  .  .  g„  zuzuteilen,  d.  h.  man  kann 
sich  jede  dieser  Gleichungen  in  der  Anzahl  der  zugehörigen  Gewichte 
angeschrieben  denken  und  erhält  so  das  Gleichungssj'stem: 

g2X—g..L=gori 


g„  X  —  _9„  /„  =  g„  v„. 

Werden  diese  Gleichungen  addiert  und  durch  f^^]  dividiert,   so 
erhält  man: 
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woraus,  daa:  =  -— -    ist,    die  zur  Kontrolle  für  die  Berechnung:  des 

[.7] 
allgemeinen  arithmetischen  Mittels  dienende  Bedingung 

[;/'-|=0  (1) 

resultiert,  die  für  gleich  genaue  Beobachtungen  in  [r]  =  0  übergeht. 
Operiert  man  nun  an  Stelle  der  Fehler  s  der  ungleich  genauen 
Beobachtungen  mit  den  reduzierten  Fehlern  e  Vg  der  auf  gleiche 
Genauigkeit  gebrachten  Beobachtungen,  so  geht  die  Summe  der  Glei- 
chungen (5)  des  s^  25,  nämlich: 

[s8]  =  [vv]-i-2[v\^-\-nr- 
über  in 

\gee]  =  \9vv]^-2[gv]^+[9]r^- 

Zieht  man  in  Erwägung,  daß  t,  der  wahre  Fehler  des  allgemeinen 
arithmetischen  Mittels,  niemals  mit  Sicherheit  erhalten  werden  kann 
und  es  noch  am  wahrscheinlichsten  ist,  hiefür  den  mittleren  Fehler  J/„ 
nach  (5)  des  i?  37  einzuführen,  also 

fc2  _  71/2  _  _i^^ 

[.vi 

zu  setzen,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (1): 

Ujss]^-\gvv\  -\-^l  (2) 

Nun  ist  aber  nach  (5)   des  ^  36:    ^f,= 

Substituiert  mau  diesen  Wert  in  (2),  so  ergibt  sich  als  Analogon 
zur  Gleichung  (11)  des  ij  25,  S.  99: 

n 

Mit  Hilfe  dieser  Relation  ist  man  in  der  Lage,  in  allen  Formeln, 
welche  die  Summe  der  mit  den  Gewichten  multiplizierten  Quadrate 
der  wahren  Fehler  enthalten,  die  scheinbaren  Fehler  einzuführen. 
Demgemäß  ist  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit: 

,,=\fkIi}  =  \flM  (4) 

Jl        n  )    n  —  1 

und  der  mittlere  Fehler  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels: 

Um  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  als  Funktion  der 
scheinbaren  Fehler   auszudrücken,    kann    man    auch    folgenden   Weg 
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einschlagen,    der    auch    zur    einfachen  Bestimmung  der  übrigen  cha- 
raivteristischen  Fehiermafie  führt.  Geht  man  von  der  Gleichung 

aus,  so  folgt:  _  _ 

Ist  gi  das  Gewicht  einer  Beobachtung,  deren  scheinbarer  Fehler 
Vi  ist,  so  entspricht  der  scheinbare  Fehler  r]  einer  Beobachtung  vom 
Gewichte  1,  denn  es  besteht  die  analog  gebaute  Gleichung: 

Gehören  also  die  scheinbaren  Fehler  r,,  t-o,  .  .  .  v„  den  ungleich 
genauen  Beobachtungen  mit  den  verschiedenen  Gewichten  gi,  (/g,  .  .  .  //„ 
an,  so  entsprechen  die  scheinbaren  Fehler  fj,  rö,  .  .  .  v'„  den  gleich 
genauen  Beobachtungen  vom  Gewichte  1.  Die  Formeln  für  die  charak- 
teristischen Fehler  gleich  genauer  Beobachtungen  mit  den  scheinbaren 
Fehlern  v{  bis  v'„  lauten  aber: 


n—1  Ynin  —  l)  ^  nYn{n—l) 


folglich  ist  mit  Rücksicht  auf  (6): 


der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  (Iq 


n  —  1 


(7) 


der  durchschnittliche     „         „  „  ^o  = ,/    '      ^ ^^       (8) 

K  n  {n  —  1) 

[yi7~vY 

der  wahrscheinliche       „         „  „    po  =  0-998      ,     -^j —     (9) 

n\  n{n  —  1) 


und  es  sind  die  charakteristischen  Fehler    des    allgemeinen  arithme- 
tischen Mittels: 


M,.= 


[9] 


r     [g  V  v] 
[9]in-l) 


(10) 


T,  =3=.  =  -Jl£M=  (11) 

Y[g]        r[g]n(n-l) 

/?„=-^  =  0-998 -iI^£L=.  (12) 

Anmerkung.  An  dieser  Stelle  möge  auf  eine  von  der  Theorie 
nicht  gebilligte  Auffassung  kurz  hingewiesen  werden,  welche  in 
manchen  Praktikerkreisen  Eingang  gefunden  hat.  (Siehe  des  Ingenieurs 
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Taschenbuch  „Die  Hütte".)  Hierin  wird  bei  ungleich  genauen  Beol)- 
achtungeu  von  der  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  Gewichts- 
einheit Umgang  genommen  und  dafür  der  mittlere  Fehler  einer  fin- 
gierten Beobachtung  bestimmt,  welcher  als  Gewicht  das  arithmetische 

\9\ 


Mittel  aller  Gewichte,   also  das  Gewicht 


n 


zukommt    Der    mittlere 


Fehler  einer  solchen  Beobachtung  ist  dann 


(«) 


.«0 

n 


r 


n 


n 


[gv  v] 


womit  der  mittlere  Fehler  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels 


ii/„=^= 


Y 


n 


[g  V  v] 


[fAin-1) 


wieder  richtig  erhalten  w;ird. 

Beispiel.  Eine  Strecke  sei  von  drei  Geometern  unabhängig  und 
von  jedem  wiederholt  gemessen  worden,  wobei  sich  als  arithmetisches 
Mittel  aus  den  von  je  einem  Geometer  abgelieferten  Beobachtungen 
folgende  Resultate  mit  ihren  mittleren  Fehlern  ergeben  haben: 


Z±,u 

/^2 

1 

^  =  ^:3-19 

17 

485-67  ±0-56 

485-85  +  0-25 

!   485-40  ±0-20 

0-3136 
0-0(i25 
0-0400 

3-19 
16-00 
25-00 

1 
5 

1 

2-24 
2-83 

Aus  den  Angaben  am  Kopfe  dieser  Zusammenstellung  ergibt 
sich  die  Berechnung  der  Gewichte,  wobei  das  Gewicht  der  ersten 
Beobachtung  absichtlich  zur  Einheit  gewählt  ist  und  die  übrigen  Ge- 
wichte auf  einfache  ganze  Zahlen  abgerundet  wurden.  Mit  Benützung 
dieser  Gewichte  ergibt  sich  der  wahrscheinlichste  Wert  der  gemes- 
senen Länge  als  allgemeines  arithmetisches  Mittel  wie  folgt: 
0-67.  1  +  0-85.  5 +  0-40.  8 


L^  48.' 


1  +  5  +  8 


=  485  +  0-58  =  485-58. 


Die  Genauigkeitsberechnung  nimmt  folgenden  Gang: 


L-l^v 

gv 

V  V 

gvv 

\9  >\ 

- 

l^l^i^: 

\   -0-09 

—  0-27 

i    +0-18 

1 

—  0-09 
-185 
-f  1-44 

0-0081 
0-0729 
0-0324 

0-0081 
0-3645 
0-2592 

0-090 
0-605 

0-30 
0-78 
0-71 

000 

0-6318 

1-204 

1-79 
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Die  Rechenprobe   [yv]  =0  stimmt.  Der  mittlere  Fehler  der  Ge- 
wichtseinheit ist: 


.«0  = 


^\gvv] 


ro-6318        ,  ^.,„ 
=  +  0-562. 


Der  mittlere  Fehler  des  allffemeinen  arithmetischen  Mittels  ist: 


'o' 


,,  u„  0562 

M„  =  -fL=  =  -^=-  =  +  0150 

Y[;/]       Yu 

und  das  Resultat  daher:  L  =  485-58 -i- 0'15. 

Rechnet  man  zur  Kontrolle  die  mittleren  Fehler  der  einzelnen 
Beobachtungen : 

/    =:^  =  0  56.      ^"=^  =  0-25,      ^"'=/J^=0-20, 

y  1  y  ö  K  8 

so  müssen  sich  dieselben  übereinstimmend  mit  den  gegebenen  mitt- 
leren Fehlern  ergeben,  wenn,  wie  in  unserem  Beispiele,  in  der  Reihe 
der  Messungen  eine  vorkommt,  welche  das  Gewicht  1  besitzt.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  hat  anstatt  der  Übereinstimmung  ein  propor- 
tionales Verhalten  stattzufinden,  wie  im  Beispiele  des  folgenden  Para- 
graphen. 

Wir  berechnen  noch  den  durchschnittlichen  und  wahrschein- 
lichen Fehler  der  Gewichtseinheit: 

1-204  1-792 

^o  =  — 77^  =  0-491,       Po  =  0-998 —^^  =  0-435. 

y  6  3y  6 

§  39.  Das  Gesamtgewicht. 

Betrachtet  man  mehrere  ßeobachtungsreiheu,  welche  «i,  no,  713,  .  . 
unter  sich  gleich  genaue  Beobachtungen  mit  den  korrespondierenden 
Gewichten  />!,  2^2y  2h;  ■  •  •  enthalten,  so  besitzen  die  arithmetischen 
Mittel  der  einzelnen  Beobachtungsreihen  nach  Gleichung  (3)  des  i?  37 
die  Gewichte 

5'i=^ii'i.  fh  =  '>i2Pz,     ■     ■     ■     usw. 

Liegt  kein  Grund  vor,  die  Beobachtungen  der  einen  Reihe  ge- 
nauer zu  halten,  als  diejenigen  einer  anderen,  oder  weiß  man  über 
die  Genauigkeit  im  vorhinein  überhaupt  nichts  auszusagen,  so  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  b.\s  2h=Ih=^- ■ -^  ^  zu  setzen,  wodurch  er- 
halten wird: 

9i  =  ^hy  92  =  **2>     •     •     •     usw. 

d.  h.  unter  sonst  gleichen  Umständen  können  die  Gewichte  der  durch 
Mittelbildung  aus  wiederholten  Einzelbeobachtungen  gewonnenen  Be- 
wein seh,  Ausgleichungsrechnung  L  JQ 
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obachtungsresiutate  den  Wiederholungszahlen.geradezu  gleich  gesetzt 
werden.  Stillschweigend  werden  hiebei  den  Einzelbeobachtungen  das 
Gewicht  l  zugeschrieben.  Diese  Gewichte  kann  man  passend  „Wieder- 
holungsgewichte" nennen, 

Ist  man  nicht  berechtigt,  die  arithmetischen  Mittel  verschiedener 
Beobachtungsgruppen  gleich  genau  zu  halten,  indem  etwa  die  zur 
Bildung  der  arithmetischen  Mittel  herangezogenen  Einzelbeobach- 
tungen nicht  mit  einem  und  demselben  Instrumente  oder  von  ver- 
schiedenen Geodäten  oder  unter  verschieden  günstigen  Umständen 
ausgeführt  worden  sind,  so  daß  man  den  verschiedenen  arithmetischen 
Mitteln  die  „Genauigkeitsgewichte"  ^1,  JJ2,1'3?  •  ••  zuzuteilen  bemüssigt 
ist,  so  sind  die  Gesamtgewichte  den  Produkten  aus  den  Wiederholungs- 
gewichten n  und  den  Genauigkeitsgewichten  p  gleich  zu  halten.  Außer 
den  beiden  genannten  Gewichtsgattungen  gibt  es  aber  noch  andere, 
zur  Bildung  des  Gesamtgewichtes  beitragende  Faktoren.  So  hat  man 
bei  Längenmessungen,  deren  Fehler  bei  sonst  gleichen  Umständen 
und  gleicher  Messungssorgfalt  —  wenn  er  nur  von  systematischen 
Teilen  befreit  ist  —  der  Quadratwurzel  aus  der  gemessenen  Länge  L 

proportional  ist,  die  „Längengewichte"    y->     bei     Konstantenbestim- 

mungen  von  Distanzmessern  die  „Entfernungsgewichte",  bei  Richtungs- 
beobachtungen die  „Strahlengewichte"  usw.  einzuführen.  Immer  aber 
kombinieren  sich  die  verschiedenartigen,  einer  einzelnen  Bestimmung 
beizulegenden  Gewichte  durch  Multiplikation  zu  dem  Gesamtgewichte. 
So  bestimmt  Jahn  (1839)  das  Gesamtgewicht  bei  Besetzungen  von 
Stellen  aus  dem  Produkte  a  g  v  Ik  für  jeden  einzelnen  Kandidaten, 
wo  a  das  Alter,  g  die  Gesundheit,  v  das  Vermögen,  l  das  Ledig-  oder 
Verheiratetsein  und  k  den  Charakter,  die  Kenntnisse  und  Leistungen 
des  Kandidaten  bedeuten  und  sich  deren  Einheiten  auf  den  jüngsten, 
den  kränklichsten,  den  reichsten  und  jeden  ledigen  Kandidaten  be- 
ziehen und  k  durch  vorausgegangene,  sorgfältige  Untersuchung  von 
den  stellenbesetzenden  Machthabern  durch  eine  Zahl  auszudrücken  ist. 

Dem  Begriffe  „Gewicht"  kommt  demnach  eine  viel  allgemeinere 
Bedeutung  als  die  eines  bloßen  Genauigkeitsmaßes  zu:  es  ist  allge- 
mein als  ein  die  Beobachtungsart  näher  bezeichnendes  Merkmal  auf- 
zufassen, das  sich  von  den  direkt  angestellten  Beobachtungen  auch 
auf  Funktionen  von  Beobachtungen  gewissermaßen  überträgt. 

Während  die  Wiederholungsgewichte  n  unmittelbar  gegeben 
sind,  müssen  die  Genauigkeitsgewichte  p  auf  Grund  von  besonderen 
Untersuchungen  vor  jeder  weiteren  Rechnung  ermittelt,  zuweilen 
auch  nur  durch  bloße  Schätzung  festgestellt  werden.    Die  Vornahme 
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derartiger  Sehätzungen  oder  Taxierungen  erfordert  aber  große  Er- 
fahrung und  Unbefangenheit  des  Urteils.  Gauß  schreibt  hierüber  in 
einem  vom  2.  April  1840  datierten  Briefe  an  Gerling:  „Mittel  zu 
einiger  Schätzung  wenigstens  wird  man  bei  Mutterwitz  fast  immer 
finden;  wo  aber  alle  Kenntnis  gänzlich  fehlt,  daliegt  es  doch  wahr- 
haftig nicht  an  der  Methode  selbst,  daß  sie  ihre  Dienste  versagen 
muß.  Sachkenntnis  kann  bei  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  niemals  erlassen  werden." 

Sind  die  mittleren  Fehler  /t  der  Einzelbeobachtungen  bekannt, 
so  können  daraus  die  Genauigkeitsgewichte  nach  der  Formel 

1  ,  k 

P  =  —o       oder      p=  -, 

berechnet  werden,  wobei  h  nach  Belieben  gewählt  werden  kann.  Ein 
Zahlenbeispiel  wird  das  Vorgebrachte  deutlicher  machen. 

Beispiel.  Gesetzt,  es  rücken  zur  Durchführung  einer  umfang- 
reichen Triangulierung  drei  Ingenieure  aus,  welche  mit  verschiedenen 
Theodoliten  ausgerüstet  sind,  die  mit  I,  II  und  III  bezeichnet  werden 
sollen  und  deren  Leistungsfähigkeiten  aus  den  Winkelmessungen 
einer  älteren  Triangulierung  durch  Berechnung  der  mittleren  Fehler 
in  folgender  Weise  ermittelt  worden  sind. 


1 

In- 
strument 

1 

n 

V  V 

(i 

y^- 

1 

(,2 

100 

I 
III 

110 

85 

124 

2156 
1307 

3S70 

4-4o 
3-94 
5-59 

19-78 
15-56 
31-21 

0-05 
0-06 
0-03 

1 
5 
6 
3 

Aus  Winkelmessungen  mit  dem  Instrumente  I  in  der  Anzahl  110, 
mit  dem  Instrumente  II  in  der  Anzahl  85  und  mit  dem  Instrumente  III 
in  der  Anzahl  124  wurden  die  mittleren  Fehler  einer  einzelnen  Winkel- 


messung nach  der  Formel  u  = 


[V  v\ 


berechnet.  Dieselben  sagen  aus, 


11— \ 

daß  bei  einer  vorzunehmenden  Winkelmessung  mit  diesen  Instrumenten 
die  Winkelfehler  4- 4''45,  +3''94  beziehungsweise  4-_5''59  mit  größter 
mathematischer  Hoffnung  zu  erwarten  sind.  Diesem  Verhalten  ent- 
sprechen die  Gewichte  ]\  =  5,  p..  =  6,  ps  =  3.  Wurde  nun  ein  und 
derselbe  Winkel  mit  dem  Instrumente     I  .  .  .  j'i  =  12mal 

,        «  n  II   ...  1-2  =    8   , 

ni  .  .  .  j'3=  6  , 

gemessen  und  haben  die  drei  gleich  verläßlichen  Ingenieure  hiebei 
als  einfache  arithmetische  Mittel  folgende  Resultate  erhalten: 

10* 
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I:    /,  =580l7'26-'62 
11:   /2=58    17  28-34 
III:   /3  =  58    17  21-04, 

so  sind  als  Gesamtgewichte  dieser  Bestimmungen  anzunehmen: 

I:  i>^2h  =  12  .  5  =  60  oder  durch  6  gekürzt:  7,  =  lo 

II:   v.> 2x3  =    8  .  6  =  48  ^2=8 

III:  VsP3=    6.3  =  18  5'3=    3. 

(Unter  der  Verwendung  eines  und  desselben  Instrumentes  würden 
die  Wiederholungszahlen  v  allein  zur  Anwendung  kommen.  —  Würde 
hingegen  die  Verläßlichkeit  der  Ingenieure  im  Verhältnisse  wie  1:2:3 
stehen,  welche  Zahlen  selbstverständlich  nur  im  Wege  einer  Schätzung 
angegeben  werden  könnten,  so  wären  die  Gesamtgewichte  durch  die 
Produkte  l7',^^i  =  10,  2ia.^Jo  =  i6,  31^32^3  =  9  bestimmt.) 

Unter  den  gegebenen  Umständen  ist  der  wahrscheinlichste  Wert 
des  gemessenen  Winkels: 


a 


=  58°  17' 20' 


6-62. 10 -f- 8-34.  8  J-  1-04.3 

lO-J-8^3 


=  58»  17' 20' 


6''48. 


Die  W^eiterrechnung  gibt: 


Instr. 

a  —  1  =  v 

gv 

vv 

ffVV       \ 

I 

II 
III 

-0''14 
—  1-86 
+  5-44 

—   1-40 

— 14-88 
+  16-32 

0-0196 

3-4596 

29-593() 

0-1960 
27-6768  j 
88-7808  ' 

+   0-04 

116-6536  , 

fto 


rigvv] 
n  —  1 


r 


I    116-6536 

/    ;; 


-f7-'637 


_     ^0      _  7-637 

"  —    T  r  -%r — 


+  1''667. 


Das  Resultat  lautet  sohin:  «=  50"  17' 26-'48  +  l-'67. 
Die  mittleren  Fehler  der  von  den  einzelnen  Ingenieuren  einge- 
lieferten Resultate  sind: 


.«0 


^i    =^=  +  2-"41,        ^,1=  ^^  =  +  2.67,         /.„,  =  ^;^  =  +  4-41. 

Aus  den  ursprünglichen  mittleren  Fehlern  u  für  je  eine  Winkel- 
messung ergeben  sich  die  mittleren  Fehler  ju'  für  die  einfachen  arith- 
metischen Mittel  wie  folfft: 
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4-45  ,      „  ,        3-94  ,  ,        5-59 

«,^^^^  =  ±1-28,      ,,=    ^^_  =  +  i.3c.,       ,,  =  ._^_.  =  +  2-2H. 

Bei  richtiger  Rechnung  müssen  die  Veriiältnisse  bestehen: 

.«1  ^"1I  ^"111  =.«1  :  «'2  :.«:;• 

Damit  die  drei  Ingenieure  bei  Benützung  ihrer  ungleich  ge- 
nauen Instrumente  dennoch  gleichwertige  Resultate  zu  Wege  bringen, 
müßten  sie  bei  gleicher  Sorgfalt  und  gleichen  Nebenumständen  die 
Beobachtungen  in  solcher  Anzahl  anstellen,  daß  die  Produkte  vj) 
gleich  werden.  Es  müßte  z.  B, 

der     I.  Ingenieur  v'  =^    ^  (oder  12)  Beobachtungen 
,11.  „  v"  =    b  {    ,      10) 

.    III.  «  2.'"  =10  (    ,       20) 

ausführen,  um  dasselbe  Gesamtgewicht  30  (oder  6i»)  zu  erzielen.  Die 
auf  diese  Weise  auf  gleiche  Genauigkeit  gebrachten  Beobachtungs- 
resultate könnten  dann  zu  einem  einfachen  arithmetischen  Mittel 
vereinigt  werden. 


'ö" 


§  40.  Ausscheidung  von  Beobachtungen. 

Das  einfache  arithmetische  Mittel  ist  im  Sinne  der  Wahrschein- 
lichkeitstheorie nur  dann  der  wahrscheinlichste  Wert  der  beobach- 
teten Größen,  wenn  die  zur  Mittelbildung  verwendeten  Beobachtungs- 
resultate von  gleicher  Genauigkeit  sind.  Sobald  aber  das  arithme- 
tische Mittel  als  der  wahrscheinlichste  Wert  angesprochen  wird,  sind 
alle  mit  ihm  nicht  übereinstimmenden  Beobachtungen  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauche  als  weniger  wahrscheinlich  zu  bezeichnen, 
und  zwar  wäre  dementsprechend  eine  Beobachtung  um  so  weniger 
genau  zu  nennen,  je  weiter  sie  von  dem  arithmetischen  Mittel  ent- 
fernt ist  oder  je  größer  ihr  scheinbarer  Fehler  ausfällt.  Werden  aber 
von  diesem  Gesichtspunkte  aus  den  einzelnen  Beobachtungen  ver- 
schiedene Genauigkeiten  beigemessen,  so  wäre  der  wahrscheinlichste 
Mittelwert  nicht  mehr  nach  dem  einfachen,  sondern  nach  dem  all- 
gemeinen arithmetischen  Mittel  zu  bilden,  obgleich  die  ursprüng- 
lichen Beobachtungen  ausdrücklich  von  gleicher  Zuverlässigkeit  vor- 
ausgesetzt wurden  und  sohin  keine  Gewichtsunterscheidungen  getroffen 
werden  dürften.  Dem  darin  enthaltenen  Sophismus  läßt  sich  nur  da- 
durch beikommen,  daß  das  arithmetische  Mittel  überhaupt  nicht  als 
der  wahrhaft  wahrscheinlichste  Wert,  sondern  bloß  als  ein  approxi- 
mativer Mittelwert  erklärt  wird,  wobei  das  Vorhandensein  der  mehr 
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oder  minder  großen  Abweichungen  vom  Mittel  lediglich  dem  reinen 
Zufall  anzurechnen  sei. 

Alle  Versuche,  eine  Verbesserung  des  arithmetischen  Mittels 
durch  Einführung  sophistischer  Gewichte  unter  Beibehaltung  aller 
ursi)rüiiglich  gleichwertigen  Beobachtungen  herbeizuführen,  können 
daher  die  beabsichtigte  Wirkung  nur  verfehlen.  Hiezu  gehört  das 
Verfahren  von  Svanberg  (1821),  wonach  den  ursprünglich  gleich- 
gewichtig angenommenen  Größen  nachträglich  Gewichte  beigelegt 
werden,  welche  den  reziproken  Werten  der  scheinbaren  Fehler  oder 
deren  Quadrate  proportional  zu  setzen  sind.  Ähnliche  Betrachtungen 
haben  auch  Morgan  (1847)  und  Glaisher  (1873)  angestellt,  indem 
auch  sie  den  Beobachtungen  durch  Zuerteilung  fiktiver  Gewichte  einen 
um  so  geringeren  Einfluß  auf  die  Mittelbildung  einräumen,  je  weiter 
sie  von  dem  einfachen  arithmetischen  Mittel  abstehen. 

Derartige  Bestrebungen,  auf  diesem  Wege  eine  Verschärfung 
der  Resultate  zu  erreichen,  führen  schließlich  dahin,  den  vom  arith- 
metischen Mittel  beträchtlich  abweichenden  Beobachtungen  die  Anteil- 
nahme an  der  Mittelbildung  überhaupt  zu  entziehen. 

Hält  man  sich  die  Definition  von  Muncke*)  vor  Augen,  wonach 
das  arithmetische  Mittel  mit  Ausschluß  der  von  dem  Mittel  selbst  am 
weitesten  abweichenden  Beobachtungen  als  das  der  absoluten  Wahr- 
heit ammeisten  genäherte  anzusehen  sei,  so  kann  man  geneigt  sein, 
vor  der  definitiven  Mittelbildung  alle  Beobachtungen,  deren  Abwei- 
chungen von  dem  vorläufigen  arithmetischen  Mittel  im  positiven  wie 
im  negativen  Sinne  eine  gewisse  Grenze  überschreiten,  gänzlich  zu 
verwerfen.  Untersuchungen  nach  dieser  Richtung  hin  wurden  auch 
angestellt  von  Benjamin  Peirce  (1852),  Gould  (18ö4),  Airy  (18ö6), 
Wiulock  (1856),  Chauvenet  (1868),  Stone  (1876),  Jordan  (1877), 
Helmert  (1877),  Newcomb  (1886),  Lehmanu-Filhes  (1887),  Ber- 
trand (188s),  Czuber  (1891)  und  Vogeler  (1907). 

Die  meisten  dieser  Untersuchungen  fußen  auf  der  Annahme,  daß 
die  Zahl  der  vorliegenden  Beobachtungen  eine  außerordentlich  große 
sei,  in  welchem  Falle  aber  das  Auftreten  einer  abnorm  abweichenden 
Beobachtung  ohnehin  keinen  störenden  Einfluß  auf  den  wahrschein- 
lichsten Mittelwert  und  sein  Fehlermaß  ausübt.  Eine  besonders  ab- 
weichende, zweifelhafte  Beobachtung  vermag  nur  dann  eine  merk- 
liche Beeinträchtigung  des  Mittelwertes  herbeizuführen,  wenn  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  eine  beschränkte  ist,  in  welchem  Falle  aber 


*)  G.  W.  Muncke:  Über  die  Methode  der  kleinsten  Quadratsunime.  (Gehlers 
Physik.  Wörterbuch.  1825.  Artikel  ..Beobachtung'".) 
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die  für  die  Ausscheidun^j^  derartiger  Beobachtungen  aufgestellten  Ge- 
setze keine  volle  Gültigkeit  besitzen. 

Während  manche  Ausgleieher  aus  prinzipiellen  Gründen  gegen 
die  Ausschließung  einzelner,  durch  bloße  Vergleichung  mit  den  übrigen 
Beobachtungen  als  zweifelhaft  zu  haltender  Beobachtungen  sich  aus- 
gesprochen haben,  finden  andere  hiezu  selbst  dann  eine  gewisse  Be- 
rechtigung, wenn  nicht  gerade  ungewöhnliche  Ursachen  einen  frag- 
lichen Widerspruch  herbeigeführt  haben  sollten.  (Abweichungen,  die 
offenbar  auf  groben  Irrtümern  oder  Schreibfehlern  beruhen,  muß 
man  natürlicherweise  eliminieren.) 

Hagen  (1837)  teilt  hierin  folgende  Ansicht:  ..Die  Täuschung, 
die  man  durch  Verschweigen  von  Messungen  begeht,  läßt  sich  eben- 
sowenig entschuldigen,  als  wenn  man  Messungen  fälschen  oder  fin- 
gieren wollte.  —  Hat  man  während  der  Beobachtung  von  der 
großen  Unsicherheit  einzelner  Messungen  sich  überzeugt,  so  kann  man 
diese  unberücksichtigt  lassen;  letzteres  darf  aber  nicht  deshalb  ge- 
schehen, weil  man  später  bemerkt,  daß  sie  von  den  übrigen  be- 
deutend abweichen  (man  nimmt  nämlich  ein  unendlich  kleines  Ge- 
wicht an)." 

Bessel  und  Baeyer  (1838)  geben  folgende  Erklärung  ab:  „Wir 
haben  jede  gemachte  Beobachtung,  und  zwar  alle  mit  gleichem  Ge- 
wichte, zu  dem  Resultate  stimmen  lassen,  ohne  das  etwaige  Zusammen- 
treffen ungünstiger  Umstände  mit  der  stärkeren  Abweichung  einer 
Beobachtung  als  einen  Grund  zu  ihrer  Ausschließung  gelten  zu  lassen. 
Wir  haben  geglaubt,  nur  durch  die  feste  Beobachtung  dieser  Regel 
Willkür  aus  unseren  Resultaten  entfernen  zu  können."' 

Gerling  (1848)  drückt  sich  über  die  Bedeutung  der  angestellten 
Beobachtungen  recht  drastisch  aus,  indem  er  sagt:  „Jede  Beobach- 
tung, die  nicht  einen  entschiedenen  protokollarischen  Verdachtsgrund 
gegen  sich  hat,  habe  ich  als  einen  Zeugen  für  die  Wahrheit  zu  be- 
trachten, und  ebensowenig,  wie  ich  den  Zeugen  torquieren  darf, 
bis  er  sagt,  was  ich  gesagt  haben  will,  ebensowenig  darf  ich  auch 
ohne  weiteres  sein  Zeugnis  verwerfen,  weil  dasselbe  von  den  übrigen 
bedeutend  abweicht." 

Faye  (1888)  erblickt  in  der  Verwerfung  einzelner  Beobach- 
tungen eine  schwere  Unzukömmlichkeit,  da  es  dem  Rechner  in  vielen 
Fällen  leicht  wäre,  auf  diesem  Wege  aus  den  Beobachtungen  das  ihm 
am  besten  zusagende  Resultat  zu  ziehen,  um  dadurch  eine  vorgefaßte 
Meinung  zu  stützen.  Die  beste  Regel  sei  daher  die,  nur  solche  Beob- 
achtungen auszuscheiden,  welche  sich  als  zweifelhaft  kennzeichnen 
in  dem  Augenblicke,  wo  sie  gemacht  werden  und  vor  jeder  Rechnung. 
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Bertrand  (1888)  ist  der  Meiuung,  „daß  die  Unterdrückung  der 
als  schlecht  bezeichneten  Beobachtungen  die  Zuverlässigkeit  der  Re- 
sultate um  so  mehr  erhöhen  wird,  je  mehr  Beobachtungen  beseitigt 
worden  sind",  oder  mit  anderen  Worten,  je  rigoroser  man  hiebei  zu 
Werke  geht. 

„Es  unterliegt  keinem  Zweifel,"  sagt  Czuber  (1801),  „daß  die 
Ausscheidung  solcher  Beobachtungen,  deren  Abweichung  vom  arith- 
metischen Mittel  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  gewisse  Grenze 
überschreitet  und  die  vermutlich  oder  höchst  wahrscheinlich  minder 
gut  sind,  die  Genauigkeit  des  Resultates  erhöhen  müßte,  und  zwar 
in  um  so  höherem  Grade,  je  enger  man  jene  Grenze  zöge." 

Wir  wollen  nun  ein  Verfahren  bekannt  machen,  das  die  Aus- 
scheidung von  Beobachtungen  theoretisch  noch  am  meisten  berechtigt 
erscheinen  läßt.  Die  unendlich  kleine  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein 
Fehler  in  das  Intervall  von  t-  bis  v^dv  falle, 

ic  =  -^e -'''''  dv, 

bleibt  konstant,  wenn  der  Exponent  von  c  konstant  ist.  Setzt  man 

h-  v-  =  t^,     also  V  =  7-     und     dv  =  -^y 

n  h 


so  wird 


w^=zr7=e~'^  dt, 


daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Fehler,  absolut  genommen, 
kleiner  als  v  sei,  also  innerhalb  der  Grenzen  ±_v  falle: 

—  <  0 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  er  größer  als  c  sei  oder  außerhalb 
der  Grenzen  +  ^  zu  liegen  komme : 

)r,=  l  — 0(0- 

Für  diejenige  Fehlergrenze,  welche  bei  a  Beobachtungen  von 
der  Hälfte  überschritten  und  von  der  anderen  Hälfte  nicht  über- 
schritten wird,  für  welche  ^ 

2 
ist,  also  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  ist  daher 
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vsomit 

Um  jene  Fehlergrenze  V  zu  ermitteln,  welche  bei  //  Beobach- 
tungen gerade  noch  von  einer  einzigen  Beobachtung  gesetzlich  über- 
schritten werden  darf,  ist  die  innere  Wahrscheinlichkeit: 

n 
und  die  äußere  Wahrscheinlichkeit: 

n 

Berechnet  man  hieraus  mit  Hilfe  der  Tafel  1  das  Argument  /„, 
so  erhält  man,  je  nachdem  n,  0^  oder  p  als  FehlermaL»  gewählt  wird: 


^V2       %yn  9 

und  hieraus 


V=tj'2[i  =  t„Y^»^f„  ^ 


Kommen  in  der  Beobachtungsreihe  mehr  als  ein  Fehler  vor, 
welche  diese  Grenze  V  überschreiten,  so  sind  alle  außerhalb  derselben 
fallenden  bis  auf  den  kleinsten  von  ihnen  als  der  Theorie  wider- 
sprechend auszuscheiden. 

IndemBeispielvonClarke,§32,  S.  124,  ist  n  =  40  und  /[t  =  0-913, 
folglich  hat  man  zu  setzen: 

39 

>^^=Ö(«4o)=^=  0-975. 

Die  Tafel  I  liefert  hiefür  #40  =  1-58495,  somit  ist 

F=  2-241  46  iw  =  2-046. 

Diese  Grenze  überschreitet  nur  ein  einziger  Fehler,  nämlich  der 
zur  Beobachtung  6-35  gehörige:  2"42.  Derselbe  darf  daher,  als  der 
einzige  gesetzmäßig  zulässige,  nicht  ausgeschieden  werden,  er  be- 
stätigt vielmehr  die  Richtigkeit  des  Gaußschen  Fehlergesetzes. 


JH.  Abschnitt. 
Theorie  der  kleinsten  Fehlerquadratsummen. 


JJ.  Vermittelnde  Beobachtungen. 
§  41.  Das  Minimumsprinzip. 

Die  erste  Aufirabe  der  Ausgleichungsrechnung  wurde  dahin 
ausgesprochen,  durch  Kombinationen  aller  überschüssigen  Beobach- 
tungen eindeutige  Resultate  derart  zu  gewinnen,  daß  die  hiedurch 
notwendigen  Änderungen  der  Beobachtungen  auf  ein  geringstes  Maß 
herabgedrückt  werden. 

Wurde  die  Unbekannte  X  wiederholt  mit  gleichbleibender  Ge- 
nauigkeit direkt  gemessen  und  wurden  hiebei  die  Werte  /i,  L, . . .  7„  als 
Messungsergebnisse  erhalten,  so  wird  irgend  ein  willkürlicher,  in  den 
Bereich  der  unmittelbaren  Messungsgrößen  /  fallender  Mittelwert  /q 
durch  Vergleichung  mit  den  Messungsgrößen  ein  Fehlersystem  erzeugen. 
Die  durch  diese  willkürliche  Annahme  an  den  Messungsgrößen  auf- 
tretenden Widersprüche,  Korrektionen  oder  Fehler  seien: 

h  —  h=  ^'i 


/. 


/.,  =  V.y 


'o  ''II  ^'ii- 

Jedem  dieser  Fehler  wird  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  zu- 
kommen, welche  durch  folgende  Ausdrücke  dargestellt  ist: 

(p  (vi )  dv  =  r^L  e - ''"  '5  clv 

V  TT 

(p  (vo)  dv  =  -y=  e ~~ '''  'i  dv 
cp{v„)dr  =  j!-c-""-'.'dv. 

Y  71 
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Die  zusammengesetzte  \Vahrscheinli<'hkeit  für  das  gleichzeitige 
Zustandekommen  des  ganzen  Fehlersystems  r-,  bis  v„  ist  durch  das 
Produkt 

gegeben.  Da  ^\'  eine  Funktion  des  willkürlich  gewählten  Mittelwertes 
Zy  ist,  so  wird  es  die  verschiedensten  Werte  annehmen  können.  Je 
größer  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  desto  mehr  wird  der  angenommene 
Wert  /q.  welcher  die  übrigbleibenden  P^ehler  v  erzeugt  und  daher  die 
Größe  U'  bestimmt,  der  Wahrheit  entsprechen,  daher  wird  derjenige 
Wert  von  l^,  welcher  an  den  Beobachtungen  solche  Widersprüche 
übrig  läßt,  die  das  obige  W'ahrscheinlichkeitsprodukt  W  oder  den 
demselben  proportionalen  Ausdruck 

zu  einem  Maximum  macht,  der  wahrscheinlichste  sein,  denn  dieser 
Ausnahmswert  von  1q  erzeugt  die  wahrscheinlichste  Verbindung  der 
übrigbleibenden  Widersprüche  oder  Fehler.  Nun  erreicht  aber  Sl 
seinen  größten  Wert,  wenn  der  Exponent  der  t-Funktion  oder,  da  // 
konstant  ist.  wenn  [vv]  ein  Minimum  wird.  Die  Bedingung,  welche 
der  wahrscheinlichste  Wert  einer  mit  gleicher  Genauigkeit  wiederholt 
gemessenen  Größe  zu  erfüllen  hat,  spricht  sich  also  dahin  aus,  daß 
die  Summe  der  Quadrate  der  übrigbleibenden  Widersprüche 
zu  einem  Minimum  werde.  Schreibt  man  diese  zu  einem  Prinzip 
erhobene  Bedingung  in  der  Form: 

[V  V]  -Ho  -i,r-^  Oo  -  hr  -r  •  •  •  ^  (/o  -  i-r- = mh', 

so  erhält  man  hieraus  den  wahrscheinlichsten  Wert  von  /q  durch 
Differenzieren  nach  l^  und  Nullsetzen  des  Differentialquotienten.  Dies 
gibt: 


woraus  erhalten  wird: 


Z-il-a- 
l,-  ^^   -a. 


d.  h.  der  wahrscheinlichste  Wert  einer  mit  gleichbleibender 
Genauigkeit  wiederholt  beobachteten  Größe  ist  das  einfache 
arithmetische  Mittel  der  Beobachtungsgrößen,  und  die  von 
demselben  zu  erfüllende  Bedingung  lautet,  daß  die  Summe 
der  Quadrate    der    scheinbaren  Fehler   ein  Minimum  werde. 
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Et:  ist  nichts  merkwürdiges  dabei,  daß  als  Resultat  das  einfache 
arithmetische  Mittel  zum  Vorschein  kommt,  wenn  man  sich  erinnert, 
daß  der  Ableitung  des  Gauß sehen  Fehlergesetzes  das  arithmetische 
Mittel  als  wahrscheinlichster  Wert  einer  mehrfach  beobachteten  Größe 
zu  Grunde  gelegt  worden  ist. 

Haben  die  einzelnen  Beobachtungen  ungleiche  Genauigkeiten 
//i,  //o,  .  .  .  h,„  so  ist  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  daß 
das  Fehlersystem  r,,  r^,  .  .  .  r„  gleichzeitig  begangen  werde,  propor- 
tional dem  Ausdrucke 

Die  Minimumsbedingung  für  den  wahrscheinlichsten  Wert  der 
Unbekannten  lautet  demnach: 

\}i-  r-J  =  rtiiii, 

oder,  wenn  statt  der  Genauigkeitsmaße  die  den  Quadraten  derselben 
proportionalen  Genauigkeitsgewichte  7>i,  ^'2»- • -Z'«   eingeführt  werden, 

[p  vv\  =  min. 

Wird  wieder  v  ^=Iq  —  l  gesetzt,  nach  7,)  differenziert  und  die 
hiedurch  entstehende  Gleichung  zu  Null  gemacht,  so  erhält  man: 

d  [pvc\ 


dl, 

und  hieraus : 


2pi  {.h  —  h)  -r^lhilo-h)^ h  2  p.  (/o—  M  =  0 


''-  [p]    -'^' 


d.  h.  der  wahrscheinlichste  Wert  einer  mit  verschiedener 
Genauigkeit  wiederholt  beobachteten  Größe  ist  das  allge- 
gemeine  arithmetische  Mittel  der  Beobachtungsgrößen,  und 
die  von  demselben  zu  erfüllende  Bedingung  lautet,  daß  die 
Summe  der  mit  den  zugehörigen  Gewichten  multiplizierten 
Quadrate  der  scheinbaren  Fehler  ein  Minimum  werde. 

Da  das  wesentlichste  in  der  Charakterisierung  der  wahrschein- 
lichsten Werte  darin  liegt,  daß  sie  Summen  zu  einem  Minimum  machen, 
worin  die  Quadrate  der  Fehler  die  Hauptrolle  spielen,  so  hat  schon 
Legendre  in  dem  im  Jahre  1806  erschienenen  „Appendice"  zu  der 
Schrift:  „Nouvelles  methodes  pour  la  determination  des  orbites  des 
rometes"',  worin  dieser  Gegenstand  zum  ersten  Male  publizistisch 
behandelt  erscheint,  diesem  methodischen  Ausgleichungsverfahren  den 
Namen  der  3Iethode  der  kleinsten  Quadrate"  beigelegt.  Sie  sollte 
aber  zutreffender  .Methode  der  kleinsten  Summen''   heißen. 
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Das  Prinzip  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 
also  —  wie  Gauß  an  Gerling-  am  2.  April  ls40  schrieb  —  durch- 
aus nicht,  daß  \vv\  ein  Minimum  werden  soll,  sondern  daß  |?>vr| 
ein  Minimum  werde.  «Nur  dadurch,  daß  in  der  Praxis  so  über- 
wiegend oft  solche  Fälle  vorkommen,  wo  /v,  =]>.j  =]>:i  etc.  gesetzt 
werden  kann  oder  muß,  wird  man  verleitet,  das  erste  Enonce  gelten 
zu  lassen  und  zu  vergessen,  daß  nur  das  zweite  das  allgemein 
gültige  ist." 

Aus  der  Minimumsbedingung  in  der  einfachen  Form : 

f  (.r  —  /)-]  =  [v  v]  =  min, 
oder  in  der  allgemeineren  Form: 

[2)  {x  —  ly^]  =  [p  r  v]  =  min, 

ergeben  sich  durch  Differenzieren  nach  ./•  und  Nullsetzen  die  zur 
Kontrolle  des  einfachen  und  des  allgemeinen  arithmetischen  Mittels 
dienlichen  Bedingungsgleichungen : 

[x--/J=    ff]    =0 
[p(x—l)]  =  [pv]=u, 

wie  sie  auch  schon  in  den  §s?  7  und  38  auf  elementarem  Wege  er- 
halten wurden. 

§  42.  Gleichzeitige  Bestimmung  mehrerer  Unbekannten. 

Der  einfache  Fall,  daß  die  Regel  vom  arithmetischen  Mittel  zur 
Bestimmung  einer  Unbekannten  herangezogen  werden  kann,  trifft 
nur  dann  zu,  wenn  die  zu  suchende  Unbekannte  einer  direkten  Messung 
oder  Beobachtung  zugänglich  ist.  In  den  meisten  Fällen  der  Praxis 
können  aber 'die  zu  suchenden,  im  allgemeinen  in  der  Mehrzahl  auf- 
tretenden Größen  nicht  unmittelbar  beobachtet  werden;  es  müssen 
andere  Daten  durch  Beobachtung  gewonnen  werden,  aus  denen  dann 
die  zu  suchenden  Größen  rechnerisch  abzuleiten  sind.  Es  wird  dies 
fast  immer  möglich  sein,  wenn  die  gemessenen  und  die  zu  suchenden 
Größen  in  einem  bekannten  Zusammenhange  stehen,  der  ;in  Form 
von  Gleichungen  zum  Ausdruck  gebracht  werden  kann.  Man  sagt  dann, 
die  Bestimmung  der  unbekannten  Elemente  erfolge  mit  Hilfe  in- 
direkter oder  vermittelnder  Beobachtungen. 

Um  das  Problem  der  gleichzeitigen  Bestimmung  mehrerer  Un- 
bekannten an  einem  Beispiele  zu  demonstrieren,  betrachten  wir  die 
barometrische  Höhenmessung.  Der  Theorie  nach  ist  der  Höhenunter- 
schied H    zwischen    der  Erdoberfläche    und    dem    Beobachtungsorte 
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anuäliernd  eine  lineare  Funktion  des  Barometerstandes  />,  welcher 
mit  11  mittels  gewisser  Koeffizienten  x,  ij  in  folgenden  Zusammen- 
hang gebracht  erscheint: 

B  =  x-{-Hy. 

Wären  die  Größen  .>;  y  bekannt,  so  würde  für  jeden  abgelesenen 
liarometerstand  B^,  Bo,  B^,  .  .  .  die  entsprechende  Höhe  //,,  //o,  //a,  .  •  . 
sofort  berechnet  werden  können.  Um  zur  Kenntnis  der  unbekannten 
Konstanten  .r,  y  zu  gelangen,  wird  man  für  bekannte,  fehlerlos 
vorausgesetzte  Argumente  //  die  zugehörigen  Funktionswerte  B  durch 
Beobachtung  ermitteln.  Es  ist  einleuchtend,  daß  hiebei  mindestens 
zwei  solcher  Wertepaare  erforderlich  sind,  um  aus  den  beiden  so- 
dann bestimmten  Gleichungen 

B^=x-^Hiy 
B2  =  X  -\-  H^y 

die  beiden  Unbekannten  x,  y  berechnen  zu  können.  Diese  Bestimmung 
wird  dann  zwar  mit  voller  Schärfe  möglich  sein,  allein  die  Resultate 
werden    durch    die    bei    Beobachtung    der   liarometerstände    unver- 
meidlich eingetretenen  Beobachtungsfehler   gleichfalls    entstellt    sein, 
aber  man  wird  kein  Mittel  besitzen,  um  über  die  Größe  dieser  Ent- 
stellung, d.  i.  über  die  Fehler  der  Unbekannten  .r,  y  irgend  welchen 
Aufschluß   zu    geben.   Eine   wirksame  Kontrolle   ist   eben    nur    dann 
möglich,  wenn  die  Anzahl  der  Beobachtungen  und  daher  auch  die  der 
Gleichungen  größer  ist  als  die  Anzahl  der  Unbekannten.  Wir  wollen 
nun  dieses  an  einem  Beispiele  erläuterte  Verhältnis  verallgemeinern. 
Ist  die  Anzahl  der  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen  ebenso 
groß  als  die  der  Unbekannten,    so    wird    die  mit  der  Auflösung  der 
Gleichungen  verbundene  Ermittlung  der  Unbekannten  eine  eindeutig 
bestimmte  sein.  Indem  aber  die  begangenen  Beobachtungsfehler  hiebei 
verborgen  bleiben,  hat  man  mit  der  unkontrollierbaren  Berechnung 
der  Unbekannten  sich  zu  begnügen.  —  Ist  die  Anzahl  der  Unbekannten 
größer  als  die  der  gegebenen  Gleichungen,  so  können  die  Unbekannten 
überhaupt  nicht  berechnet  werden,  denn  die  Aufgabe  ist  dann  unbe- 
stimmt. Wenn  aber  mehr  Gleichungen  als  Unbekannte  zur  Verfügung 
stehen,  so  daß  die  Aufgabe  überbestimmt  erscheint,  so  sind  die  Un- 
bekannten nicht  eindeutig,  sondern   mehrfach    bestimmt,    denn    man 
kann  dann  aus  der  überschüssigen  Anzahl  von  Gleichungen  die  zur 
Berechnung  der  Unbekannten  gerade  notwendigen  Gleichungen  will- 
kürlich herausgreifen  und  die  Unbekannten  so  oft  mal  bestimmen  als 
Gruppen  von  unbedingt  erforderlichen  Gleichungen   zu  bilden  mög- 
lich sind. 
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Wenn  alle  Beobachtungsdaten  fehlerlos  wären,  würden  die  Un- 
bekannten nach  jedmöglichem  lierechnungswege  gleichlautend  aus- 
fallen, so  daß  die  überschüssigen  Gleichungen  eigentlich  überflüssig 
wären  und  nur  etwa  zur  Bestätigung  für  die  Verläßlichkeit  der  Beob- 
achtungen oder  die  Richtigkeit  der  Rechnung  verwendet  werden 
könnten.  Da  aber  die  Beobachtungen  keine  absolute  Genauigkeit 
haben,  so  würden  sich  durch  verschiedene  Kombinationen  sämtlicher 
Gleichungen  mehr  oder  weniger  differierende  Resultate  finden  lassen. 
Aus  dieser  Mannigfaltigkeit  von  Kombinationen  diejenige  auszumitteln, 
welche  die  Unsicherheit  der  Resultate  zu  einem  Minimum  macht,  ist 
die  Hauptaufgabe  der  Ausgleichungsrechnung. 

Sind  die  zu  suchenden  Größen  einer  unmittelbaren  Beobachtung 
nicht  zugänglich,  wohl  aber  andere  Größen,  welchen  die  Aufgabe  zu- 
fällt, die  Kenntnis  der  Unbekannten  zu  vermitteln,  so  müssen  die 
theoretischen  Beziehungen  zwischen  den  wahren  Werten  der  zu  be- 
stimmenden Größen  A',  Y,  Z,  .  .  .  und  den  wahren  Werten  der  zu 
beobachtenden  Größen  /vj,  L^,  Lg,  .  .  .  bekannt  sein,  wozu  auch  noch 
gewisse,  fehlerfrei  vorausgesetzte  Parameter  oder  Koeffizienten  «, 
h,  c,  .  .  .  gehören,  welche  den  einzelnen  Beobachtungen  entsprechen. 
Gewöhnlich  sind  diese  theoretischen  Beziehungen  in  der  linearen 
Form 

«1  A'-f-  ^1  y  -T  ^i  ^  ~\ ^^  -'^i 

«.>  A"  -p  ^^2    )'  -{-  C-j  Z  -\-  ■  ■  ■  ^  L.2 


ccn  X-\-  b„  }'-f-  (*„  Z -j =  A. 

gegeben,    oder   allgemein,    wenn    zur    Beobachtung   L,    die    Voraus- 
setzungen a,-,  bi,  c,;  .  .  .  gehören: 

a,X-f-6,r+c,Z+...  =  L,  (1) 

Diese  Gleichungen  werden  nach  Cappilleri  „Vermittlungs- 
gleichungen" genannt.  Darin  sind  die  Koeffizienten  «,  b,  <•,...  als 
gegeben,  also  als  genau  bekannt  anzusehen,  während  die  Beobachtungs- 
größen L  mit  zufälligen  Fehlern  behaftet  erscheinen.  Z.  B.  für  die 
Höhe  §  der  Schneegrenze,  welche  eine  Funktion  der  geographischen 
Breite  S  ist,  kann  die  Formel  angesetzt  werden: 

worin  a=],  6  =  co6'-S3  und  L  =  ^  gesetzt  ist. 

Um  die  zwei  Konstanten  X,  Y  zu  bestimmen,  wird  man  für 
verschiedene  Breiten  Höhenmessungen  in  überschüssiger  Anzahl  vor- 
nehmen, so  daß  die  willkürlich  gewählten  33  als  völlig  genau,  die  ge- 
messenen §  aber  mit  Messungsfehlern  behaftet  anzusehen  sind. 
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Nicht  immer  aber  sind  die  Vermittlimgsgleiehungen  in  Bezug 
auf  die  Unbekaunteu  .V,  }',  Z,  .  .  .  von  der  ersten  Ordnung;  in  der 
allgemeinsten  Form  wird  sich  der  theoretische  Zusammenhang  durch 

die  Gleichunu- 

L,=/,.(A-,  )•    Z.  .  .  .)  (2) 

darbieten,  wo  der  Index  /  auf  die  der  i-ten  Beobachtung  L,  zukom- 
menden Koeffizienten  a,,  b,,  c,  hinweisen  möge.  Wurde  für  die  Beob- 
achtungsgröße L,  tatsächlich  der  Wert  L]  erhalten  und  ist  dessen 
wahrer  Fehler  &,,  so  geht  (2)  über  in 

A'  +  ^/=//(A',   y,  Z,  .  .  .).  (3) 

In  dieser  Form  sind  aber  die  vorhandenen  Gleichungen  mit 
praktischem  Vorteil  zur  Auflösung  im  allgemeinen  nicht  geeignet. 
Hiezu  ist  erforderlich,  daß  die  einer  Ausgleichung  zu  unterziehenden 
Gleichungen  zunächst  linear  gemacht  werden,  denn  soll  die  Aus- 
gleichungsrechnung eindeutige  Resultate  liefern,  so  müssen  sie  aus 
Gleichungen  erster  Ordnung  erhältlich  sein. 

Diese  erforderliche  Transformation  kann  durch  Entwicklung 
der  Gleichungen  (3)  nach  der  Taylorschen  Reihe  ermöglicht  werden. 
Man  verschaffe  sich  auf  irgend  eine  Weise  Näherungswerte  X^, 
Yq,  Zq,  ...  der  Unbekannten,  etwa  derart,  daß  man  aus  den  vorhan- 
denen Gleichungen  so  viele  herausgreift,  als  Unbekannte  vorkommen, 
und  damit  die  vorläufige  Auflösung  anstellt.  Unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  zufälligen  Beobachtungsfehler  so  klein  sind,  daß  Glieder  mit 
Potenzen  und  Produkten  derselben  unbedenklich  vernachlässigt  werden 
können,  gilt  dies  auch  von  jenen  unbekannten  Verbesserungen  |,  t],  t, 
welche  an  die  Näherungswerte  anzubringen  sind,  um  sie  auf  die  wahren 
Werte  zu  bringen.  Man  kann  daher  wie  folgt  entwickeln: 

/,-  (A',  Y,Z,  .  .  .)  =fi  ( A'o  i-  ^,  i  0  -r  'i»  ^0  -r  ^.  •  •  •)  = 

=/•  ( -^0,  ^^o>  -^0.  •  •  •)  +  ^Y  ^  +  Ai  -    »/  -j-  -^Ty  ^  ~i 


£,- 


Hierin  sind  alle  Größen  bis  auf  ^,  »;,  ^  bekannt.  Setzt  man  der 
Kürze  wegen 

A- /<■  {^01  5  Ol  Zo,  .  .  .)  =  /, 

M_„.       i/i_t        »'/_, 


PA'o        "  dY, 


so  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  lineare  Form  an : 

«.■^  +  ö,»?-rC,-^-i Z,  =  f,.  (4) 
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Hier  sind  die  einzelnen  Beobachtungen  /j,  l_.,  h,  .  .  .  und  die  den- 
selben entsprechenden  Koeffizienten  a,,  hi,  c,, . . . ;  a.,  b.j,  c^, . . .  bekannte 
Größen,  während  die  wahren  Verbesserungen  ^,}j,^...  der  Näherungs- 
werte, sowie  die  wahren  IJeobachtungsfehler  ;,,  tg?  ^j,  .  .  •  als  Unbe- 
kannte erscheinen.  Solche  lineare  Gleichungen,  welche  nach  Gauß 
.,Fehlergleichungen"  genannt  werden,  können  bei  n  voneinander  un- 
abhängig angestellten  Beobachtungen  —  entweder  direkt  oder  nach  Ein- 
führung von  Näherungswerten  —  in  der  Anzahl  n  angeschrieben  werden. 

Nebstbei  sei  hieran  die  Bemerkung  geknüpft,  daß  sich  die  Ein- 
führung von  Näherungswerten  auch  dann  empfiehlt,  wenn  die  Ver- 
mittluugsgleichungeu  von  vornherein  linear  sind,  weil  hiedurch  unter 
allen  Umständen  eine  bequeme  Vereinfachung  der  numerischen  Rech- 
nung erzielt  werden  kann,  wenn  die  Koeffizienten  und  absoluten  Glieder 
mehrzifferige  Zahlen  sind.  Der  hiebei  erreichte  Vorteil  ist  derselbe, 
wie  bei  der  Bildung  des  arithmetischen  Mittels,  wo  auch  nur  die  nach 
Abzug  der  allen  Beobachtungen  gemeinsamen  Zahl  übrigbleibenden 
Reste  in  Rechnung  gestellt  werden. 

Ist  die  Anzahl  der  Unbekannten  u  gleich  der  Anzahl  der  Fehler- 
gleichungen n.  so  könnte  mau  die  Unbekannten  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  eindeutig  berechnen,  wenn  die  wahren  Fehler  s  gleich 
Null  angenommen  werden.  Infolge  der  Vernachlässigung  der  wahren 
Fehler  würden  sich  aber  für  die  Unbekannten  nicht  die  richtigen, 
wahren  Werte  ergeben,  ja  man  würde  in  diesem  Falle  überhaupt  ein 
Urteil  über  die  Güte  der  errechneten  Resultate  abzugeben  nicht  im- 
stande sein.  Ist  n  größer  als  u,  so  könnte  man  unter  Vernachlässigung 
der  wahren  Fehler  s  aus  allen  möglichen  Verbindungen  zu  je  u  Glei- 
chungen wohl  auch  zur  Kenntnis  der  Unbekannten  gelangen,  und 
zwar  auf  so  vielen  Wegen,  als  Gruppenzusammenstellungen  möglich 
sind.  Allein  alle  diese  Berechnungswege  würden  wegen  der  Unter- 
drückung der  Beobachtuugsfehler  zu  verschiedenen,  einander  wider- 
sprechenden Lösungen  führen.  Mau  könnte  nun  geneigt  sein,  alle 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Lösungen  zu  einem  arithmetischen  Mittel 
zu  vereinigen  und  die  so  erhaltenen  Resultate  als  die  besten  zu  be- 
trachten; aber  abgesehen  davon,  daß  dieser  Vorgang  der  zahlreichen 
Kombinationsmöglichkeiten  wegen  viel  zu  umständlich  wäre,  ist  er 
auch  aus  dem  Grunde  zu  verwerfen,  weil  er  zu  Resultaten  führt, 
welche,  in  den  Fehlergleichungen  eingesetzt,  Widersprüche  erzeugen, 
die  in  ihrer  Gesamtheit  nicht  den  Anspruch  des  Minimums  erheben 
können.  Welche  Werte  diese  Minimumsbedingung  erfüllen  und  daher 
als  die  wahrscheinlichsten  anzusehen  sind,  geht  aus  der  Nutzanwen- 
dung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hervor. 

WeHi  seh  ,  Aut-gleicliuugsrechnuiisj  1-  U 


a.j  .V  ~  b.,  y  ^  c-,  z  -\ — 

■  —  h  —  ^'i 

rt„  X  -\-  fj„ij  -Y  c„  s  H-  •  • 

—  l„=  r„ 
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Denkt  man  sich  in  die  Fehlergleichungen  (4)  an  Stelle  der 
wahren  Unbekannten  i,  »;,  £:....  irgend  welche  willkürlich  gewählte 
Werte  .r,  y,  z,  .  .  .  eingesetzt,  so  daß  statt  der  wahren  Fehler  s  andere 
Fehler  v  auftauchen,    so  wird  folgendes  Gleichungssystem  bestehen: 


(ö) 


Den  in  diesen  Fehlergleichungen  auftretenden  Fehlern  v 
kommen  die  unendlich  kleinen  Wahrscheinlichkeiten 

(p{vi)  di'  =  z-^c~^^''^^dv,  (f{v2)dv  =  -r=e-''-''idv,  usw. 

Y  71  Y  n 

zu.  folglich  ist  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zu- 
standekommen des  gesamten  Fehlersystems,  wenn  sämtliche  Beob- 
achtungen von  gleicher  Genauigkeit  vorausgesetzt  werden,  dargestellt 
durch  das  Produkt : 

]r=fA^dvXc-''n^'X 

Dasjenige  System  von  Unbekannten  x,  y,  z,  .  .  .  welches  durch 
Substitution  in  die  Fehlergleichungen  solche  Fehler  übrig  läßt,  die  in 
ihrer  Gesamtheit  das  Wahrscheinlichkeitsprodukt  TF  zu  einem  Ma- 
ximum macht,  muß  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  als  das 
wahrscheinlichste  angesehen  werden.  Es  wird  aber  W  ein  Maximum, 
wenn  der  veränderliche  Faktor  [v  v]  des  Exponenten  ein  Minimum 
ist,  d.  h.:  das  wahrscheinlichste  Wertsystem  der  Unbekannten 
ist  dasjenige,  welches  den  Beobachtungen  ein  System  von 
scheinbaren  Fehlern  zuschreibt,  deren  Quadratsumme  ein 
Minimum  ist. 

Besitzen  die  Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  9.  so  wird 
—  wie  aus  einer  analogen  Betrachtung  hervorgeht  —  W  zu  einem 
Maximum,  wenn  [g  v  c]  ein  Minimum  ist. 
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Wir  setzen  die  Fehlergleichungen  (ö)  des  vorigen  Paragraphen 
hier  nochmals  an,  wobei  wir  ungleiche  Gewichte  7  voraussetzen  und 
der  Einfachheit  wegen  uns  auf  drei  Unbekannte  beschränken  wollen. 
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a.j  X  -^  b.j  y  -\-  Co  z  —  Z»  =  v.j 


.7i 


(1) 


a„  X  —  fj„y-f-  c„  z  —  ln  =  v„  .  .  .  y„ 

Um  [gvv]  zu  einem  Minimum  zu  machen,  hat  man  zu  beachten, 
daß  die  einzelnen  v  Funktionen  der  Größen  x,  y,  z  sind  und  daß  daher 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  Summe 

[g  V  v]  =  r/i  v\  '\-g.,ii-{ L  g^  il 

nach  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  gleich  Null  gesetzt  werden 
müssen.  Die  Erfüllung  des  Minimums  der  obigen  Summe  fordert 
daher  auch  die  Befriedigung  folgender  Bediugungsgleichungen: 


IkjilL  —  n 
$x      ~    ' 


9y 


0, 


c[yvv]_ 


=  0. 


Die  Ausführung  der  Differentiation  liefert  die  Gleichungen: 

1  >r  [y  i'  v] 


9  Co 


2 

9x 

1 

c^  [g  V  V 

2 

^'U 

1 

^  io  ^  ^' 

\-  X  >.  X 


9"  *•'« 


c'Vt 


9i  ^"i  ^-  -r  92  ^2  -^ 

^  cy         ^  cy 


gnV„ 


<■  t,l 
X 


=  0 


9 


0,. 


9o. 


■^^'^T^ 


9-2  ^'2  Z^ —  9"  t-'n 


c\: 


=  0 


(2) 


Bildet  man  die  hier  auftretenden  partiellen  Differentialquotienten 
aus  den  Fehlergleichungen  (1),  nämlich: 


9vi 


Pv 


=  a 


i> 


y 


=  K 


c\\ 


=  C 


i> 


'y 


a... 


K 


=  t-2, 


^'Vn 

ttn, 

9x 

K 

^'y 

9v„ 

f 

so  gehen  die  Gleichungen  (2)  durch  Einführung  derselben  in  folgende 
Bedingungsgleichunsen  über: 

■•^yn a«  v„  =  {y  a  r)  =  0  j 
•  ^9nh„v„=\yhv\  =0  (3) 

■.—g„c„  v„  =  [y  c  v]  =  0    ) 

Hienach  kann  das  Ausgleichungsprinzip  auch  folgendermaßen 
ausgesprochen  werden:  Das  wahrscheinlichste  Wertsystem  der 
Unbekannten  ist  dasjenige,  für  welches  die  Summe  der  mit 

11* 


gi  «1  Vi  —  92  «2  ^2 
9i  bt  i\  -f-  <72  ^2  ^'2 
gi  Ci  f-\  -r  g2  C2  vo 
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den  Koeffizienten  einer  jeden  Unbekannten  multiplizierten 
Produkte  aus  den  Gewichten  und  den  Widersprüchen  für 
jede  Unbekannte  gleich  Null  ist. 

Um  zu  den  wahrscheinlichsten  Werten  der  Unbekannten  selbst 
zu  crelangen,  quadriere  man  die  einzelnen  Fehlergleichungen  (1),  mul- 
tipliziere sie  mit  ihren  Gewichten  und  addiere,  so  daß  die  Summe 
entsteht: 

\9  i-  '•]  =  [g^'^']  •'■'  -t-  2  [</"^]  xij-\-  \ybb]  ir  "  2  \(jav\  xz^  2  \gbc]  ijz  -|- 
J^[c,cc]z^-  —  2[gal]o:-2\<]b}\y-2\gc-l]z^[ilU]. 

Werden  von  dieser  Summe  die  partiellen  Differentialquotienten 
nach  X,  y,  z  gebildet  und  der  Null  gleich  gesetzt,  so  bekommt  man: 


1  '-'  t.^/^  ^J  ^^gaa]x-f-  \;j  a  b\  y  -{- \g  rn:]  z  —  [y  a  /J  =  0 

2  c  X 

\^^^''-=[9ah]x-^[gbb]y^[gbc]::-[gbl]=0 


(4) 


Die  Gleichungen  (2),  (3)  und  (4)  sind  offenbar  identisch.  In  der 
Tat  erhält  man  das  Gleichungssystem  (4)  aus  (3)  durch  Substitution 
der  nach  (1)  zusammengesetzten  Ausdrücke  für  die  v. 

Diese  Gleichungen,  von  Legen dre  (1806)  zum  ersten  Male,  aber 
ohne  nähere  Begründung  bekannt  gegeben,  werden  nach  Gerling 
„Normalgleichungen"  genannt.  Sie  kommen,  ihrer  Entstehungs- 
weise durch  partielle  Differentiation  nach  den  Unbekannten  zufolge, 
stets  in  der  Anzahl  der  Unbekannten  vor,  enthalten  sämtliche  den 
n  Beobachtungen  zukommende  Koeffizienten  und  können  daher  zur 
eindeutigen  Berechnung  der  Unbekannten  verwendet  werden. 

Weisen  die  Beobachtungen  denselben  Grad  von  Genauigkeit, 
also  gleiche  Gewichte  auf,  so  hat  die  Minimumsbedingung  \vv]^min 
in  Geltung  zu  kommen  und  die  entsprechenden  Gleichungen  lauten: 

Bedingungsgleichungen : 

[ar]=0,  .f6v]=0,  [cv]=0. 

Normalgleichungen : 

[a  a]  X  —  [a  //]  y  -j-  \a  c]z  —  [a  ZJ  ==  U     | 
\ah]x^[bb]y^[bc]z-\bl]=0  (ö) 

\a  c]  X  J-  \b  c\  y-\-[cc\z—  [c  Z]  =  0    J 

Die  Normalgleichuugeu  enthalten  quadratische  Glieder  \aa], 
[bh],  .  .  .  und  nichtquadratische  Glieder  \a  b],   [ac],  ...  Da  letztere 
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doppelt  vorkommen,  so  hat  man  bei  Auff^aben  mit  molireron  Un- 
bekannten, um  die  nicht(iuadratischen  Glieder  niciit  zweimal  schreiben 
zu  müssen,  eine  ab^^ekiirzte  Schreibweise  eingeführt,  welche  darin 
besteht,  daß  man  die  Wiederholungen  ausläßt  und  zum  Zeichen  dafür, 
daß  die  verbleibenden  Ansätze  nur  Fragmente  von  wirklichen  Glei- 
chungen darstellen,  welche  auch  noch  alle  Unbekannte  enthalten,  die 
in  der  Diagonalreihe  befindlichen  (juadratischen  Glieder  unterstreicht. 
Die  Normalgleichungen  z.  B.  mit  vier  Unbekannten  nehmen  dann  fol- 
gende Gestalt  an: 


\a  a]  X  -j-  [a  h]  ij  -{-  [a  c]  z  -f  [a  d]  t—  [a  /]  =  0 
\j^jjj^i-[bc]z^[b(]\t—[bl]=0 
\c  c]  z  —  [cd]  t—\cl\  = 
\dd\  t—  [dl]  = 


:( 


(6) 


Zweckmäßiger  und  praktischer  als  diese  von  Jordan  gewählte 
Schreibweise  erscheint  die  von  Hammer  (in  der  Zeitschrift  für  Ver- 
messungswesen, 1906,  S.  250)  in  Vorschlag  gebrachte  Sj'mbolik,  wo- 
bei nur  die  erste  Normalgleichung  voll  angeschrieben  wird,  um  die 
Unbekannten  anzuzeigen,  für  die  folgenden  aber  nur  die  Koeffizienten 
vom  quadratischen  Gliede  an  aufgeführt  werden,  während  die  Be- 
zeichnungen für  die  Unbekannten  entfallen,  wie  dies  auch  bei  der 
Zahlenrechnung  üblich  ist.  Demnach  hat  man  zu  schreiben: 


[a  a]  x-^[ab]ij-^[ac]z—  [a  d]  t—[al]^0 
[bh]  [bc]         [bd]  [bl] 

[CT]  [cd]  [cl] 

[dd]         [dl] 


(7) 


Die  Normalgleichungen  vermittelnder  Beobachtungen  gleicher  Ge- 
nauigkeit unterscheiden  sich  von  denen  ungleicher  Genauigkeit  dadurch, 
daß  die  ohnehin  viel  Rechenarbeit  erfordernden  Koeffizienten  im  letz- 
teren Falle  noch  mit  den  Gewichten  multipliziert  erscheinen.  Um  in 
diesem  Falle  die  numerische  Berechnung  der  zweifachen  Pi'odukte  zu 
erleichtern,  kann  man  die  Fehlergleichungen  (1)  von  vornherein  durch 
Multiplikation  mit  den  Quadratwurzeln  der  entsprechenden  Gewichte 
sozusagen  „auf  gleiches  Gewicht  reduzieren",  wodurch  anstatt 
der  zweifachen  Produkte  [gab],  [g a  c],  .  .  .  nur  die  einfachen  Produkte 
['iV  g  .bYg],  [aVg .  cVg],  ...  zu  bilden  erforderlich  werden.  Man 
kann  die  Zulässigkeit  dieser  Reduktion,  worüber  im  §  36  einiges 
bereits  gesagt  worden  ist,  strenge  beweisen.  Wenn  die  Beobachtungen 
/i  bis  /„  ungleiche  Genauigkeiten  ä,  bis  h„  besitzen  und  allgemein  der 
Fehler  i-,  der  Beobachtung  I,  das  Fehlergesetz 
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^f-"?"? 


Yn 

befolgt,  so  wird  der  fingierte  Fehler  v'.  =  hiV„  der  entsprechend  der 
Gleichung  (6)  des  J?  38  so  gebaut  ist,  als  gehöre  er  zur  Genauigkeit 
}i'=  1.  das  Gesetz 


r^ 


P  —  r  .  r. 


befolgen  müssen.  Dies  ist  aber  das  Fehlergesetz  einer  Beobachtung, 
welcher  faktisch  die  Einheit  der  Genauigkeit  entspricht  (§  10,  S.  40). 
Wird  nun  die  /-te  Fehlergleichung 

a,- .r  —  hi y  —-  CiZ  —  //  =  r,- 

mit  //,  multipliziert,  so  erhält  man: 

)i;  a,  X  -j-  hi  hi  y  -\-  h;  c;  z  —  A,-  ?,-  =  Ä,- 1-, 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise: 

ai^-^b]y^c'.z—l\  =  v), 

man  sieht  also,  daß  sämtliche  so  modifizierten  Fehlergleichungen  be- 
ziehungsweise die  Fehler  v'.  einem  und  demselben  Fehlergesetze  ge- 
horchen, nämlich  einem  solchen,  welchem  durchaus  gleich  genaue 
Beobachtungen  entsprechen.  Demnach  ist  mau  berechtigt,  die  modifi- 
zierten Fehlergleichungen  so  zu  behandeln,  wie  wenn  sie  aus  gleich 
genauen  Beobachtungen  stammen  würden.  Da  aber  die  Genauigkeits- 
maße den  Quadratwurzeln  der  Gewichte  direkt  proportional  sind,  so 
kann  man  die  Fehlergleichungen,  um  sie  auf  gleiche  Genauigkeit 
oder,  was  dasselbe  ist,  auf  gleiches  Gewicht  zu  reduzieren,  anstatt 
mit  den  Präzisionsmaßen  auch  mit  den  Quadratwurzeln  aus  den  ent- 
sprechenden Gewichten  multiplizieren  oder  auch  durch  die  charak- 
teristischen Fehlermaße  dividieren. 

Es  ist  aber  einleuchtend,  daß  der  unter  Zugrundelegung  der 
modifizierten  Fehlergleichungen  berechnete  ..mittlere  Fehler  einer 
Beobachtung"  dann  dem  „mittleren  Fehlei;_der  Gewichtseinheit"  gleich 
kommen  muß,  weil  ja  die  mit  ä,  oder  Ygi  multiplizierten  Beobach- 
tungen auf  die  Gewichtseinheit  reduziert  erscheinen. 

§  44.  Auflösung  der  Normalgleichungen. 

Wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  keine  geringe  ist,  so  ge- 
staltet sich  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  nach  den  gewöhn- 
lichen Kegeln  der  Algebra  zu  umständlich.  Rascher  und  sicherer  zum 
Ziele  führt  dann  das  von  Gauß  (1810)    empfohlene    allmähliche  Eli- 
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minationsverfahreu  unter  Benützung  der  von  ihm  eingeführten  sym- 
bolischen Bezeichnungsweise.  Wie  hiel)ei  vorzugehen  ist,  kann  aus 
Nachstehendem  entnommen  werden.  Wird  von  den  Xormalgleichungen 
für  vier  Unbekannte 


[a  a\  X  -■-  \a  Ij\  ij  —  \a  c\  z  -j-  [a  d\  t  =^  \a  l\ 
[a  h]  X  -r  \l>  b\y-\bc]z—  [h  d]  t  =  \b  l\ 
\ac]xA-  [b  c]  y  —  ff  c]  z  ~  [c  d]  t  =  [c  l] 
[a  d\  X  -i-[bd]y^[cd]z—  \d  d\  t  =  \d  l\ 


(1) 


die  erste  durch    \aa]    dividiert,    so  entsteht    die   erste  reduzierte 
Normalgleichung: 

'    [aa]  ^   '    [aa]  [an\  [aa]  ^  ' 

Wird  diese  Gleichung  mit  \a  b\  multipliziert  und  von  der  zweiten 
Normalgleichuug  abgezogen,  sodann  mit  \a  c]  multipliziert  und  von 
der  dritten  in  Abzug  gebracht  und  endlich  mit  \a  d\  multipliziert 
und  von  der  vierten  abgezogen,    so   entsteht  das  Gleichungssj'stem : 

l  {aa\      J  \'  \aa\      j      '    1  fo '/]      ) 

\  [««]     j-^      l  [««J     j         l  [««]     J 

"\^      ^  fa«J      I 

Dieses  Gleichungssystem,  welches  die  Unbekannte  .';  nicht  mehr 
enthält  und  auch  um  eine  Gleichung  weniger  besitzt,  als  das  System  (1)> 
wird  abgekürzt  wie  folgt  geschrieben : 

[6  6  . 1]  y/ +  [6  c  .  1  ]  ^  4- [6  cZ .  1]  /  =  [/>  / .  1]  1 
\hc.\\y^\cc.\\z^{cd.\\t^Vl.\\  (3) 

\bd.\\y^  {cd'.\\z-\-{dd.\\  t=  \dl.\]  \ 

worin    die    symbolisch    angeschriebenen    Koeffizienten    folgende    Be- 
deutung: haben: 
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[ah]  [ac] 
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[bv.l]  =  [hc]~ 
[bd.l]  =  [bd\  — 


[aa] 
[a  h]  [a  d] 


[a  a] 

[a  a\ 


[c  c.l]  =  [cc]  — 
[cd.l]  =  [cd] 
[cl.l]  =  [c  l] 
[dd.\]  =  [dd] 
[dl.l]  =  [dJ] 


[ac]  [ac] 


aa 

a  c]  [a  d 

a  a 

a  c]  [a  1 

a  a 

ad]  [ad 

aa 

a  d]  [a  l 

[aa] 


Die  Gleichungen  (3),  welche  völlig  wie  Normalgleichungen  ge- 
staltet sind,  werden  nunmehr  wie  solche  auch  weiter  behandelt.  Zu- 
nächst entsteht,  wenn  man  die  erste  davon  durch  [6  6.1]  dividiert, 
die  zweite  reduzierte  Normalgleichung: 

[66.  if 


y  -  YtTa— 7V-  -  :-r-r— ^  t  = 


(4) 


[66.1]"       [66.1] 

Wird  nun  diese  Gleichung  zuerst  mit  [bei]  multipliziert  und 
von  der  zweiten  Gleichung  der  Gruppe  (3)  abgezogen  und  hierauf 
mit  [bd.l]  multipliziert  und  von  der  dritten  in  Abzug  gebracht,  so 
entsteht  das  Gleichunffssystem: 

Dieses  abermals  um  eine  Gleichung  geringere  Gleichungssystem, 
welches  auch  das  y  nicht  mehr  enthält,  wird  symbolisch  wie  folgt 
geschrieben: 

[cc.2]z^[cd.2]t=[cl.2]   j 
[cd.2]z-^-[dd.'2]f=[dl.2]  i  ' 
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wobei  die  abgekürzt  geschriebenen  Koeffizienten  folgende  Bedeutung 
haben: 


[c  c 
[cd 
[cl 

[dd.2\ 
[dl. 2] 


J  =  [c-c.l]- 


2\=^[cd.\\- 

2]  =  [cZ.lJ- 

[dd.l\  — 

[dl.l\- 


[bb.\\ 

[bc.\\  \bdA\ 

[bb.l\ 
[hc.\\  [bl.l\ 

[66. IJ 
[6(/.l]  [bdA] 

[66.1] 
[bd.l\  [blA\ 


[66.1] 

Wird  die  erste  Gleichung  von  (5)    durch  [fc.2j    dividiert,    so 
entsteht  die  dritte  reduzierte  Normalgleichung: 

[cl.2\ 


.+M4]_, 


(6) 


[cc.2]  [cc.2] 

Durch  Multiplikation  derselben  mit  [cd.2\  und  Subtraktion  von 
der  zweiten  Gleichung  der  Gruppe  (J)  resultiert: 

,  [cd.2\[cd.2]y    ^^  [cd.2\[cl.2]^ 

V       ^"^  [cc.2]  ,^-|K''-^J  [,,.2]  ] 

oder  in  sj'mbolischer  Schreibweise: 

[dd.%\t=[dl.Z],  (7) 

wobei  die  Bedeutung  dieser  abgekürzt  geschriebenen  Koeffizienten 
aus  der  darüber  befindlichen  Gleichung  unmittelbar  abgelesen  werden 
kann.  Aus  (7)  ergibt  sich  direkt  die  vierte  Unbekannte: 

[dl.Z] 


t  = 


[dd.S] 


(8) 


welche  Gleichung  die  vierte  reduzierte  Normalgleichung  reprä- 
sentiert. Die  ursprünglichen  Normalgleichungen  (1)  können  daher 
durch  folgendes  Sj'stem  der  „reduzierten  Normalgleichungen", 
d.  i.  durch  die  Gleichungen  (2),  (4),  (6),  (8)  ersetzt  werden: 


y 


[a^ 
[a  a] 

[66.1] 


z~- 


M] 

[a  a] 

[bdAj 
[6  6.1]' 

[et/.  2] 
[cc.2] 


t  = 


t  = 


t  = 


t  = 


[an 
[aa] 

[6  lAl 
[6  6.1] 

JcM] 
[c  c .  2] 

[^?-3] 
[dd.^ 


(9) 


l'j'Q  Reduktion  von  Fehlergleichungen.  5^    45. 

Hievon  enthält  jede  folgende  Gleichung  um  eine  Unbekannte 
weniger  als  die  vorhergehende,  so  daß  man  es  hier  nicht  mit  sym- 
bolischen Gleichungen  wie  Gruppe  (6)  im  vorhergehenden  Para- 
graphen, sondern  mit  wirklichen  Gleichungen  zu  tun  hat.  Dieselben 
gestatten  daher  eine  sichere  Berechnung  der  Unbekannten  durch  fort- 
tresetzte  Substitution  und  schrittweises  Aufsteitren  von  der  letzten 
zur  ersten.  Da  man  das  Eliminationsverfahren  so  einrichten  kann, 
daß  immer  eine  andere  Unbekannte  die  letzte  Stelle  einnimmt,  so 
kann  man,  ebenso  wie  nach  (8)  für  /,  auch  für  ..,  //  und  .'•  ähnliche, 
einfach  gebaute  Ausdrücke  erhalten,  nämlich: 

[al.B]  [cl.B] 


x  = 


[aa.B]  [cc.'S] 


(10) 


[66.3]  [dd.d] 

Es  ist  zur  numerischen  Auflösung  der  reduzierten  Normalglei- 
chungen nicht  notwendig,  die  zur  Bildung  der  darin  vorkommenden, 
abgekürzt  geschriebenen  Koeffizienten  bestehenden  Formeln  zu  kennen, 
denn  die  Zahlenwerte  derselben  ergeben  sich  durch  das  allmähliche 
Eliminationsgeschäft  von  selbst.  Aber  es  gibt  zwischen  ihnen  manche 
interessante  Beziehungen,  die  auch  später  Anwendung  finden  werden, 
weshalb  es  angezeigt  erscheint,  die  zur  Bildung  dieser  Ausdrücke  all- 
gemein gültigen  Schemata  hier  anzuschließen : 

[ik.'2]  =  [ik.\]- 

[27c.  3]=  [//>:.  2]  — 
usw. 


a  a 

[hi.l]  [hh. 

1 

[6  6.1] 

ci.2]  \ck . 

,2 

[cc.2] 


Aus  denselben  geht  hervor,  wie  ein  Koeffizient  höherer  Ordnung 
aus  Koeffizienten  der  um  1  niedrigeren  Ordnung  erhalten  wird. 

§  45.  Reduktion  von  Fehlergleichungen. 

Zur  Erleichterung  der  im  folgenden  Paragraphen  durchzuführen- 
den Untersuchung  seien  die  Fehlergleichungen  von  der  Form 

v  =  a{x-X)-\-h(y—Y)-^c{z-Z)-\-B  (1) 

einer  Transformation  unterzogen.  Die  erste  Normalgleichung  zu  diesen 
Fehlergleichungen  lautet: 
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[aa]U^X)  -  \ah]  (// -  }')  -  [a  c\  {z  —  Z)+  {<ti\=0. 
Setzt  man  die  hieraus  ab;,'eleitete  Unbekannte  (x — A'),  nämlich 

(,.  _  A-) = -  {" ']  (,-)•,-  {ii^i. ,.  -  z)  -  m 

in   die   allgemeine  Fehlergleichuug  (1)  ein,  so  erhält  man  die  erste 
reduzierte  Fehlergleiehung: 


oder  in  einfacherer  Schreibweise: 

v  =  b'{y-Y)-^c(z-Z)^a\ 


(2) 


wenn 


b  =h  —  \ a 

[aa\ 

[ac\ 


c  =^c 


a 


[aa] 

[-1  « 
[a  a] 


(3) 


gesetzt  wird.  Hiebei  stehen  die  reduzierten  Koeffizienten  h\  c',  s'  mit 
den  ursprünglichen  Koeffizienten  in    folgenden  Beziehungen:    Es    ist 

\0'b']  =  [blj.l\  [b'c']^[bc.l]  [b'e'\  =  [hs.l] 

[c'c']  =  [cc.l]  \c,']=^[cs.l\ 

[SB']  =  [6e.l] 

was  sich  durch  Entwicklung  dieser  AusdriJcke   leicht  beweisen  läßt, 
denn  es  ist  z.  B. 

,,        ,  [ab]  [as] 


[a  a] 


[aa]^    '      [aaY 


[//.']  ^  [/..]_  [a  ^J  {^t-[«  6]  M-[a«]f^'^Jt^'^^ 


=  [h  f  ] 


[aa]       ^"  "■"  [aa] 
[a  b]  [a  ,] 


[«aJ2 


[aa] 


=  [bs.l\. 


Die    reduzierte    Fehlergleichung    (2)    kann    nun    mit    Hilfe    der 
zweiten  reduzierten  Normalgleichung 


[66.1] 


[66.1] 
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welcher  nach  obigem  aurh  die  Form 

gegeben  werden  kann,  abermals  reduziert  werden,  indem  (4)  in  (2) 
eingesetzt  wird.  Es  entsteht  hiedurch  die  zweite  reduzierte  Fehler- 
gleichung: 

oder  in  einfacherer  Schreibweise: 

v  =  c'{z-Z)i-s'\  (5) 

wenn 

[b'  c']  .,  ,       „         ,        [b'  s']  j,  ,    . 

c   =c-|^^6      und    s   =s--^^-h  (6) 

gesetzt  wird.  Hiebei  bestehen  die  Beziehungen: 

[c"c"]  =  [cc.2]  [c'f"]  =  [ce.2] 

[s"s''\  =  [ss.2\. 

Auf  diesem  Wege  fortschreitend  erhält  man  schließlich 

c   s  ]    „ 

/-  —  t    ■ —  t —  (• 

[c    c  J 

welche  die  dritte  reduzierte  Fehlergleichung  repräsentiert  und 
mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (3)  wie  folgt  umgeschrieben  werden  kann: 

§  46.  Genauigkeitsbestimmung  der  ursprünglichen  Beobachtungen. 

Sind  £i,  So,  .  .  .  £„  die  wahren  Fehler  der  gleich  genauen  Beob- 
achtungen Zi,  L,  .  .  .  7„ ,  welche  durch  die  Vermittlungsgleichungen 
mit  den  wahren  Werten  der  Unbekannten  A',  Y,  Z  in  Beziehung 
stehen,  so  sind  die  wahren  Beobaehtungsfehler  durch  folgende  Fehler- 
gleichungen definiert: 

fj  ^=  eil  ^-\-  ^1  ^+  ^'i  ^ —  h 

f2  =  ttj  xh-  62  y -\-  c.  Z —  1. 


s„  =  a„  A'  -j-  b„  Y -{-  Cn  Z —  /„. 

Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Ausdrücke,  so  er- 
hält man  einerseits: 
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H) 


ff  f]  =  [aa]  .V2  ^.  2  \ab]  X  }'  ^  2  [ar]  XZ—2  \a  1}  X -\- 

-f  [hb]  }'2  +  2  [bc]  YZ  —  2  \bl]  FJ- 

-r[cc]Z-^-2[cl\Z-\-\U] 

Anderseits  kann  man  ff  s]   durch  einen  Ausdruck  von  der  Furm 

[f  S]   =  W'o  +  ^"1  +  ^t'2  -f-  ^<^"3 

darstellen,  worin 

,'1  Y[aa]  =  [a  a]  X-^  \a  h\  ]'-.-  [a  c]  Z  —  [a  l] 
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„•,]  [bb.\]  =  \hh.\\y-f-[bc.i]Z—[i,iA\  (2> 

W3  K  ff  V.2]  =[cc.2]Z~\cl.2]  1 

also  W|  eine  lineare  Funktion  von  A",  Y,  Z,  ir.j  eine  solche  von  Y,  Z 
und  HS  eine  Funktion  von  Z  allein  ist,  und  ir„  eine  noch  zu  bestim- 
mende Konstante  bedeutet.  Um  dies  zu  beweisen,  bilden  wir  zunächst 
die  Differenz  ff  f]  —  ir'i,  indem  wir  das  Quadrat  von  ii\  aus  (2)  be- 
rechnen und  von  (1)  subtrahieren,  wobei  die  Bemerkung  gemacht 
wird,  daß  aus  dieser  Differenz  die  Glieder  mit  A'  verschwinden.  Man 
erhält 

fff]-.,^|,.,_MU^}r.^2^ 

-riicc]-  I^i|L[^\  Z^  -  2 1 f6  /]  - l^A^Jh  r_ 

_2JfcZ]-I^f^lz+|t//]-f«iLM| 

I  fao]     /  \  [aa]     j 

oder  unter  Einführung  der  Gaußschen  Svmbole: 

fffj  -ici=[bh.l\  )'2-|-2  [bei]  YZ^  fc-c.l]Z-'  — 2  f6/.l]  ]  - 

—  2  fc/.l]Z+f//.l]. 

Bilden  wir  jetzt  die  Differenz  ff  f] — ic\  —  icl,  so  erhält  man  in 
analoger  Weise: 

ff  fl  —«■?—»■]=  fcc.2l  Z-— 2  fc/.2|  Z—  [//.2], 

eine  Gleichung,  welche  nur  mehr  die  Unbekannte  Z  enthält.  Geht 
man  noch  einen  Schritt  weiter,  so  kommt  man  schließlich  zu  der 
Gleichung 

[SB]-Hi-ld-tii=[}l.^, 

welche  weder  A'  noch   Y  noch  Z  enthält,  so  daß  die  Größe 

eine  Konstante  darstellt  und  damit  bewiesen  ist,  daß  die  Gleichung 

besteht: 

[s,]=icl^K\-rui-wl  •     (3) 
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Diese  Gleichung  besteht  strenge  nur  für  das  Sj'siem  der  wahren 
Unbekannten  A',  }',  Z,  denn  sobald  hierin  für  die  Unbekannten  Nä- 
herungswerte .r,  y,  z  eingeführt  werden,  sind  die  s  keine  wahren  Be- 
obaehtungsfehler  mehr.  Da  es  unmöglich  ist,  die  wahren  Werte  der 
Unbekannten  zu  berechnen,  wird  man  sich  mit  den  wahrscheinlichsten 
Werten  derselben  begnügen,  welche  aber  nicht  die  wahren  Beob- 
achtungsfehler fi,  f^.,  .  .  .  E„,  sondern  die  übrigbleibenden  Wider- 
sprüche i-j,  Vo,  •  •  .  i'n,  das  sind  die  scheinbaren  Beobachtungsfehler 
zurücklassen.  Führt  man  aber  das  System  der  wahrscheinlichsten 
Werte  der  Unbekannten  ein,  welche  durch  die  Normalgleichungen  de- 
finiert erscheinen,  so  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  (3)  für  die  Summe 
der  Felllerquadrate  [ss],  welche  dann  in  [r  r]  übergeht,  ganz  wesent- 
lich, denn  nach  den  aus  den  Normalgleichungen  hervorgehenden  Eli- 
minationsgleichungen für  drei  Unbekannte  (Gl.  9,  S.  169): 

[a  a]  X  -f-  [a  b]  y  -\-  [a  c]  z  —  [a  /]  =  0 

[bb.l]y-\-  [bc.l}z—[bl.l]  =0 

[(•f.2j  z—[cl.2\=0 

stellt  sich  heraus,  daß  dann  2l\  =  0,  Wo  =^  0,  u-g  =  0,  also 

[cc]=icl=[ll.3]  (4) 

wird.  Löst  man   [ZZ.3]   in  seine  Bestandteile  auf,  so  erhält  man: 

[cl.2]  [cl.2] 


[II. B]  =  [ll.2] 
[11.2]  =  [ll.l]  — 
[U.l]=      [11]- 


somit  ist  auch: 


[cc]  =  [ll]-] 


[cc.2] 
[bl.l]  [bl.l] 

[bb.l]" 
[a  l]  [a  l\ 
[a  a] 

[al]^'  _  [bl.l]-' _  [c/.2j2 
[a  a]        [b  b .  1]'       [cc.2] 


(5) 


Um  nun  den  mittleren  Fehler  u  einer  einzelnen  Beobachtung 
als  Funktion  der  scheinbaren  Fehler  auszudrücken,  stelle  man  die 
Gleichungen  für  die  wahren  und  scheinbaren  Fehler  gegenüber: 

£=aX—bY-\-cZ  —  l 

c  =  a  X  -~-  h  7/  --  c  c       / 

Hieraus  folgt  v:=a{x  —  X)  -\-  b  {y  —  1 )  -j-  c{z  —  Z) -j-  s. 

Da  diese  Gleichung  selbst  wieder  die  Form  einer  Fehlergleichung 
besitzt,    so   lassen    sich    auf  dieselbe  alle  in  diesem  und  im  vorigen 
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Paragraphen  angestellten  Transformationen  anwenden.   Somit  ist  zu- 
nächst nach  (5),  indem  darin  s  statt  l  gesetzt  wird: 

^     ^~^     ^         [a.,]         \hh.l]  frr.2] 

oder  unter  Einführung  der  reduzierten  Koeffizienten  nach  §  45 : 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  wahren  Wert  der  Differenz  [ss\  —  \rr] 
zu  erhalten,  wird  man  sich,  wie  dies  bei  derartigen  Untersuchungen 
bisher  immer  geschehen  ist,  mit  der  wahrscheinlichsten  Differenz  be- 
gnügen, welche  folgendermaßen  erhalten  wird.  Man  greife  zunächst 
das  Glied   [as]'-  heraus,  welches  in  seiner  Auflösung  lautet: 

[a  s]-  =  {(ti  £1  4-  ^'2  f j  H !-  ^'»  £>•)'  =  ["^  «'1  —  2  [dl  a,, Si «aJ. 

Da  die  doppelten  Produkte  zufolge  der  charakteristischen  Eigen- 
schaft der  zufälligen  Beobachtungsfehler,  gleichwahrscheinlich  positiv 
und  negativ  aufzutreten,  im  Durchschnitt  verschwinden,  so  wird 

a£\-=  \(i'£-\  =  «I ii  ^  «2 62  n r  ((:,  «:,• 

Führt  man  hierin  anstatt  der  Einzelfehler  s^,  £.>,...f„  das  arithme- 
tische Mittel  derselben  ein,  welches,  weil  die  s  wahre  Fehler  dar- 
stellen, nach  der  strengen  Formel  für  die  Durchschnittswerte  gebildet 
wird,  also 

so  folgt: 

[a  s]  -  =  (cq  -7-  a|  n r  «») ." '  =  [<'  <']  ."'> 

somit  ist  das  zweite  Glied  von  (6): 

^'^  =  a2  (7) 

[aa]        '  ^^ 

Das    nächste    Glied   [6' s']-  kann    wie    folgt    umgeformt  werden. 

Es  ist 

[a  s] 

e    =£  — I r«, 

[aa] 


folglich: 


''■^■i  =  i''"-|^i"*)' 


oder  mit  Rücksicht  auf  (7): 


fi 


¥  [aa] 


17t'  Genauigkeitsbestimmung  der  ursprünglichen  Beob'achtungen.  i^   46. 

Da  ,u  ebenso  wahrscheinlich  positiv  als  negativ    sein    kann,    so 

ist  im  Mittel: 

[b'a']  =  [b'e] 

und  daher  ist  in  Berücksichtigung  der  bei  Ableitung  von  (7)  getrof- 
fenen Erwägungen  das  dritte  Glied  von  (6): 

[b'  b']         [b'  b']       '    • 

Durch  analoge  Schlüsse  findet  man,  daß  auch  das  letzte  Glied 
von  (6)  durch  «'-  dargestellt  werden  kann,  so  daß  für  drei  Unbe- 
kannte die  Beziehung  besteht: 

und 

[ff]  =  [ri-]-i-3,«--^.  (8) 

Nun  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  nach  der  für 
wahre  Beobachtungsfehler  streng  gültigen  Formel  bestimmt  aus: 


.«■ 


n 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (8),  so  erhält  man: 


^t-  = 


n 


woraus    der    mittlere   Fehler   einer   Beobachtung    als   Funktion    der 
scheinbaren  Fehler  wie  folgt  resultiert: 


1-1,.,-j 


n  —  3 


Kommen  die  Unbekannten  A',   V,  Z,  .  .  .    in  der  Anzahl  u    vor, 
so  liefert  die  Verallg-emeinerung    dieser  Theorie    für   den    mittleren 


Fehler  einer  Beobachtung  die  Formel: 


[1  = 


n  —  u 


(9) 


welche  an  Stelle  der  für  wahre  Fehler  geltenden  Formel 


u 


\r[ss] 


n 


wo  im  Nenner  die  Anzahl  sämtlicher  Beobachtungen  fungiert,  zu 
treten  hat.  Man  sieht  also,  daß  zur  Berechnung  des  mittleren  Fehlers 
einer  Beobachtung  aus  den  scheinbaren  Fehlern,  ebenso  wie  dies 
auch  schon   beim    arithmetischen  Mittel   hervorgehoben    wurde,   die 
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Summe  der  Fehlerquudrate  nicht  durch  die  Gesamtanzuhl  der  Beob- 
achtungen, sondern  durch  die  Anzahl  der  überschüssigen  Beob- 
achtungen zu  teilen  ist. 

Um  von  dem  mittleren  Fehler  auf  den  durchschnittlichen  und 
wahrscheinlichen  Fehler  überzugehen,  bedient  man  sich  de.s  Ver- 
hältnisses 


^1 


n  —  u 
n 


welches  durch  Division  der  beiden  Definitionsformeln: 


.«,. 


n 


r 


V^\ 


n 


r[rv] 


n  —  u 


hervorgeht.  Dementsprechend  bestehen  auch  die  Verhältnisse: 


,"f 


n 


n 


u 


,«,,       9-,. 

und  es  ist  daher  der  durchschnittliehe  Fehler  einer  Beobachtung, 
bekannt  unter  dem  Namen  der  Formel  von  Lüroth  (186  8): 

r 


!& 


n  n 


n 


[^'1 


11 


u 


(10) 


}  n{ii  —  u) 

Analog   bilden    wir   die   Formel    für    den    wahrscheinlichen 
Fehler  einer  Beobachtung: 


0-998 


(¥T— (Ö3) 


.^['■"IV 


n 


n 


IC 


0-998 


ir^' 


nYn{n  —  v) 


(11) 


Bei  ungleich  genauen  Beobachtungen  sind  die  charakteristischen 
Fehler  der  Gewichtseinheit  durch  folgende  Formeln  bestimmt: 


fto  = 


^0  = 


/    [.9^1'] 


n 


11 


[rä<-] 


Yn{n —  u) 
Po  =  0-998  -^  ' 


(12) 
(13) 

(11) 


nYn{n — tc) 

Um  die  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  dieser  Fehlermaße  nä- 
herungsweise anzugeben,  kann  man  die  mittleren,  durchschnittlichen 
oder  wahrscheinlichen  Grenzen  der  charakteristischen  Fehlermaße 
in  ähnlicher  Weise  ableiten,  wie  im  §  30  mit  den  Fehlern  direkter 
Beobachtungen  verfahren  wurde.  So  ergeben  sich  mit  Hinweis  auf 
§  IS  als  mittlere  Grenzen  für  den 

Wel  lisch,  .XusgleicbuuKsreclinunß    I  j9 
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mittleren  Fehler  u  = 


'jlÜ(l+-±^)  (15) 


durchschnittlichen  Fehler ^  =  -7=LLi^fl+     ,     "      ^  (16) 

\Y  c  1'      /  0'855    "\ 

wahrscheinlichen  Fehler  g  =  0-998      >       ^       \^±^r ^T       ('^'^) 

n  ¥  n  {n  —  v)^         Y  71  —  u  ^ 

woraus  zu  ersehen  ist,  daß  auch  bei  vermittelnden  Beobachtungen 
die  Zuverlässigkeit  in  der  Bestimmung  der  charakteristischen  Fehler 
mit  der  Anzahl  der  überschüssigen  Beobachtungen  wächst. 

§  47.  Genauigkeitsbestimmung  der  Unbekannten. 

Liegen  zur  Bestimmung  der  u  Unbekannten  x,  y,  z  die  n  Fehler- 
gleichungen mit  den  Gesamtgewichten  <j  vor: 

axX-\-  bi^y  -^  Cj  z —  Z^  1=  Cj,  Gewicht  g^  \ 

«2  X  -r  60  ?/  -t-  Co  z  —  /a  =  r,,  „  g^\ 

ttn  x-^h„y-\-  Cn  z~l„  =  r„,  „         g„  J 

und  ist/'=y  (?,,  L,  .  .  .  l„)  eine  lineare  Funktion  der  von  einander 
unabhängig  beobachteten  n  Größen  h,  h,  .  .  .  J„;  bezeichnet  man  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  Funktion  nach  den  einzelnen 
Beobachtungsgrößen  der  Reihe  nach  mit 

und  sind  die  den  beobachteten  Größen  anhaftenden  mittleren  Fehler: 
sohin  die  ihnen  zukommenden  Gewichte : 

y^—-2       ^2  — ~2  •  •  -9"— -TT* 

."1  Ma  ."" 

wo  ^0  =  — das    mittlere  Fehlerquadrat    einer  Beobachtung   vom 

Gewichte  1,  also  uq  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  bedeutet, 
so  ist  der  mittlere  Fehler  der  Funktion  /  nach  dem  Fehlerüber- 
tragungsgesetze: 

^/ = ±  ^  wTüöm^Tt^«;^^ 

und  das  reziproke  Gewicht  der  Funktion: 
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.1 = rv  VI . 

Ir      1  .'/  I 


Mit  der  Erfüllung  der  Minimunisbedingung  [//  r  c\  ■=  min  wird 
auch  den  Normalgleichungen  Genüge  geleistet,  welche  lauten: 

f<7  a  a\  X  -f  \c/  a  b]  y  -■-  [(j  a  c\z=  fr/  (il\   \ 

\g  a  b]  X  +  \g  bb\y^  [y  b  c\z=  \<i  h  l\  (2) 

\(J  (( 'J  -f  -  l.v  l'  '1  //  -r-  \9  '■'  '•]  ^=[</  '-^  \ 

Um  den  mittleren  Fehler  oder  das  Gewicht  der  ersten  Unbe- 
kannten X  angeben  zu  können,  hat  man  den  Anteil  jeder  der  Beob- 
achtungswerte /,,  /o,  .  .  .  l;,  an  dieser  Unbekannten  zu  bestimmen, 
d.  h.  man  hat  diese  Unbekannte  als  Funktion  der  direkt  beobachteten 
Elemente  l  darzustellen.  Zu  diesem  Behufe  multipliziere  man  die 
Normalgleichungen  (2)  der  Reihe  nach  mit  den  vorläufig  noch  unbe- 
stimmten Koeffizienten  74,  k'^,  k'r  und  summiere  sie,  wodurch  man 
erhält : 

{ \9  «  « ]  ^i  +  [9  "  b\  A.;  -r  [g  «  c]  K'\  ^  —  | 
J^{[gab]k'.^[gbb]k';^[gbc]k7}y-  [ 
+  {[9  "  c]  74  +[gbc\  K  -  \9  ^  ^1  ^V>  -    (  ^  ^ 

-{[g  a  l]  K  +\ghJ\  7/;  -f  lg  c  l]  IC)  =  0    ) 

Hieraus  ermittelt  man  die  „Gewichtskoeffizienten''  k  (so  ge- 
nannt, weil  sie  —  wie  in  der  Folge  gelehrt  wird  —  die  Gewichte  der 
Unbekannten  bestimmen),  indem  der  Koeffizient  von  .'•  der  Einheit 
gleich  gesetzt  wird,  die  Koeffizienten  von  y  und  z  aber  gleich  Null 
gesetzt  werden.  Man  stellt  also  folgende  ^Gewichtsgleichungen 
für  die  Unbekannte  x"  auf,  welche  ebenso  wie  die  Normalglei- 
chungen gebaut  sind  und  sich  außer  in  der  Bezeichnung  der  Unbe- 
kannten nur  noch  in  den  absoluten  Gliedern  von  jenen  unterscheiden: 

[g  a  a]  k'r  -\-  [g  a  b\  k'^  -f  \g  a  c]  A-^  =  1 

[g  a  b]  K  +  [g  b  b]  K  -^\gbc]k';'  =  0  (4) 

\9  «  f"]  ^'r  -rlgb  c]  k'J.  —  [g  c  c]  Av'  =  0 

Denkt  man  sich  hieraus  die  Gewichtskoeffizienten  Av,  Av,  k'^'  be- 
rechnet, so  erhält  man  aus  (3)  mit  Berücksichtigung  von  (4)  die  so- 
genannte „unbestimmte  Auflösung  der  Normalgleichungen": 

x=[gal\  /4  +{gbl]k';-{-  [g  c  l\  k;\ 

welche  durch  Auflösung  der  Summenausdrücke  wie  folgt  umgeformt 
wird: 

X  =  (ai  7/,.  ~  i»!  k''r  —  c,  k'x)  g^  l^  —  ("2  k'r  —  b.j  k'r  —  Co  k/)  «72  h  —  •  •  ■ 
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Setzt  man  für  die  Ausdrücke  iu  den  Parenthesen,  da  hierin  alle 
Glieder  bekannt  sind,  zur  Abkürzung  der  Reihe  nach  die  Faktoren 
f.,-,,  (c.^.  cj,  .  .  .  ,  so  erscheint  .»•  als  eine  lineare  Funktion  der  direkt 
beobachteten  Größen  /,,  L,  h,  •  •  ■  übersichtlich  dargestellt,  nämlich: 

•r  ==  «1  9i  'i  +  f-2  ^2  'j  H =  f «  9  ^  ■ 


Sohin  ist,  da  (/i  =  ccj  gi,  72  =  «2  92, 
von  .r: 


ist,    der    mittlere  Fehler 


f*..-  =  ±  ."0 


.9  . 


±."0  )"[.7««]  =± 


^ 


[gvL-]  [gaa] 


n 


u 


Die  Summe  \ci  cc  a]  wird  direkt  in  folgender  "Weise  erhalten: 
Multipliziert  man  die  Ausdrücke  für  «,,  k«,  «3,  .  .  .  der  Reihe  nach 
mit  ^71  fc'i,  (]iCi..,  gscc-s.  und  bildet  die  Summe  davon,  so  erhält  man  zu- 
nächst : 

Ig  a  a]  =  [9  a  a\  K\,  -)-  \(j  h  a\  K  +  [9  c  u]  Ä-.','.'.  (5) 

Multipliziert  man  dieselben  Ausdrücke  der  Reihe  nach  mit  den  ihnen 
zukommenden  9  a,  7  b,  g  c  und  addiert  jedesmal,  so  ergeben  sich  mit 
Hinweis  auf  (4)  die  Beziehungen: 

[gaa\=^,       \gba]=0,       [^cß]=0; 

folglich  erhält  man  durch  Substitution  von  (6)  in  (5): 

[yaa]  ==  k'r 


(6) 


fi.r  =  ±  «0  1    ^''.r 


It 


2 
0 


/c; 


Analog  ergeben  sich  auch  die  mittleren  Fehler  und  Gewichte 
der  übrigen  Unbekannten  //,  z.  In  übersichtlicher  Zusammenstellung 
hat  man  daher  für  drei  Unbekannte: 

1.)  Das  System  der  Gewichtskoeffizienten  aus  den  drei  Gruppen 
von  Gewichtsgleichungen: 


\fj  a  a]  Ji'r  -f  [gO'b]  k'r  -^  [5^ «  c]  k'^'  =^  1 
[g  a  b\  K  ~r[9bb]  k';  -  [g  b  c]  V;  =  0 
[g  a  c]  k:,  —  [gb  c]  Ä-';  —  [g  c  c]  k';'  =  0    J 

[g  a  a]  k'„  -\-  [g  a  b]  k;  -f  [g  a  c]  k';  =  0 
[ga  b\  k'^-}-[gb  b]  k',',  +  [g  b  c]  k','/  =  1 
[g  a  c\  k'.,  ~[gb  c]  k';  -f  [g  c  c]  k','/  =  0 

Ig  a  a]  k',  —  [gab]  k'~  -j-  [g  a  cj  k'-'  ^=  0 

[}/  et  b\  /.•;  —  \gb  b]  //:  —  (g  b  (■]  k:"  =  0 

lg a  t]  A-;  —  \g  b  c]  k'J  -j-  [g  c  c]  k'J'  =  1 


(7) 


(8) 


(9) 
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2.)  Die  Darstellung  tlei*  Unbekannten  al.s  lineare  Funktionen  der 
Beubac'htungen : 

^=W<J^,        y=[ß[/U,        z=(;'^n, 

worin  die  Faktoren  a,  ß,  y  wie  folgt  bestimmt  sind: 


«1  =  tti  k'r  -f-  hl  K  -j-  <'i  IC 
CC.J  =  a.,  k'j.  -f-  ^2  K  4-  ("2  k'r 

/3i  =  «1  /ti/  -r  ^1 K  -r  t'i  K' 

ß.j  =  «2  K  -f-  ^1«  '»'y  4"  <':;  ^'v     ! 

/'l    =    "l    ^'l    -~    ^l    kz    -f-   <'l    Ä";" 

;';,  =  «2  A-1  -t-  6^,  k;  -\-  c,  k'-' 


3.)  Die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten: 

1/", 


u,.  =  uo  }  \g  aa]  =  Uo  I  k[, 

u,,  =^  u,,  Y\(/ßß\ = Uo  yK_ 

>"-'  =  ."o  ^[977]=  «0  l^^'l'" 


4.)  Die  Gewichte  der  Unbekannten: 

1  1 

9-' 

9y 

9^ 


[g  da]        k'j. 
1      __    1 

Wß]  ~~  K 

1     _  1 

[gyy]  ""  A'"' 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


5.)  Die  Genauigkeitsmaße    der    Unbekannten,    wenn    h    das    Ge- 
nauigkeitsmaß der  Gewichtseinheit  darstellt: 


Y[gaa\        Yk', 
_        h        _     h 

'~YWß]~y^( 

YTgW\~YW 


(15) 


Die  Auflösung    der  Xormalgleichungen    nach  «len   gewöhnlichen 
Regeln  der  Algebra  ist    nur    dann  bequem,    wenn  nur  wenige  Unbe- 
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kannte  vorhanden  und  die  Koeffizienten  der  Gleichungen  runde  oder 
geringzifferige  Zahlen  sind.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  er- 
scheint es  einfacher,  sich  des  Gaußschen  Eliminationsverfahrens  zu 
bedienen,  wie  es  im  §  44  für  vier  Unbekannte  durchgeführt  worden 
ist.  In  ähnlicher  Weise  können  auch  nach  Hansens  Vorschlag  (1831) 
die  Gewichtsgleichungen  aufgelöst  werden.  Man  erhält  so  unter  An- 
wendung des  Eliminationsverfahrens  zuerst  immer  das  Gewicht  der- 
jenigen Unbekannten,  der  in  den  Gewichtsgleichungen  der  letzte  Platz 
angewiesen  ist,  und  hierauf  die  Gewichte  der  übrigen  Unbekannten 
durch  schrittweises  Rückwärtseinsetzeu  der  bereits  ermittelten  Ge- 
wichte. Encke  (1834)  hat  durch  Umstellungen  in  den  Gewichts- 
gleichungen die  direkte  Berechnung  aller  Gewichte  ermöglicht.  Wird 
nämlich  eine  zj-klische  Vertauschuug  der  Gleichungen  und  zugleich 
eine  entsprechende  Veränderung  in  der  Reihenfolge  der  Unbekannten 
vorgenommen,  so  ertieben  sich  für  drei  Unbekannte  folgende  drei 
Gruppen  von  reduzierten  Gewichtsgleichungen: 

[gcc.i] 


[gaa.2] 


[gac]        ,    [gbc] 

K,,    -p -rh.,,  -p j  h.„  U 

,        [gab.!]       _ 
[gaa.l] 


\gbb.2] 


[gaa]  [gaa] 

[gbh.l] 

k':'  = 


[9  ^  <•  •  2] 


Aus    den    letzten    Gleichungen    einer   jeden   Gruppe    resultieren 
direkt  die  reziproken  Gewichte  der  drei  Unbekannten,  so  daß  man  hat: 

Qr  =  [g  <i  a.2\^=l:\g  au\ 
9,  =  \gbb.2\=l'.\gßß] 
g,  =  [g  c  (.2]  =  \  -.{gyr] 


(16) 
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Indessen  wird  durch  dieses  „kunstlose"  Verfahren  —  wie  Gauß 
(1821)  sich  ausdrückt  —  mit  Bezug  auf  Kürze  der  Rechnung  nichts 
gewonnen,  und  verdient  daher  vom  Standpunkte  des  praktischen 
Rechners  die  Hansen  sehe  Methode  den  Vorzug. 

Wirft  man  einen  Blick  auf  die  Gleichungen  (10)  des  i?  44  zurück, 
die  man  sich  für  ungleiche  Gewichte  und  für  drei  Unbekannte  ge- 
schrieben denken  mag,  so  erkennt  man,  daU  bei  Auflösung  der  Normal- 
gleichungen nach  dem  Eliminationsverfahren  in  den  letzten  Glei- 
chungen, welclie  immer  nur  eine  Unbekannte  enthalten,  der  Nenner 
des  für  diese  Unbekannte  erhaltenen  Bruches  zugleich  das 
Gewicht  der  Unbekannten  angibt. 

Die  Gewichtsgleichungen  enthalten  neben  den  Koeffizienten  AV, 
h',',,  Je';',  welche  die  Gewichte  bestimmen,  auch  noch  andere  Koeffi- 
zienten, die  zur  Gewichtsbestimmung  der  Unbekannten  nicht  benötigt 
werden,  worunter  jedoch  die  als  Kechenprobe  dienlichen  Beziehungen 
bestehen: 

A'j.  ^=  li,i,  kx    ^=^  k.zy  '^11    ^^^  rCz  • 

Um  dies  zu  beweisen,  möge  gezeigt  werden,  daß  z.  B.  IC  =  A:!,  ist. 
Multipliziert  man  die  Gleichungen  (7),  worin  der  Einfachheit  wegen 
g^l  gesetzt  werden  möge,  der  Reihe  nach  mit  Icy,  k'^,  k'^'  und  addiert 
sie,  so  erhält  man: 

([a  a]  k'j.  -f-  [a  b]  kx-\-  [a  c]  IC)  k'^  + 

+  ([a  i]  k'x  -f  \b  b]  k';  -  [6  c]  Ä-:;')  k';  + 

-f-  ( [a  c]  k'j,  -r  [^  t-]  k'^  -f-  [c  c]  A-;;')  ^y"  =  A^, 
welche  Summe  durch  Umstellung  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

([«  a]  k'„  +  \a  h]  k',',  +  [a  c]  k','/)  k'^  -f 

-f  ([a6]A-;-^[6ijA;4  [6  cj  A-;;') A-; -h 

+  ([a  c]  k',,  —  [6  C-]  A-;  -|-  [c  c]  k','/)  K'  =  Ay 

Nun  ist  aber  mit  Bezug  auf  (8)  der  erste  und  dritte  Klammer- 
ausdruck gleich  Null,  der  mittlere  Klammerausdruck  gleich  Eins, 
folglich  ist 

lij.     =    A,',y, 

und  analog  auch  k'^' =  k',  und  k','/  =  k':. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (10)  mit  den  korrespondieren- 
den Koeffizienten  ßi,  ß-j,  .  .  .  und  addiert  sie,  so  erhält  man 

[a  ß]  =  [a  ß]  k'^  ^  [b  ß]  k';  ^  [c  ß]  k';' 

oder  mit  Rücksicht    auf  die  den  Relationen   (6)    entsprechenden  Be- 
ziehungen: 

[aß]=0,  [/->/?]=!,  [cß]=0: 
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und  analog: 


[aß]  =k'_r  =Äv 
[« j']  =  k'r  =  h', 

[ß  y]  =  K'  =  K- 

Um  die  Beziehungen  zwischen  den  Gewiehtskoeffizienten  Ä'.',.=  fa«], 
A-j=ii^=  [k/3J,  ^■.v  =  [/:J/i]  und  den  Normalgleichungskoeffizienten 
[rt(i],  [a6],  [6  6]  für  zwei  Unbekannte  und  gleiche  Gewichte  direkt 
aufzustellen,  wie  sie  zum  Teil  schon  aus  der  Vergleichung  der 
Gruppe  (14)  mit  (16)  hervorgehen,  vergleiche  man  die  Darstellung 
der  Unbekannten  x,  y  als  lineare  Funktionen  der  Beobachtungen  nach 

§  47,  ad  2): 

.r  =  [a  I]  =  c<i  ?!  -j-  a.,  J-j  -\-  ■  ■  ■ 

mit  den  Auflösungen  der  Xormalgleichungen  nach  >?  44,  Gleichung  (10): 


X 


[al.l] 


_    [6M] 
^        [6  6.  if 


[a  a.  1] 
Entwickelt  man  zunächst  den  Zähler  des  Ausdruckes  für  x,  so 


[«  6] 


[bl]=a,h-ra,k-\- 


[a  h] 


[b  b]  '"  '■■        "'  '^    '    "' '"    '  [b  b] 


{b^h-^b,L~...) 


wird: 

[al.l]  =  [al] 

und 

Die  oben  ausgesprochene  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  /gibt: 

[^'  ^]  7  A  1        Z'  [« b]     \ 

^^  =  -r TT-      «•>  r7   7  1    '-^2         usw. 

[art.l]    l.  -        [66]    V 
Geht  man  analog  mit  der  zweiten  Unbekannten  y  vor,  so  erhält  man: 

1  /i  U'b]        \  ,  1 


«^=T^^^:irO'^-F6]'0 


[66.1] 


[66.1] 


62  —  I:— ,  Oo  )   usw. 


[aa] 


Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  beziehungsweise  Produkte 
dieser  Ausdrücke,  so  bekommt  man  schließlich: 

2 [«6]  ^^^^    ,    [ab]- 


r       1  1         fr       1        2 [«6  a6  -         ^ 

[a6]^ 


[^7:TFU"«^-[66] 


[a  a]  = 


[6  6] 


[aa.l]        [a a]  [6  6]  —  [a  6]  [a  6] 

r  .  .1 L__ M . 

^'"'^J"  [66.1]         [aa]  [6  6]  — [a  6]  [a  6] 

1        ^  —  [^^] 

^"^^~[a6.1]   ~[aa]  [6  6]  — [a  6]  [a  6] 


(17) 
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Da  in  den  Au.sclrüfken  (i;j)  für  dio  mittleren  Fühler  die  Koeffi- 
zienten k  bei  vorliegenden  Beobachtungen  konstante  Größen  sind, 
die  Unbekannten  aber  so  bestimmt  wurden,    daß   der  zweite  Faktor 


n  —  u 

einsten 


in  den  Ausdrücken  für  die  mittleren  Fehler,  nämlich  uq  = 

zu  einem  Minimum  wird,  so  sieht  man,  daß  das  Prinzip  der  k 
Summen  nicht  nur  den  Beobachtungen,  sondern  auch  den 
Unbekannten  in  ihrer  Gesamtheit  die  kleinsten  mittleren 
Fehler  zuteilt. 

§  48.  Ausgleichung  nach  dem  Prinzip  der  größten  Gewichte. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphe  der  Bestimmung  der  mittleren 
Fehler  zu  Grunde  gelegten  Ausgleichungsprinzip  erscheinen  die  Beob- 
achtungen so  ausgeglichen,  daß  die  Summe  der  mit  den  Beobachtungs- 
gewichten multiplizierten  Quadrate  der  übrigbleibenden  Widersprüche 
und  damit  auch  die  mittleren  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen 
und  der  berechneten  Unbekannten  zu  einem  Minimum  werden.  Damit 
ist  aber  noch  nicht  dargetan,  daß  durch  die  Ausgleichung  nach  dem 
Prinzip  der  kleinsten  Summen  auch  die  Gewichte  der  Unbekannten 
am  größten  werden,  da  aus  den  Ansätzen  für  die  Gewichte  der  zu 
einem  Minimum  gemachte  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  durch 
Kürzung  hinausgefallen  ist.  Es  bietet  sich  nun  die  Frage  dar,  wie  die 
Unbekannten  zu  berechnen  sind,  damit  die  Gewichte  derselben  den 
möglich  größten  Wert  erlangen.  Offenbar  so,  daß  die  Summen 

[i'««],  [yßß],  [^YY], 

welche  den  Gewichtsreziproken  gerade  proportional  sind,  je  für  sich 
Minima  werden. 

Ausgehend  von  den  wahren  Werten  der  Unbekannten  A',  Y,  Z 
setzen  wir  die  Gleichungen  für  die  wahren  Fehler  an: 

a^  A'  -Y  ^v  ^'-r  ^"i  ■^ —  ^  =  f n  Anzahl  gi 


a„X^b„Y  -\-c„Z — l„  =  s„  ,        g„. 

Führen  wir  die  Untersuchung  zunächst  für  die  Unbekannte  A' 
durch,  so  multiplizieren  wir  diese  Fehlergleichungen  der  Reihe  nach 
mit  den  vorläufig  noch  unbestimmt  gelassenen  Multiplikatoren  «j, 
ßj,  «3,  .  .  .  und  addieren  sie  unter  Berücksichtigung  ihrer  .,Anzahr', 
so  daß  wir  die  Summengleichung  erhalten: 

[gacc]  A'-f  [gha]  Y -~  [gca]  Z-  [gla]  =  [gsa].       (1) 
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Um  die  darin  vorkommenden  Multiplikatoren  cc  so  zu  bestimmen, 
daß  X  eine  lineare  Funktion  aller  l  werde,  müssen  hiefiir  solche 
Werte  aufgesucht  werden,  welche  die  Glieder  mit  )'  und  /  zum  Ver- 
schwinden bringen  und  den  Koeffizienten  von  X  zur  Einheit  machen. 
Unterwirft  man  daher  die  Multiplikatoren  den  Bediugungsgleichungen: 

[f/a«]  — 1  =  0,  f(/6«]=0,  [gca]=0.        (2) 

so  reduziert  sich  die  Summengleichung  (1)    auf   die    einfache  Form: 

A' —  [^  ^ «]  =  [(j  £  «]' 

Wird  hierin  das  Fehlorglied  [g  £a\  ^0  gesetzt,  so  geht  der 
wahre  Wert  X  in  den  Näherungswert  x  über,  welcher  als  eine  lineare 
Funktion  der  direkten  Beobachtungen  ausgedrückt  erscheint,  nämlich: 

X  =  [agl\  =  «1  gi  k  +  «•>  5'2  ^2  H 

Es  wird  nun  offenbar  derjenige  Wert  von  x  der  beste  sein, 
dessen  mittlerer  Fehler  von  der  Form  ju.^  ^  ^Uq  r  [</ a  ß]  ein  Minimum 
ist.  Damit  nun  ^x  ein  Minimum  werde,  müssen,  da  jetzt  hq  bei  gege- 
benen Beobachtungen  als  eine  unveränderliche  Größe  anzunehmen  ist, 
die  Multiplikatoren  so  gewählt  werden,  daß  [g  aa\^=  min  wird.  Um 
dieser  Bedingung  zu  genügen,  geht  man  nach  Lagrange  so  vor, 
daß  man  zunächst  die  der  Reihe  nach  mit  den  Korrelaten  — 2/cj, 
—  2  A'x,  — 2k'^'  multiplizierten  Bedingungsgleichungen  (2)  zu  der  auf- 
gelösten Summe  [^«a]  hinzufügt,  wodurch  an  der  Summe  [.7««] 
offenbar  nichts  geändert  wird,  so  daß  man  hat: 

[g  a  ((]  =: gi  ai  ^  g2  cä  -\ 2  k[r  {[gaa]  —  1)  —  2  Ä;.','  [g  b  a]  — 

—  2  JC'  [g  c<x]  =  wj/w. 

Durch  Nullsetzen  der  nach  allen  a  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten und  Kürzung    um    die  Konstanten  g    erhält  man: 

a^  =  Gl  IC  -r  ^1  K  +  Ci  /4" 
«2  =  «2  ^4  -f-  ^2  ''J  4"  ^"2  ''^'" 

a„  =  a„  l-'-r  +  6„  K-  -f  f»  K'  j 
und -durch  Substituierung  dieser  Ausdrücke  in  (2)  die  Gleichungen: 


(3) 


[g  a  n\  k'^.  -]-  \g  a  h]  k'j.  -j-  [<j  a  c\  k'x  =  1 

(g  a  b]  /4  -r  \g  i>  />J  fC  +  \g  b  c\  /.-;"  =  0 

[g  a  c]  /4  -\-  \;/b  rj  /<;  -f  [7c  c]  k'^'  =  0 


(4) 


womit  die  Korrelaten  k  und  weiters  die  Multiplikatoren  a,  sowie  die 
Summe  [7  a  a\   berechnet  werden    können.    Durch    die  Erfüllung  der 
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Minimumsbedingunii  \(/c(«]  =jnin  hat  die  Unbekannte  x  die  geringste 
Abweichung  von  der  Wahrheit  oder  das  größte  Gewicht  erhalten,  was 
in  analoger  Weise  auch  vun  den  übrigen  Elementen  //,  z  nachge- 
wiesen werden  kann. 

Vergleicht  man  nun  die  Multiplikatoren  n  und  die  Korrelaten  /.; 
des  s<  48  mit  den  Faktoren  «  und  den  Koeffizienten  /.;  des  i?  47,  so 
ergibt  sich  aus  der  Identität  der  voneinander  unabhängig  eingeführten 
Zahlengrößen  die  Tatsache,  daß  der  hier  eingeschlagene  Vorgang  bei 
der  Ausgleichung  von  beobachteten  Elementen  mit  den  Vorschriften 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  vollkommen  übereinstimmt.  Man 
ist  daher  zu  dem  Schlüsse  berechtigt: 

„Diejenigen  W^erte  der  Unbekannten,  die  aus  einer  Kombi- 
nation der  Beobachtungen  hervorgehen,  welche  die  Summen  [f/au], 
lyßß]'  [yyy]  zu  einem  Minimum  machen,  sind  mit  denjenigen 
Werten  identisch,  welche  die  Summe  [7  /•  r\  auf  ein  kleinstes 
Maß  bringen." 

Oder: 

„Das  Ausgleichungsverfahren,  welches  die  Unbekannten  so 

bestimmt,    daß    die  Summe  der  mit  den  Beobachtungsgewichten 

multiplizierten  Quadrate  der  übrigbleibenden  Widersprüche    ein 

Minimum  wird,  ist  identisch  mit  jenem  Ausgleichungsverfahren, 

welches  den  Resultaten  die  kleinsten  mittleren  Fehler   oder  die 

größten  Gewichte  zuteilt." 

§  49.  Zusammenhang  zwischen  direkten  und  vermittelnden  Beob- 
achtungen. 

Für  den  Fall,  daß  nur  eine  Unbekannte  x  zu  bestimmen  ist,  be- 
stehen die  Fehlergleichungen: 

«1  .c — /i  = '"i  mit  dem  Gewicht  71 
«ä  X  —  i,  =  i\     „         „  „  t/o 


Cl„  X  In  l'n       „  y,  „  t/n 

und  es  lautet  die  einzige  Normalgleichung: 

[(iaa]x=[gt,l], 
sohin  ist  das  Resultat: 

Im  Sinne    der  Theorie    der  Ausgleichung    vermittelnder   Beob- 
achtungen geht  aus  der  einzigen  Gewichtsgleichung 

[(ja  t(]  /.-,  z^  1 
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das  Gewicht  von  .r  hervor:    7,  =  ^=f^ao]. 

Da  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtsheit    «0 
ist  der  mittlere  Fehler  von  .r: 


•—     ist, 
//  —  1 


so 


—  _ifo_  _         .«0 
^•^  —  -\r — 


r- 


[//  '•  '•] 


Für  ffleich   ijenaue  Beobachtungen    ist    das  Resultat   .r  = 


MI 


mit  dem  Gewichte  (jx  =  [<^<  c]   und  dem  mittleren  Fehler 

r 


{cv\ 


{un\  (//  — 1) 

Für  den  speziellen  Fall,  daß  sämtliche  Koeffizienten  «  der  Ein- 
heit gleich  sind,  bestehen  die  Fehlergleichungen: 

X  —  /i  =  \\  mit  dem  Gewicht  (jy 


•C  („  l  ,1 


(Jn. 


Die    Xormalgleichung    heißt:     [r/].r=Jr//]     und    die    Gewichts- 
gleichung:  [(/]A-^=i;  somit  ist  das  wahrscheinlichste  Resultat 


£C 


f.7] 


gleich  dem  allgemeinen  arithmetischen  Mittel  mit  dem  Gewichte 


und  dem  mittleren  Fehler  u.  =  ->= 


r  Lv^-^-] 


Sind  alle  Gewichte    gleich,    so    ist    der   wahrscheinlichste  Wert 

der  Unbekannten  a;=  —  gleich  dem  einfachen  arithmetischen  Mittel 

n 

mit  dem  Gewichte  (/j-  =  n  und  dem  mittleren  Fehler 

r- 

u 

f. 


'~Yn 


[r  ^'] 
n{n—l) 


Man  sieht  also,  daß  das  Problem  der  Ausgleichung  direkter 
Beobachtungen  der  Form  nach  als  ein  spezieller  Fall  der  Ausgleichung 
vermittelnder  Beobachtungen  aufgefaßt  werden  kann. 
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§  50.  Genauigkeitsbestimmung  der  ausgeglichenen  Beobachtungen. 

Liegen  //  Fehlerfi^leichungen  vermittelnder  Beobachtungen  mit 
II  Unbekannten  vur,  wovon  die  /-te  allgemein  wie  folgt  lautet: 

(I;  ./•  -[-  />,  .'/  T  <•;  C  -i /;  =  Vi,    Gewicht    (/;, 

so  erhält  man  den  mittleren  Fehler  der  i-ten  Beobachtung  vor  der 

Ausgleichung  nach  der  Formel:  11,=  —^,    wo    Uo  =  /   — — -    den 

mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  bedeutet.  Um  den  mittleren 
Fehler  der  Beobachtungen  nach  der  Ausgleichung  zu  bestimmen, 
muß  man  die  Unbekannten  in  einer  linearen  Funktion  der  Beobach- 
tungen ausdrücken,  also  wie  im  i^  47,  ad  2  in  die  Form  kleiden: 

X  =  cii  (/i  li  +  c(2  (Ji  hA =  [« .7  /] 

y  =  i\  <Ji  h  —  ß-2  !h  li-i =  [ß  U  ^ 

~  =  Vi  f/\  h  -r  }'2  [h  /i'  -T =  [}'  </  U  • 

Setzt  man  diese  Wertein  die  Fehlergleichungen  ein,  so  erhält  man: 

/,•  —  d  =  («.•  a,  —  h; ßi  +  (•.•  yi)(ji  Ii  — 
—  (a,-  cfo  —  6,  ß2  —  c;  y.j)  .72  ^2  — 

—  {ci!  «3  ^  b;  ßs  —  d  J'g)  r/3  I3 

oder  übersichtlicher : 

Sind  nun  «1,  t/g,  u^,  .  .  .  die  mittleren  Fehler  der  ursprünglichen, 
unausgeglichenen  Beobachtungen  /j,  /.,,  I3,  .  .  .  ,  so  ist  nach  dem 
Fehlerübertragungsgesetze,  Gl.  (8),  S.  94,  der  mittlere  Fehler  Mi  der 
ausgeglichenen  Beobachtung  li-j-vr. 

Nun  ist  4?."i  =  (rt,ßi  —  ^,/3i  4-c,-7i)2r/Y,uf  oder,   wenn  hierin    für 


1,2 

.Vi  =  '  2  eingeführt  wird  : 


u 


A ."?  =  ("-  (h  —  f>i  ßi  —  t'.-  J'i)'  .71  ."ü 
und  analog :  Az  uj  =■  (a,-  a-i  -^  ^/  ß>  -i"  <".-  y-j)'  fh  ."0 

-■^l  ."i  =  («.•  «3  -r  ^.-  /^s  —  <*.■  }'3)-  .73  ."0  usw. 
Folglich  ist: 

M^  =  [(a,-  cc  —  6;  /3  —  Ci  y)' ;/]  u'l 

und    das    reziproke  Gewicht    der    i-ten  Beobachtung    nach    der  Aus- 
gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Definitionsgleichung  Mf  =  ^: 


lyo 


Gonauigkcifsbestiiiiinung  der  ausgeglichen ou  Beobaehtiingen.  5<    .")0 


Wird  die  Quadrierung  ausgeführt,  so  ergibt  sieh: 

^  =  ^'?  [.'/  «  cc]  +  2  a,.  A,  f.v  « /3]  +  h^  [.7  /5  ^]  + 

—  2  (^•  c-  [y  ß  v]  +  2  />/  (•,•  [7  ß  y]  4-  (7  [v  y  y\ . 

Nun  führen   wir  für  die  hier  enthaltenen  Summen   die  im  ij  47 
ermittelten  Größen  ein,  nämlich: 

[(/  a  a]  —  l-'r  [1/  aß]=  k'J  [gay]=  k'^' 

[!/c<ß]=K         [!/ßß]=K         [!/ßr]=K' 

[</  ciy\=K  [[/  ß  y\  =  k':  [(/  yy]=  k'^ '. 

Damit  erhält  man,  wenn  die  gemeinsamen  Faktoren  gleichzeitig 
lierauso:ehoben  werden : 


1 
Gl 


{«i  k',^  -f  bi  k'^  -j-  d  Ä-.;")  Oi  -f-  {(li  Kj  +  bi  k',',  -f  (•/  Ä-;;')  b;  -f- 

-}-  (cii  k',  -^  b;  K  -f  Ci  k'^')  d. 

Es  sind  aber  die  Klammerausdrücke  nach  den  Gleichungen  (10), 
(11)  und  (12)  des  §  47  nichts  anderes,  als  die  Faktoren  a,-,  ß,-,  yi,  folg- 


lich kann  man  auch  schreiben 

1 


G, 


=  a,f/,--f-6,/3,-4-c;;',-; 


(1) 


der  mittlere  Fehler  der  i-ten  Beobachtung  nach  der  Ausgleichung  ist 
demnach: 

31  =  ,ao  Y(u  dt  -h  b; ßi  -\-  cyi.  (2) 

Hiezu  ist  folgende  Bemerkung  zu  machen:  Die  Koeffizienten 
«,,  ßi,  y,;  richten  ihr  Vorzeichen  stets  nach  den  korrespondierenden 
Koeffizienten  ((,-,  b;,  t-,;  daher  erscheinen  die  Produkte  «,«,•,  biß,-,  viyi 
und  die  Summe  dieser  Produkte  stets  positiv,  und  da  diese  Summe 
mal  (ji  immer  kleiner  als  1  bleibt  (vergl.  S.  191),  so  muß  sich  der 
mittlere  Fehler  ü/,  nach  der  Ausgleichung  stets  kleiner  als  der  mitt- 
lere Fehler  n,  vor  der  Ausgleichung  ergeben,  denn  es  ist,  wie  aus  der 
Vergleichung  der  Formeln  für  J/,-  und  (u,  hervorgeht: 


Mi  =  Hi  Yf/i  (cii  Ui  -^  bi  ßi  -j-  Ci  yi). 

Spezielle  Fälle. 

(ij  Für  den  Fall,  daß  nur  eine  Unbekannte  x  vorkommt,  d.  i. 
bei  Ausgleichungen  von  Beobachtungen,  welche  Vielfache  einer  Unbe- 
kannten sind,  also  für  ciix—  li=ri  mit  dem  Gewichte  ^,  ist 


8   50.  Genaulgkeitsbestimniung  der  ausgeglichenen  Ilpobaelitungen.  l<il 

1  ;  a? 


/^     "I   **>   '-•'I   "'«  "X  r  -1 

Cr,-  [//  a  u\ 


und  der  mittlere  Fehler  nach  diu*  Aust^leiehiing: 


j/,.=^o::l^  (3) 


gegenüber  dem   mittleren  Fehler  vor  der  Ausgleichung:  ,u,- - 
Da  der  mittlere  Fehler  der  Unl)ekannten  x  gleich  ist; 


u 


0 


r^ 


K  [//  «  a] 
so  besteht  auch  die  Beziehung: 

?>j  Für  den  Fall  des  arithmetischen  Mittels  sind  sämtliche  a 
der  Einheit  gleich,  somit  lauten  die  Formeln  für  das  allgemeine  arith- 
metische Mittel: 

^i  [//]  y  f.7] 

und  für  das  einfache  arithmetische  Mittel: 

1  _  1         1/  _  .«0  _ ,, 

d.  h.  die  einzelnen  Beobachtungen  haben  nach  der  Ausgleichung  die 
Genauigkeit  des  arithmetischen  Mittels,  was  eigentlich  selbstverständ- 
lich ist,  da  das  arithmetische  Mittel  der  Beobachtungen  die  ausge- 
glichenen Beobachtungen  darstellt. 

Vergleicht  man  die  Formeln  für  die  mittleren  Fehler  vor  und 
nach  der  Ausgleichung,  so  erkennt  man,  daß  die  mittleren  Fehler 
durch  den  Ausgleichungsprozeß  eine  Verminderung  erfahren,  daß  also 
die  einzelnen  Beobachtungen  durch  Anbringung  der  .Verbesserungen" 
tatsächlich  an  Genauigkeit  gewonnen  haben.  Wir  wollen  diesen  Satz 
für  den  Spezialfall  u)  ausführlich  beweisen.  Wenn  dieser  Satz  richtig 
ist,  so  muß  stets  J/.-  kleiner  als  [n  ausfallen,  es  muß  also  die  Un- 
gleichung bestehen: 

Y\ijaa\       fr/, 
oder: 

Da  ijia\  nur  einen  Teil  von   [//«-j    bildet,    so    findet    diese   Un- 
gleichung tatsächlich  immer  statt. 
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Heispiel:         <<  .v —    /  =  0 


3  .f  —  3Ü  —  Ü 

a  a  =  % 

al  — 

90 

2x—  21—0 

4 

42 

0-5  .r  —  4-8  —  0 

0-25 

[al\- 

2-4 

ua]  =  13-25 

134-4 

X—  134-4: 

13-25  — 10-14 

V  —  ^  0-42 

rr  — 0-1764 

—  0-72 

0-5184 

+  0-27 

0-0729 

[vv]  =0-7679 
mittlerer  P>hler  einer  ursprünglichen  Beobachtung; 


0-7677 

=  0-62, 

2 


mittlerer  Fehler  der  Unbekannten  x\      «^^  =  -7=^  =  017, 

yi3-25 

mittlere  Fehler  der  ausgeglichenen  Beobachtungen: 

J/j  =0-17.3  =U-51 
il/2  =  017.2  =0-34 
J/3  =  0-17.  0-5  =  009. 

§  51.  Genauigkeitsbestimmung  einer  Funktion  der  Unbekannten. 

Die  Problemstellung  ist  folgende:  Aus  den  bekannten  mittleren 
Fehlern  u^,  ^.j  der  durch  Ausgleichung  hervorgegangenen  Unbe- 
kannten .'-,,  y  soll  der  mittlere  Fehler  M^  einer  linearen  Funktion 
der  Unbekannten  bestimmt  werden.  Ist  die  Funktion  in  Bezug  auf 
die  Unbekannten  nicht  linear,  so  kann  sie  unter  Einführung  von  Nä- 
herungswerten durch  Entwicklung  nach  der  Taj'lorschen  Reihe 
immer  linear  gemacht  werden.  Die  Funktion  habe  also  die  Form : 

F=hx-\-f,y.  (1) 

Der  Problemstellung  zufolge  sind  sowohl  die  x,  y  als  auch  die 
|Uj.,  u,,  voneinander  nicht  unabhängig,  indem  die  Unbekannten  mit  den 
vermittelnden  Beobachtungen  lukth,---  durch  folgende  Gleichungen 
zusammenhängen : 

x  =  ai  f/i  li  -r  «2 ;/.  /g  ^ =  fa .7  /]    )  /^x 

y  =  ß\  !/i  li  —  ß^ .72  /o =  1/^.7  l\.  ) 
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Man  darf  daher  in  diesem  Falle  das  Fehlerübertra^ungsgesetz, 
welches  unabhänofige  Argumente  voraussetzt,  nicht  ohne  weiteres  an- 
wenden und  nicht  etwa  die  Formel 

^n- =(/,."..)- 4- (/2^y)'^  (3) 

direkt  oebrauchen,  sondern  man  hat  zunächst  in  (1)  die  Werte  von 
(2)  einzusetzen,  damit  F  eine  lineare  Funktion  der  voneinander  un- 
abhängigen Beobachtungen  werde.  Es  ist  also  zu  setzen: 

J^-^fx  W  ö  l\  -f /2  [/^  '.I  n  =  (/i  «1  +/2  ß^ )  .7.  K  4- 

+  {fl  «2  +/2  h)  .72  h  -^ 

-r  (/i  «3  -rfi  {%)  .73  ^3  + 


Nunmehr  kann  das  Fehlerübertragungsgesetz  anstandslos  in  An- 
wendung kommen.  Sind 


u, 


^0  fto  « 


.«3 


>"0 


die  mittleren  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen,  so  ergibt  sich  der 
mittlere  Fehler  der  Funktion  aus 


.Un 


i>-l 


M% = (y;  u,  -rf2  ß,  Y  <j\  ^"  +  (/;  cc,  -1-/2  ß,Y  <A ,, 

7l  /2 

r       (/ia?+2/,/,ai/3i-l-yi^?).7i 
=  A     +{f\al  +  2f\f,aoJ,-\-flßV)>i, 

+ 

M^  =  i,^,{f\\,,aa]^2f\f,  liiaß]  -rfUnßß])  (*) 

oder,  da  nach  (13),  i<  47,  S.  181: 

it-x  =  «0  yin  «  «J  f*y  =  >"o  ^  [.7  ^  ß] 

M%=^f\i>:i-{-2f\f,\gaß]i:^-Vfliil.  (5) 

Man  erkennt  also,  daß  durch  Anwendung  der  Formel  (3)  das 
mittlere  Glied  ganz  übergangen  worden  wäre.  Setzt  man  nach  (17) 
des  i?  47,  S.   184: 


f. 7  cc(i\  = 


so  erhält  man  (4)  in  der  Form : 


^'■f''^^^=J^i;d;TV      f-'/'^'^J=-M6TTi' 


~^'\\,iaaA]    '    [,iah.\]^[ghh.l\\  ^ 


somit  ist  das  reziproke  Gewicht  der  Funktion : 

Wellisch,  Ausgleiclumgsrecbnung  I. 


13 
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J/7 


./T 


+MA.i- 


i-!) 


G,        ^il         [</aa.l]^  [(/ab.l]        {ffbb.l] 

Die  analojre  Untersuchung    für    eine  Funktion    von    drei  Unbe- 
kannten, nämlich  für 

führt,  wenn  jetzt  der  Einfachheit   halber  durchaus   gleiche  Genauig- 
keit, also  <7=1  angenommen  wird,  zu  der  Formel: 


fl 


^^'•=^Hm 


-t- 


2/1/2 


2// 


- -^r  + 


fl 


[ab.  2]     ■      [ac.2]     '      [6  6.2] 


+ 


2/2/3 


+  : 


/l 


(8) 


'      [6c. 2]      '      [(•(•.2]  / 

Dieselbe    erscheint    als  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (2) 
des  vj  50,  denn  vergleicht  man  die  Fehlergleichung  (S.  189) 

h  +  Vi  =  cii  X  —  6;  y  4-  (•;  z 
mit  der  allgemeinen  Form 

^=/i^'+/2y+/3^, 
so  geht  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen: 


L""-''J         ^' 

LU     U    .    ~J                  ^„ 

l"  "  •  ^J       ^,"' 

[rt  6.2]        jr 

r/     7             n                   1 

[6  6.2]  —^ 

ky 

1 
^       k. 

[''.■.2]   ' 

[CC  .2]—YFTT 

die  Formel  (8)  über  in: 

M^^.  =  ^l{a\  Ä-;  4-  2  a,6,/c:;  4-  2  cucilc;:  4-  6?Ä:;  4-  2  6,  c^li^  4-  r?/^"'}  (9) 

{«;  («;  A;.;  4-  6;  /c^'  4"  C;  /r.;")     | 
6..(«,Ä;;4-6,A-;;4-c,A;;") 
o(«;Ä:;  J-6;Ä-y4-oA:;")  | 

oder  mit  Rücksicht  auf  (10),  (11)  und  (12)  des  §  47: 

3/2.  =  ^l  {(,;  ((;  4-  6;  ßi  4-  C;  J^•). 

Dehnt  man  die  Formel  (4)  auf  vier  Unbekannte    aus,    so    wird 
für  g  =  l: 

/,/  \ac<]  -  2/J,  [aß]  4-  2/,/3  [ay]  -  2//  [ad] 
/.A\ßß\-2AA\ßr]+2/J,[ßd] 

+  ./a/3  [;-;'] +2/3/4  [;'dj 
-r   /4./4  [ö  d]  j 


J/i-=^5 


(10) 
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M-i  = 


Mi".  • 


[  /?  k'r  -:-  2  /;/,  k'J  +  2j\f,  IC  -i-  2fJ\  kl'- 


4  ".'/         \ 

'iA-- ) 


(11 


Man  kann  diese  Formel  noch  zweckmäßi^r  umformen.  Setzt  man 


/i  K  -^rß,  k;  j-yä  k;  -i-f^  k]/  = ;.., 
/;  a;  +/,  a;'  +/,  a;-  +/;  a^'  = ;., 

so  kann  man  auch  schreiben: 


(12) 


(13) 


Nun  stellen  die  Gleichungen  (12)  nach  i?  47  die  unbestimmten 
Auflösungen  folgender,  den  Normalgleichungen  analog  gebauter  Glei- 
chungen dar: 

\aa]  ;.i  —  [a  b]  l^  ^  [a  c]  A3  +  [a  d]  A4  =/i 
[a  b]  A:  +  [6  b\  X,  ^  [b  c]  A3  +  [b  d]  A4  =f^ 
\a  r]  Ai  +  [b  (■]  h  4-  [^'  ^-l  A3  +  [c  c/]  A4  =/« 

\<i  <i\  ly  +  [6d]  Ao  +  [(•  fZ]  A3  +  [d,i]  A4  -=/;. 

Löst  man  dieselben  nach  dem  Gaußschen  Algorithmus  auf,  so 
erhält  man  nach  (9)  des  §  44  die  reduzierten  Gleichungen : 


h 


[aa]  [««J 


A3  + 


A4  = 


[aa] 


A,4-    t^^-lJ    A  + 
A3  + 


[«  «] 

JMJJ_     __[/2^J 
[i6.l]    ^^~   [6  6.1] 

M^;      _       L/3.2] 

'~    [cc.2\ 

[/4-3] 
[r/f/.3] 


[cc.2] 


A4    = 


(14) 


Eliminiert  man  aus  (13)    die  A    mit  Hilfe  des  Systems  (14),    so 
erhält  man  schrittweise: 


fi 


[aa] 


[aaj-     y  V:  [aa]- 

[/2.1JA2+[/3.1]A3  4-[/4-lJA, 


13^ 
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"1^  +  166. IJ    +    [CC.2]    +(^1/^-1  [CC.2]    l^^^'-^Jj^- 

-  [.7^  +  'Wb'n  +  "[.^772]-  +  ^^'  ■  ^^  ^' 

und  schließlich: 

^~'ir^77]  +  i/77rrfr^ir7:2r+  [^/'/.3i}  ^^'^ 

oder  für  ungleiche  Gewichte: 

wobei  folgende  Beziehungen  bestehen: 

^•^      ^     -^         [.7««] 

r/-    21-/- -l^^^-'Tllr/    ii_  J-'/TiilLz- 
f/    31-/       lllsA^if    o^^\llM^\f    ii__kiil^/ 
lA-3|-/4-j^^^_2j  i/3.2J        j^^^_ij  1/2. IJ  j^^^^^^j  /i- 

§  52.  Beispiele. 

a)  Gaußsche  Gleichungen  in    der    „Theoria  motus,    art.  184." 

Durch  Beobachtung  seien  folgende  Vermittlungsgleichungen  er- 
halten: 

-f-  X—  y  -j-  2z=  3 
-{-3x-]-  2y — 5^=  5 
+  4.r-j-  7/ -1-4^  =  21 
—    a;  +  3?/  +  3^=14. 

Die  Berechnung  der  zur  Aufstellung  der  Normalgleichungen  er- 
forderlichen Koeffizienten  geschieht  mit  Vorteil  tabellarisch  in  fol- 
gender Weise: 


i?   52. 


Beispiele. 


l'J7 


a         b 

1 
1          1 

c 

l 

a  a 

ab 

ac 

al 

bb      be 

bl 

ec 

cl        U 

i 

+  1 

-1 

+  2 

+    3 

1 

-1 

+   2 

+   3 

1 

—   2 

-   3 

4 

+     6       9 

+  3 

+  2 

—  5 

+    5 

9 

+  6 

—  15 

+  15 

4 

-10 

+  10 

25 

—   25     2') 

+  4 

+  1 

+  4 

+  21 

16 

+  4 

+  16 

+  84 

1 

+    4 

+  21 

16 

+   84   441 

-1 

1 

+  3 

+  3 

+  14 

1 

—  8 

—  :< 

-14 

9 

+   9 

-i   4"J        9 

42    I'.m; 

27 

+  6 

0 

+  88! 

15 

+    1 

+  70 

54 

+  107    671 , 

Die  Xormalgleichungen  lauten  : 

27  a;  4-    6?/  =88 

6x-{-16y-\-       z=    70 

7/4- 54  z  =107. 

Deren  Auflösung  ergibt  als  wahrscheinlichste  Werte  der  Unbe- 
kannten : 

.T  =  2-470,  y  =  3bbl,  ?  =  1-916. 

Substituiert  man    diese  Werte    in    die  Vermittlungsgleichungen, 

so  bleiben  die  scheinbaren  Fehler  /•  übrig.    Deren    erste  und  zweite 
Potenzen  sind: 

r  =  — 0-249  rr  =  0-062001 

—  0068  0-004624 
4-0-095  0-009025 

—  0-069  0004761 

[rv]  =0080411 

Der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung,   welche  eine  Beobachtung 
repräsentiert,  ist: 


^ 


r- 


[cr] 


r 


W 


0-080411 


=  -1-0-284. 


n—u       \        4  —  3  -- 

Die  weitere  Genauigkeitsuntersuchung  erfordert  die  Aufstellung 
folgender  Gewichtsgleichungen : 

27Ä\r—    ^K  =1 

6  A-;, -f  1 5  Ä:;^  +    A-:;'=o 
äv'4-54A;."  =  o 


27A-;4-  6a; 
6  ]i„  -j- 1 5  a;;  — 


=  0 

k:  =  1 


K 

-^ 

54  a;" 

—  0 

27  A, 

-r 

6A: 

—  0 

6a; 

— 

15  A: 

a:-" 

—  0 

Ar 

4- 

54  A:" 

—  1 
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Gesteht  nur  die  Absicht,  die  Genauigkeitsbestimmung  der  Un- 
bekannten ;r,  y,  z  allein  vorzunehmen,  so  genügt  die  Berechnung 
der  Gewichte  der  Unbekannten  durch  Auflösung  der  Normalglei- 
chungen nach  dem  Gaußschen  Eliminationsverfahren.  Wird  aber 
auch  die  Genauigkeitsbestimmung  der  ausgeglichenen  Beobachtungen 
verlangt,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Ermittlung  sämtlicher  Gewichts- 
koeffizienten vorzunehmen.  Die  Auflösung  der  Gewichtsgleichungen 
ergibt,  wobei  die  doppelt  erhaltenen  Koeffizienten  eine  Rechenkon- 
trolle*) bieten: 


A-;  =  -f  0040656 
A-;;  =  —  0016282 


k„ 


k'   =  — 0-016282 -=A;;' 


-f- 0-073270 


Ä;;"  =  — 0001357  =  ^•:' 


-f  0-000302  = /f^ 

Die  Gewichte  der  Unbekannten  sind  daher: 


A-;  =  +  0-000302  =  A;.; 
k'i  ==  —  0-001357 
A-:"=  4-0-018544, 


k,f 


kr 


=  24-5966,      gy  = 


k,,j 


13-6482,       (j. 


k:' 


=  53-9268. 


Dieselben  Resultate    erhält  man  durch  Auflösung  der  Normal- 
gleichungen nach  dem  Gaußschen  Eliminations verfahren,  indem 

g^=  [aa.2]  =  24-5966;  ^r^  =  [66.2]  =  13-6482;  5^,  =  [c  c  .  2]  =53-9268 

gefunden  wird.  Z.  B. 

g,  =  [cc.2]  =  [cc.l] 


[hc.l]' 


[cc.l]  =  [er] 
[6c.l]  =  [6c] 


[bh.l] 
[a  c]  2 


[rt  a] 
\a  6]  [a  c] 


=  54 


^,  =  54 


[6  6.1]  =  [6  6]  — 
1 


[aa] 
[06]  2 


=  13-6 


=  539268  wie  oben 


13-6 


Wird  die  Genauigkeit  der  ursprünglichen  Beobachtungen  gleich 
1  gesetzt,  so  besitzen  die  Unbekannten  folgende  relative  Genauig- 
keiten: 


*)  Unter  Verzichtleistung  auf  diese  Kontrolle  kann  man,  nachdem  aus  der 
ersten  Gruppe  von  Gewichtsgleicliungen  alle  drei  Gewichtskoeffizienten  k,,-,  kx,  kx 
berechnet  wurden,  die  zweite  Gruppe  von  Gewichtsgleichungen  durch  Substitution 
von  /.,/  =  k'x  auf  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  und  hierauf  die  dritte 
Gruppe  durch  Substitution  von  k'z  =  k'x  und  /.-,-'  =  k',j'  auf  eine  Gleiclmng  mit  einer 
Unbekannten  reduzieren. 
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h,,  =  Yg.v  =  4-96,      h,  ^  Yg,  =  3  69,      h,  =  Vg,  =  7-34. 
Somit  sind  die  mittleren  Fohler  der  Unbekannten: 


,U.r 


A 

K 


0057,       a„=(^  =  0-077,        „.  =  -^  =  0'039. 


Die  Genauigkeitsbestimmung-  der  ausgeglichenen  Beobachtungen 
geschieht  nach  der  Formel  (2)  des  ><  50: 

JI,  =  <tt  r  «,■  (Xi  -'-  hi  ßi  -|-  d  yi  =  }i  YS 

schematisch  wie  folgt.  Es  ist: 

ai  =  u;  k'j.  -\-  bi  k'J.  -j-  c,  /c"' 
ßi  =  a,-  /^  -f  6;  /Cy  -f  Ci  k'y 


CC 

ß        1    ^ 

a  Ci 

bii 

cy 

S 

y^ 

1 

+  0-0575 

;  +  0-0879 

+  0-1476 

-  0-0886 

-  0-0923 
+  0-1045 
+  0-0027 
+  0-23-20 

+  0-0387 
-  00945 
+  0-0740 
+  0-0513 

0-0575 
0-2637 
0-5904 

0-0886 

0-0923 
0-2090 
0-0027 
0-6960 

00774 
0-4725 
0-2960 
01539 

0-2272 

0-9452 
0-8891 
0-9385 

0-477 
0-972 
0-943 
0-969 

Die  mittleren  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  nach  der 
Ausgleichung  sind  daher: 

J7j  =  0-477  ([t  =  013j 
J/2  =  0-972  ft  =  0-276 
3/3  =  0-943^  =  0-268 
J/^  =  0-969,a  =  0-275. 

Die  Anwendung  der  Formel  (lö)  des  §  öl  führt  auf  umständ- 
licherem Wege  zu  denselben  Ergebnissen.  Um  z.  B.  den  mittleren 
Fehler  der  ersten  Gleichung  nach  erfolgter  Ausgleichung  zu  erhalten, 
berechne  man  für  /",  =  —  l,  /2  =  —  l>  /s  =  4"  2 : 


[y;.2j  =  ^2-f 


1-2 
13-6 


2-0894, 


oj   1  1-2-     I     2-0804^1 

'      I27    '     13-6    '53-9268/ 

il/j  =/[tK0-2272  =  0-284  .  0-477  =  Ol  ;35. 
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Die  Kechnung  nach  der  Formel  (9)  des  §  51  wird  schematisch 
in  folgender  Weise  geführt: 


Gleichung: 

1 

1 

2 

3 

4 

1 

+  1 

+  9 

+  16 

+  1  , 

2  a,  b, 

—  2 

+  12 

+  8 

-  6  1 

2  «,■  (•,- 

+  4 

-30 

-f  32 

—  (}  . 

6; 

+  1 

4-  i 

+  1 

+  9  ! 

2  b:  r, 

—  4 

—  20 

+  8 

+  18  1 

(■" 

+  4 

-!-25 

+  16 

+  9  ' 

a]  K 

+  0-0407 

+  0-3659 

+  0-6505 

-i- 0-04(17 

2a,b;K 

+  0-0326 

—  0-1954 

-  0-1303 

+  0-0977 

2aiCiK' 

+  0-0012 

-  00091 

+  00097 

-  0-0018 1 

6?  A-; 

+  00733 

+  0-2931 

+  0  0733 

-t-  0-G594 

1  2b,cik';' 

+  0-0054 

+  00271 

-  0-0109 

—  0-0244 

')   7  tu 

+  0  0742 

+  0-4686 

+  0-2967 

+  0-1669' 

1   s       1 

+  0-2274 

+  0-9452 

+  0-8890 

+  0-9385 

\      Ys 

0-477 

0-972 

0-943 

0-969 

'       ^^' 

0-135 

0-276 

0-268 

0-275 

Von  den  hier  angewendeten  Formeln  zur  Genaiiigkeitsbestimmung 
nach  der  Ausgleichung  ist  die  neue  Formel  (2)  des  §  50  die  bequemste 

bj  Interpolationsformel  für  die  Schwerkraft. 

Bedeutet  L  die  wahre  mathematische  Länge  des  Sekunden- 
pendels am  Meeresniveau  und  unter  der  geographischen  Breite  B, 
so  besteht  zwischen  den  Größen  L  und  B  eine  Beziehung,  welche  durch 
die  empirische  Formel 

L=X—Ycos2B 

dargestellt  ist.  Hierin  bedeuten  A'  und  Y  Konstante,  und  zwar  stellt, 
da  für  B  =  45«  der  Subtrahend  der  rechten  Seite  verschwindet,  A' 
die  auf  45"  reduzierte  Pendellänge  und  Y  eine  Konstante  dar,  mittels 
welcher  die  für  eine  beliebige  Breite  geltende  Fendellänge  auf  die 
Breite  von  45'*  bezogen  wird.  Um  die  beiden  unbekannten  Konstanten 
zu  bestimmen,  würde  es  genügen,  an  zwei  Orten  mit   verschiedenen 
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geog-raphischoii  Breiten  die  Pendellängen  zu  messen  und  aus  den  da- 
mit gebildeten  zwei  Gleichungen  die  Unbekannten  zu  berechnen.  Mit 
Rücksicht  auf  die  zufälligen  Beobachtungsfehler  bei  der  Bestimmung 
der  Pendellängen  wird  man  es  aber  vorziehen,  überschüssige  Beob- 
achtungen anzustellen. 

Wurden  nun  unter  verschiedenen  Breiten  V^',  bis  />„  die  Pendel- 
längen /)  bis  l„  gemessen,  so  kann  man  n  Fehlergleichungen  vermit- 
telnder Beobachtungen  aufstellen,  welche,  wenn  .r,  y  die  wahrschein- 
lichsten Werte  von  A',   Y  bezeichnen,  die  Form 


X 


y  co)i  2  Bi  —  /,  =^  V; 


haben  werden.  Um  die  numerische  Berechnung  zu  erleichtern,  führt 
man  für  y  den  aus  vorläufigen  Berechnungen  herrührenden  Nähe- 
rungswert 0-002636  in  Metern  oder  2636  in  Mikrons  ein.    Setzt  man 


y 


=  ^^^<^-ioo) 


(1) 


worin    »/    die    prozentische  Verbesserung   von  y  bedeutet,    und  wird 
dieser  Ausdruck  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  so  erhält  man: 


X 

oder  wenn 

und 

geschrieben  wird: 


2636/^1 ^^  cos  2  Bi  —  l;  =  Vi 


Z,--f  2636  tm-2i?,  =  /; 
26-36  Cfhs2Bi=  6, 
X  —  bi  1]  —  /;  =  /-,. 


(2) 


Nachstehend  sind  die  für  8  verschiedene  Breiten  ermittelten 
Fehlergleichungen  nach  Helmert  angesetzt;  (die  mathem.  u.  physik. 
Theorien  der  höheren  Geodäsie.  II.  Band,  I8s4,  S.  239): 


x-f- 25-5  r;— 993568  =  r, 
a:-r22-9  7j—         559  =  «-,. 

a:  +  10-4/;  — 
X  -\-  l'ö  1]  — 
X—  8-0/;  — 
X — 16-2  );  — 


528  =  rg 
552  =  Vi 

551   =   Vr, 

555  =  r,; 
540  =  r- 


(3) 


X  —  225  }]  —  993549  =  r^ 
Gleiche  Gewichte  vorausgesetzt,  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 
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a 

1 

b 

r 

bb 

1 
hl' 

1 

+  25-5 

l)93r)li8 

(i50-25 

+  253359K4-1I 

j_  22-t) 

993559 

524-41 

+  227rv2r>011   i 

+  17-5 

993.")2S 

306-25 

+  173S(;74(H) 

+  10-4 

993.")r)2 

108-16 

4- H  »332940  8 

+    l-ö 

993551 

2-25 

+    1490326-5 

-   8-0 

993555 

64-00 

—   79484400 

—  16-2 

993540 

262-44 

—  16095348-0 

—  2-2-5 

998549 

506-25 

—  223.54S.Ö2-5 

6 

-r311 

7948402 

2424-01 

n-  3U89985i;i 

[a] 

[ab]  =  [b] 

[aV]  =  [l'] 

[bb] 

[bV] 

Die  Normalgleichungen  lauten: 

8a;4-      31-17;=    7948402 
31-1  .r  --  2424'0  ^;  =  30899852 

Multipliziert   man    die    erste    der   Normalgleiehungen    mit 
und  subtrahiert  sie  von  der  zweiten,  so  erhält  man: 

439 


31-1 


n 


2303 


4-0-19 


07 


mit  dem  Gewichte  ^);  =  2303. 

Schreibt  man    die  Normalgleichungen    durch  Umstellungen  wie 

folgt: 

2424-0  1]  -)-  31-1  a;=  30899852 

Zl'lri-{-       8.T=  7948402 


und  subtrahiert  die  mit 
der  zweiten,  so  folgt: 


31-1 


X 


2424-0 
7551958 


multiplizierte   erste  Gleichung  von 


7-6 


=  993549-3 


mit  dem  Gewichte  gj,  ^=  7-6. 

Berechnet  man  nach  (1)  aus  >/  den  Wert  für  y  in  Mikrons: 

y  =  2636  (1  —  0-0019)  =  2631, 

Sü  lautet  die  wahrscheinlichste  Gleichung  in  Mikrons: 

L  =  993549  —  2631  co.^  2  B 


oder  in  Metern; 


0-993549  —  0-002631  cos  2  B. 


Damit  wäre  die  Hauptaufgabe  erledigt.    Als  Nebenaufgabe  tritt 
jetzt  noch  die  Genauigkeitsbestimmung  hinzu.  Zu  diesem  Behufe  be- 
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rechne  man  mit  Hilfe  der  wahrscheinlichsten  Werte  für  x  und  »/ 
und  den  Gleichungen  (.i)  die  scheinbaren  Fehler  «•,  bis  i«,  welche 
nebst  den  zur  weiteren  Berechnuni;  erforderlichen  Daten  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammengestellt  erscheinen. 


.Nr. 

c 

C  ü 

V7 

1 

— 13-8 

190-44 

3-71 

2 

—   5-3 

28-09 

2-30 

3 

-24-6 

605-lü 

4-96 

4 

-   0-7 

0-49 

0-84 

5 

-    1-1 

1-96 

118 

6 

—   7-2 

51-84 

2-68    [ 

7     1 

-r    6-2 

38-44 

2-49 

8 

—   40 

Kvno 

'2-(  M  1 

63-2 

932-42 

20-l(J 

[-] 

\yv-\ 

[ir]  ; 

So  ist  z.  B.   903549-3  —  993568  +  25-5  .  0-1907  =  — 13-8. 
Die  charakteristischen  Fehler  einer  Gleichung  sind: 


mittlerer  Fehler: 
durchschnittlicher  Fehler: 

wahrscheinlicher  Fehler: 


r  932-42 
T=:2- 


&  = 


0  = 


63- 


f  8(8  — 2) 

20-162 
8^8(8  —  2) 


=  +  125  Mikrons 


=  —    9-1 


=  T-    7-3 


Die  mittlere  Unsicherheit  z.  B.  in  der  Bestimmung  des  mittleren 
Fehlers  u  ist: 


a 


12-5 


(( 


"a 


3-6  Mikrons,    also   nahezu    ' 


f2(/i— «)       /l2  '      "  '4 

Die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  )]  und  x  sind  in  Mikrons : 


,UJ? 


u 


^  =  ±0-26, 


.« 


^9^ 


folglich  ist  der  mittlere  Fehler  von  y  in  Mikrons; 


.«i/ 


2631.0-0026 


6-84 


oder  in  Metern  (wegen  der  folgenden  Substitution  unausmultipliziert 

angesetzt): 

u,,  =  0002  6  3 1.0-002  6. 
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Die  Formel  für  die  Länge  des  Sekuiidenpendels  lautet  sohin 
mit  der  Angabe  der  Unsicherheit  in  y: 

L=  0-993549  —  0-002631  (1 -r  00026)  co.«,- 2  5 

oder,  "svenn  man  i<>«2B  durch  1 — 2,sin'-B  ersetzt: 

L  =  0-990918  {l  +  (0-005310  +  0-000014)  bin^  B]  Meter. 

Da  für  das  Sekundenpendel  die  Formel  besteht:    1  ^=;r  '  so 

I     !/ 
erhält  mau  durch  Multiplikation    mit  n-    die  Interpolationsgleichung 

für  die  entsprechend  reduzierte  Schwerkraft: 

g  =  9-7800  {l  -j-  (0-005310  +  0000014)  ain- B), 

wie  sie  von  Helmert  (1884)  aufgestellt  worden  ist. 

Anmerkung.  Dieselbe  Aufgabe  hat  auch  schon  Adrain  (1808), 
also  noch  vor  dem  Erscheinen  der  Theoria  motus,  durch  Ausgleichung 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gelöst.  (Siehe  Czuber: 
Theorie  d.  Beob.  S.  236  und  Hammer:  Zeitsch.  f.  Verm.  1900,  S.  625.) 

c)  Polhöhenbestimmung  aus  Zenithdistanzmessungen. 

Von  den  aus  Zenithdistanzmessungen  mehrerer  Sterne  in  der 
Nähe  des  Meridians  bestimmten  Polhöhen  eines  Beobachtungsortes 
sei  mit  Rücksicht  auf  die  Biegung  des  Fernrohres  der  mittlere  Wert 
der  Polhöhe  zu  suchen. 

Ist  z  die  ermittelte  Zenithdistanz  eines  Sternes, 
p  die  Anzahl  (das  Gewicht)  der  Beobachtungen, 
b  die  Biegung  des  Fernrohres  im  Horizonte, 
(p  der    ohne  Rücksicht    auf   die  Biegung   aus    den  Beobach- 
tungen   der   einzelnen    Sterne   gerechnete  Mittelwert    der 
Polhöhe, 
ffo  die  um  den  Biegungsbetrag  korrigierte  Polhöhe, 
g)„  ein  Näherungswert  der  Polhöhe, 
und  setzt  man  ff  —  cp„=^n,  cpo  —  q)„^^zJ(p,  sinz^m,so  besteht,  wenn 
man  den  Einfluß  der  Biegung  auf  die  gemessene  Polhöhe  dem  <s/«  : 
proportional  setzt,  die  Beziehung: 

(pQ  =  (f  —  b  Hinz 

oder  mit  Rücksicht  auf  obige  Gleichungen : 

n  =  ^  q)  -\-bm. 

Liegen  mehrere  Beobachtungen    vor,    so    liefert   jede  zu  einem 
Sterne    gehörige    Beobachtungsgruppe     eine     Vermittlungsgleichung 
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dieser  Form,  worin  die  verschiedenen  /<i,  ti»,  113,  .  .  .  feststehende 
Werte,  die  Größen  j»i,  ///j,  »»y.  .  .  .  durch  Messung  hervorgegangen 
und  die  beiden  Uiibeivannten  J  fp  und  h  aus  den  Normaigleichungen 
zu  berechnen  sind. 

Die  folgenden  Angaben  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  auf  der 
Station  Jauerling  sind  entnommen  den  Publikationen  für  die  inter- 
nationale Erdmessung:  „Astronomische  Arbeiten  der  österr.  Grad- 
messungskommission" von  Prof.  Dr.  W.  Tinter,  Wien  1891. 


Stern 


9 


a  Ursae  min.,  obere  Kulm 

a  Ursae  min.,  untere  Kulm.         .    .    . 

ß  Ursae  minoi-is 

ß  Cephei 

a  Bootis 

u  Herculis  .    . 

a  Orionis 

u  Canis  minoris 

Näherungswert  (fn 


480  20'  21-492 
22145 
21-147 
21-242 
2i)-r)01 
19-674 
19-807 
lif.577 


-f  410  970 
-f-42   30-5 


-f  20 
+  21 

—  8 

—  33 

—  40 
-42 


20-7 
39-8 
29-4 
48-0 
57-3 
47-1 


48»  20'  18-5 


p  m 

pn 

p  m  m 

p  tii  n 

-i-  62-887 

284-241 

41-629 

+  18S-158 

+  66-894 

360-855 

45-200 

+  243-829 

+  27-958 

166761 

12-407 

+  74-004 

+  21-042 

156-294 

7-767 

+  57-696 

—  33-867 

142071 

16-1.55 

—  67-769 

—  52-848 

111-530 

29-399 

—  62044 

—  68-168 

135-928 

44-682 

—  89-096 

—  39-390 

G2-4()() 

26-7()0 

—  42-430 

— 15-498 

1420-146 

223-999 

+  3<J2-34.S 

Normalgleichungen : 


\p  m]  J rp  —  [p  m  m]  h 


[pn] 

[ji  m  n\ 


642-000  z/ 9 
—  15-498^9- 


15-498  6 
223-999  A 


1420146 
3  02. -348 


95 

99 


2-992 
3-(;45 
63  12-647 
57  2-742 
2-001 
1-174 
1-307 
1-077 


71 
95 

104 
öS 


642 


Auflösung  der  Normalgleichungen: 


J(p  =  -\-2''2iSi,     6  =  -L  1-5053. 
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Durch  Substitutiou  dieser  beiden  Werte  in  die  Vermittlunosürloi- 
ohungen  erhält  man  die  übrigbleibenden  Fehler  v  und  im  Anschlüsse 
daran  die  Genauigkeitsbestimmung  wie  folgt: 


b  >,l 

J  cp  ~  b  m 

v:=  n  —  (_/  qp  ~  6  )ii) 

2J  in  V 

2>  V  V 

i 

i  +0-9965 

3-2449 

—  0-2529 

—  15-904 

6-07(iO 

+ 1-0172 

3-2656 

+  0-8794 

-f  25-879 

14-2505 

+  0-6680 

2-9164 

—  0-2694 

—   7-582 

4-5728 

+  0-5557 

2-,su41 

—  0-0621 

-    1-307 

0-2198   1 

—  0-7181 

1-5303 

+  0-4707 

- 15-941 

15-7307 

—  0-8374 

1-4110 

—  0-2370 

+  12-525 

5  3861 

—  0-9867 

1-2617 

+  0-0458 

—   3-088 

0-2184 

— 1-0225 

1-2259 

-01489 

+    5-86(i 

1-2859 

-f  43-77U 

47-6847 

—  43-772 

[pvv] 

—    (i-(H)2 

r^z: 


Mittlerer  Fehler  der  Ge-wichtseinheit :   ^tp  = 
Gewicht  von  zJcp:  Pjcp^^  VP  ■  1]  =  [p]  — 

Gewicht  von  h:  2^(>  =  [p  '"^  ^'^  •  ^ J  =  \V  '"  '"] 

mittlerer  Fehler  von  /l(p:  jtt^» 

mittlerer  Fehler  von  6: 


47-6847 
8  —  2 

[p  m  in] 

[p^r- 
[p] 


Yvjcp 


=  ±2"8173, 
=  640-928, 
223-625, 
+  0-"l  1 1 3, 


Un 


;U6  =  ,7^  =  ±0-'1884, 

wahrscheinlichster  Wert  der  Polhöhe:  (Po^^  ^n-\- ^^^ +  ^jcp> 

also:  (po  =  48»  20'  20-"7484  +  0-'lll3. 

Als  Rechenprobe  ergibt  sich  [jjviv]  =  —  0'002  (statt  genau  0-000, 
wegen  der  Abrundungsfehler).  Zur  Kontrolle  kann  man  den  wahr- 
scheinlichsten Wert  cf^y  auch  als  allgemeines  arithmetisches  Mittel  der 
Polhöhen  mit  Berücksichtigung  der  Biegung  rechnen.  Es  ist 


9>o 


[{cp  —  b  m)  p]  ^  [j)^  _     Ip  Vi]  ^ 

[?']  [p]  [pY     ^ 


T-    =  CP    U 


ni 


Hierin  bedeutet  cp 


pcf] 

[P] 


das  allgemeine    arithmetische  Mittel 


r  p  m  1 
der  Polhöhe  ohne  Berücksichtigung  der  Biegung,  vi  ^^  ■  =  &m  z' 

das  allgemeine  arithmetische  Mittel    aller   fsinz,    somit  ist  hainz'    die 
Korrektion  wegen  der  Durchbiegung  des  Fernrohres.    Dann  ist. 
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(p-  =  480  20'  19"  +  =  48«  20'  20"7121 

^  '  642 

,     .     ,                         15-498 
—  bisinz=lb0b3 =  4-00363 

somit  Avil-   oben:   f/^  —  48'^  20' 20"74>54. 


Anmerkung.  Um  die  beschwerliche  Arbeit  des  Ausrechnens  der 
Quadrate,  Wurzeln  und  Produkte  zu  erleichtern,  kann  man  nebst  me- 
chanischen Hilfsmitteln  (Rechenschieber, Rechenmaschine  u.dgl.)  auch 
Rechentafeln,  also  Quadrat-,  Wurzel-  und  Produkttafeln  benützen.  Im 
Anhange  befindet  sich  eine  mit  dreistelligem  Argumente  angelegte 
Quadrat-  und  Wurzeltafel. 

Zur  Produktenbildung  bestehen  derzeit  die  Rechentafeln  von 
A.  L.  Grelle  (1880),  welche  alle  Produkte  von  drei-  und  dreistelligen 
Zahlen  und  von  H.  Zimmermann  (1889),  welche  die  Produkte  aller 
drei-  und  zweistelligen  Zahlen  enthalten.  In  Ermanglung  einer  Pro- 
dukttafel kann  man  zur  Bildung  der  nichtquadratischen  Summen 
[ab\,    [(( c]   usw.  sich  auch  der  Quadrattafeln    bedienen,    denn    es  ist 

(«  -I-  6)2  =  «2  j^fj2j^2ab 

(«-1-6)2  — «2  — 6-' 


«6  = 

[ab]  = 


2 

[(«-f  6)2] -[««]- [U] 


Zerlegt  man  das  Produkt  a  h  für  a  >  6  in  die  Faktoren — ~ 

4 

und    ^>  so  kann  man  zu  dessen  Ermittlung    auch  Tafeln  der 

4 

Viertelquadrate  benützen,  wie  solche  von  J.  Blater  (1887)   in  Wien 
herausgegeben  wurden. 


ß.  Bedingte  Beobachtungen. 

§  53.  Minimumsbestimmung  mit  Nebenbedingungen. 

Werden  behufs  Bestimmung  von  Unbekannten  mehrere  Größen, 
zwischen  deren  wahren  Werten  streng  zu  erfüllende  Bedingungen  in 
Form  von  Gleichungen  bestehen,  direkt  oder  indirekt  beobachtet,  so 
werden    diese    Beobachtungen    „bedingte    Beobachtungen'     genannt. 


20S  .MiiiinnimsbestiiumuHti  mit  Nebenbedingungen.  ft   53. 

Bevor  Beobachtungen  ausgeglichen  werden,  müssen  die  zwischen 
ihnen  etwa  stattfindenden  Bedingungsgleiehungen  zur  Aufstellung  ge- 
langen. Wurden  z.  B.  die  Innenwinkel  a,  ß,  y  eines  ebenen  Dreieckes 
gemessen,  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Bedingungsgleichung 

welche  zwar  von  den  fehlerhaft  gemessenen  Winkeln  in  der  Regel 
nicht  strenge  befriedigt  wird,  aber  von  den  ausgeglichenen  Winkeln  in 
aller  Strenge  erfüllt  werden  muß,  wenn  verhindert  werden  soll,  daß 
durch  Weiterbenützung  der  aus  den  Beobachtungsdaten  gewonnenen 
Resultate  auf  Widersprüche  gestoßen  werde. 

Wenn  man,  um  ein  zweites  Beispiel  in  Betracht  zu  ziehen,  von 
mehreren  Dreieckspunkten  nach  einem  bestimmten  Punkte  eines  Drei- 
ecksnetzes Richtungsbeobachtungen  anstellt,  so  besteht  die  theore- 
tische Forderung,  daß  sich  alle  diese  Richtungen  in  dem  gemein- 
schaftlichen Zielpunkte  auch  wirklich  schneiden,  welcher  Forderung 
aber  die  mit  unvermeidlichen  Richtuugsfehlern  behafteten  Visuren 
nicht  strenge  nachkommen  werden.  Da  die  beobachteten  Richtungen 
als  Bestandteile  des  Dreiecksnetzes  aufzufassen  sind,  so  müssen  sie 
der  von  der  Theorie  geforderten  Bedingung  genügen,  daß  das  ganze 
Dreiecksnetz  eine  mathematisch  mögliche  Figur,  also  ein  geo- 
metrisch geschlossene  s  Netz  bilde.  Diese  Forderung  bedingt  aber 
die  Erfüllung  von  ganz  bestimmten  Bedingungsgleichungen,  welche 
in  der  Theorie  der  Triangulierung  als  Winkel-  und  Seitengleichungen 
bekannt  sind. 

Werden  nun  die  Beobachtungen  in  der  Weise  ausgeglichen,  daß 
die  in  den  Bedingungsgleichungen  auftauchenden  Widersprüche  wieder 
zum  Verschwinden  gebracht  werden,  und  zwar  so,  daß  die  Summe 
der  Quadrate  der  bei  allen  Beobachtungen  übrig  bleibenden  Fehler, 
beziehungsweise  die  Summe  der  mit  den  bezüglichen  Gewichten  mul- 
tiplizierten Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum  und  gleichzeitig  den 
Bedingungsgleichungen  strenge  Genüge  geleistet  werde,  so  werden 
die  so  verbesserten  Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  sein 
und  sie  werden  für  jedes  der  aus  ihnen  rechnerisch  abgeleiteten  Be- 
stimmungsstücke eindeutige  Resultate  erzeugen. 

Das  Problem  der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  er- 
scheint sohin  als  eine  „Aufgabe  der  Minimumsbestimmung  mit 
Nebenbedingungen". 

Wurden  für  die  zu  suchenden  )i  Unbekannten  A',,  A'^,,  A'3,  .  .  . 
A',„  welche  nicht  unabhängig,  sondern  an  die  im  allgemeinen  nicht 
linearen  r  Bedingungsgleichungen 
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c/afA',,  A'o,  A'g,  ...)=.() 


95,.  ( A„  A'2,  A3,  .  .  .)-zO 

gebunden  sind,  die  Beobachtungen  /,,  4,  ^3,  •  •  •  f"  angestellt,  welchen 
die  scheinbaren  Verbesserungen  r,,  Vo,  c^,  .  .  .  r„  zugeteilt  werden 
müssen,  um  sie  zu  den  wahrscheinlichen  Werten  x,,  x.j,  »"3,  .  .  .  .'„  zu 
machen,  so  werden  folgende  Bedingungsgleichungen  strenge  zu  er- 
füllen sein,  wobei  vorausgesetzt  werde,  daß  n>»r  sei: 

^1  {-^'u^'j,  •  •  •  X»)  =  (fi  Ol    ;-  ''i,  l-  —  '•-,  ■  ■  ■  l>  -r  ^•'.)  =  0 
*Pz  (^u ^iy  ■  ■  '  '^n)  =  fp2  Q\  -\-  V\,  h  -\-  i:,,  .  .  .  l,-{-  l'„)  =  0 

(p,.(xi, iCg,  .  .  .  x„)  =  (p.-ih  4-  '"i,  k  +  '"2,  .../„  +  '*")  =  0- 
Sind  die  Verbesserungen  v  so  klein,  daß  deren  höhere  Potenzen 
und  Produkte  unterdrückt  werden  können,  und  entwickelt  man  nach 
der  Taylorschen  Reihe,     so  hat  man: 


9  h  ^'-  '^ 


^2(^,^2, 


^"Pa.. 


(p2 


''")  ~\~  ^T;    ^1  ~r  "^7~  ^'2  H ~r 

et]  C  (o 


<.  In 

->2 
2  In 


v„  =  0 


v„  =  0 


eil  "^  '2  "^  ''« 


oder  wenn  zur  Abkürzung  (pi{li,lj,  ■  .  .  l„)  =  Wi 


'^^-«.-     ^=^,  • .  •  i^=ci^ 


h 


9  h  9  h 

gesetzt  wird,  in  linearer  Form: 

«1  i"i  +  «2  ^-'2  H r  «» ^'n  -\-  ""i  =  W  '■]  -f-  '^'1 

^1   ^"l  -r  ^2  ''2  H h  bn  Vn  +  "'"2  =   [^  '*]   -^  '^"i 


0 
0 


(1) 


Hl  '\  +  72  ^"2  H h  qn  i'n  +  »t*,.  =   [7  t]   +  Jf,  =  0      j 

Haben    die  Bedingungsgleichungen   von  vornherein    die    lineare 


Form : 


«0  +  tti  Xi  +  «2  -^"2  H r  "n  X.  =  0 

60  -f  ^1  -Yi  -f-  62  ''^'2 r  ^"  -^'"  =  0 


in  der 
I   Anzahl  r 

7o  —  7i  -^'1  ~T-  72  -^'2  -^ r  7"  '^'<  =  0    ) 

und  hat  man  für  die  n  Unbekannten  A'i  bis   A'„   die  Beobachtungen 
h  bis  l„  mit  beliebiger  Genauigkeit  angestellt,  so  werden  sich,  wenn 
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man  in  den  Bedinuungsirleichungen  die  Unbekannten  dnreh  die  Be- 
obachtungen ersetzt,  Widersprüche  ergeben,  wodurch  folgende  -Wider- 
spruchsgleichunge  n"  entstehen: 

"0  -j-  "1  h  -f  "i*  fj-\ ~  ""  /'» ==  ""i 


Fügt  mau  aber  au  die  Beobachtungen  /  die  entsprechenden  Ver- 
besserungen i-  hinzu,  so  verschwinden  wieder  diese  Widersprüche, 
so  daß  man  hat: 

^'0  +  ^'1  (^  +  '-i)  +  ".'  i^-2  4-  '•.)  H h  «"  Un  +  '•»)  =  0   I 

bo  -f  61  ih  -f  r,)  +  b,  {I,  +  r,) ^  6„  (/„  +  r..)  =  0     (  ^^^ 

<?o  -r  7i  ('1  +  *"i)  —  7-  (^-'  —  *'i)  i r  7"  ('»  4-  >'»)  =  0.  J 

Subtrahiert  man  die  einzelnen  Gleichungen  (2)  von  den  korre- 
spondierenden Gleichungen  (3),  so  kommen  wieder  die  auf  die  Ver- 
besserungen bezogenen  Bedingungsgleichungen  (1)  zum  Vorschein, 
welche  den  Namen  „Fehlergleichungen  bedingter  Beobachtungen" 
führen. 

Die  Widersprüche  ic,  welche  vor  der  Ausgleichung  zahlenmäßig 
berechnet  werden  können,  bilden  die  Absolutglieder  der  Fehlerglei- 
chungen; da  sie  die  Differenz  zwischen  Beobachtung  und  Theorie 
darstellen,  so  richtet  sich  ihr  Vorzeichen  nach  der  Regel: 

jf  =  Beobachtung  minus  Theorie  (Sollbetrag). 

Aufgabe  der  Ausgleichungsrechnung  ist  es  nun,  die 
beobachteten  Werte  der  Unbekannten  so  zu  verbessern,  daß 
die  Widersprüche  in  den  Bedingungsgleichungen  verschwin- 
den und  gleichzeitig  die  Summe  der  mit  den  Gewichten  mul- 
tiplizierten Quadrate  der  Verbesserungen  ein  Minimum 
werde.  In  analytischer  Sprache  besteht  sohin  das  Prinzip 
der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  darin,  daß  die 
r  Gleichungen 

[a  v]  +  n;  =  0,    \b  r]  +  w,  =  0,  .  .  .    [q  v]  -^  ic,.  =  0 

strenge    erfüllt    und    der  Forderung   [(/vv]^min    so    gut    als 
möglich  nachgekommen  werde, 

§  54.  Lösung  des  Problems. 

Um    der    Minimumsbedingung     \vr\^=vii)i     oder     allgemeiner 
[gvi-]  =min  zu  genügen,  schreibt  die  Mathematik  vor,  daß  der  Diffe- 
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rentialquotient  von  \(/rv]  gleich  Null  gesetzt  werde;  da  aber  auch  die 
r  Ausdrücke  [a  r]  ^  Wy,  [bv]  -f  tr^,  .  .  .  [q  r]  -|- wv  Null  sein  müssen, 
so  kann  man  die  gemeinsame  Forderung  dahin  aussprechen,  dalJ  der 
Ausdruck 

[9vv\—2h'i{[av]+w,}  —  2k,{\bv\i-ic,} 2  Av{fY  r]  ^  ,r„j 

ein  absolutes  Minimum  erlange  und  daß  daher  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten desselben  nach  den  n  verschiedenen  v  einzeln  gleich 
Null  werden.  Die  vorläufig  noch  unbestimmten  Hilfsgrößen  Ic,  La- 
grangesche „Multiplikatoren"  oder  Gaußsche  „Korrelaten"  genannt, 
kommen  hierin  in  der  Anzahl  r  vor.  Zusammen  gibt  es  also  n  unbe- 
kannte Verbesserungen  Vj,  v^,  ■  •  •  ^'n  und  /•  unbekannte  Korrelaten 
Ä'i,  k.,  .  .  .  l'r,  zu  deren  Bestimmung  n  —  r  Gleichungen  erforderlich 
sind.  Ebenso  viele  Gleichungen  stehen  aber  auch  zur  Verfügung,  näm- 
lich die  r  Fehlergleichungen  und  die  aus  der  Differentiation  her- 
vorgehenden n  Korrelatengleichungen: 

=  (ii  h  -\-bih-\ \-  (ji  kr 


r/o  v.j  =  a.j kl  -t-  b.  k.j 


[a  r]  J-  »-1 
[6  r]  +  IC, 


Korrelatengleichungen 
in  der  Anzahl  n 


0 

0 


[q  f]  -\-  IC,  =  0 


Fehlergleichungen 
in  der  Anzahl  r. 


Während  die  Korrelatengleichungen  sämtliche  n  -~-  r  Unbekannte 
enthalten,  weisen  die  r  Fehlergleichungen  nur  die  11  unbekannten  Ver- 
besserungen auf,  die  aber  aus  diesen  Gleichungen  allein  nicht  be- 
rechnet werden  können,  weil  n>r  vorausgesetzt  worden  ist.  Sub- 
stituiert man  aber  die  aus  den  Korrelatengleichungen  hervorgehen- 
den Ausdrücke  für  die  v  in  die  Fehlergleichungen,  so  ergeben  sich 
zur  Bestimmung  der  r  Korrelaten  k  die  r  Normalgleichungen  be- 
dingter Beobachtungen: 


[«^]..  +  [^/].,  +  ...  +  [.^],.  +  ,,.  =  o. 


(1) 


14 
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Dieselben  unterscheiden  sich  von  den  Normalgleichuncreu  ver- 
mittelnder Beobachtungen  insoferne,  als  bei  diesen  die  Gewichte  als 
Divisor,  bei  jenen  als  Faktor  auftreten,  ein  übrigens  nur  äußerlicher 
Unterschied,  welcher  auf  den  Auflösungsmodus  nach  dem  bereits 
bekannten  Rechenschema  gar  keinen  Einfluß  nimmt.  Hat  man  aus 
den  Normalgleichungen  die  k  berechnet,  was  nach  dem  Gaußschen 
Algorithmus  durch  folgende  reduzierte  Normalgleichungen  geschieht: 


1-1 


[t] 


A-3  + 


tu, 


k. 


[y] 


h  + 


=  0 


J   =  0 


i,+M=o 


[t-] 


(2) 


.7 
wobei  die  hier  neu  eingeführten  Symbole  folgende  Bedeutung  haben: 


[r"2  .1]  =?fo  — 


m 


w 


1> 


[ifg.l]       =R- 


[W,.2]  =  [W3.1]—^^^ 


[V-] 


tv 


l> 


[^■>] 


[lC.2.1], 


so  werden  die  einzelnen  v  mit  Hilfe  der  Korrelatengleichungen  er- 
ermittelt und  es  ergeben  sich  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbe- 
kannten oder  die  ausgeglichenen  Beobachtungen  aus  den  Gleichungen: 

Da  die  Anzahl  r  der  Bedingungsgleichungen  kleiner  ist  als  die 
Anzahl  n  der  unbekannten  Verbesserungen  v,  so  kann  man  die 
Lösung  des  Problems  der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen 
auch  auf  den  Fall  der  vermittelnden  Beobachtungen  dadurch  zurück- 
führen, daß  man  mit  Hilfe  der  r  linearen  Fehlergleichungen  eine  beliebige 
Auswahl  von  r  Verbesserungen  durch  die  übrigen  n  —  r  Verbesse- 
rungen ausdrückt;  man  erhält  dann  ein  System  von  Fehlergleichungen, 
welche  keine  weitere  Bedingung  zu  erfüllen  haben,  als  daß  sie  [gvv\ 
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ZU  einem  Minimum  machen,  und  daher  so  behandelt  werden  können, 
wie  die  Fehlergleichun<,'en  vermittelnder  Beobaclitungen.  Da  aus  dem 
transformierten  System  von  Fehleryleichun<,'en  durch  die  vorausge- 
gangene Elimination  ?•  Unbekannte  verscliwunden  sind,  so  ist  damit 
die  Ausgleichung  von  n  bedingten  Beobachtungen  mit  r  Be- 
dingungsgleichungen zurückgeführt  auf  die  Ausgleichung  von  n 
vermittelnden  Beobachtungen  mit  n  —  r  Unbekannten. 

Diese  indirekte  Methode  der  Ausgleichung  bedingter  Beobach- 
tungen, welcher  durch  die  willkürliche  Auswahl  der  zu  eliminierenden 
Unbekannten  eine  einseitige  Behandlungsweise  der  Unbekannten  nach- 
gesagt werden  kann,  und  die  daher  von  Gauß  (1826)  als  ein  „un- 
natürlicher Umweg"  bezeichnet  wird,  ist  nur  dann  zu  empfehlen, 
wenn  damit  eine  Erleichterung  der  Rechenarbeit  erzielt  wird,  wobei 
zu  beachten  kommt,  daß  die  größte  Mühe  die  Aufstellung  und  Auf- 
lösung der  Normalgleiehungen  verursacht.  Die  Wahl  des  Ausgleichungs- 
verfahrens wird  sich  daher  in  erster  Linie  nach  der  Anzahl  n  der 
Unbekannten  und  der  Anzahl  r  der  Bedingungsgleichungen  zu  richten 
haben.  Da  nach  der  direkten  Lösung  r  Normalgleichungen,  nach  der 
indirekten  Lösung  aber  n  —  r  Normalgleichungen  aufzulösen  sind,  so 
wird  man  —  abgesehen  von  sonstigen  in  dem  Bau  der  Bedingungs- 
gleichungen gelegenen  Erschwernissen  —  in  der  Regel  bei  n  —  r>r, 
d.  i.  bei  «  >  2  r  den  direkten,  bei  n  <;  2  r  aber  den  indirekten  Weg 
einschlagen. 

§  55.  Genauigkeitsbestimmung  bedingter  Beobachtungen. 

Da  das  Problem  der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen 
mit  n  Unbekannten  und  r  Bedingungsgleichungen  behandelt  werden 
kann  wie  das  Problem  der  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen 
mit  u=^n  —  r  Unbekannten  und  n  Vermittlungsgleichungen,  so  kann 
man  die  Formeln  für  die  charakteristischen  Fehlermaße  sofort  hin- 
schreiben,   wenn  man  die  Anzahl  der  überschüssigen  Beobachtungen 

n  —  u  ^n  —  {ii  —  r)  =  r 

in  die  Formeln  für  die  vermittelnden  Beobachtungen  einträgt.  Es 
ist  also  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung  vor  der 
Ausgleichung  (gleiche  Genauigkeiten  vorausgesetzt): 

I        ^* 

u  u 

mit  der  mittleren  Unsicherheit :  -f   ^     '       =  ^=  -r  ^' — » 

V2{n  —  u)      '   121- 
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und  es  sind  unter  Hinweis  auf  §  4(;  die  mittleren  Grenzen  für  den 
mittleren,  durchschnittlichen  beziehungsweise  wahrscheinlichen  Fehler: 


) 


Ynr^   -  r       2r  y       Ynr^   "       Yr     ^ 


0998 


.r: 


ny  nr 


Yn 


('±-^-) 


Bei    ungleich    genauen  Beobachtungen    ist    der   mittlere  Fehler 

'    foyul 
der  Gewichtseinheit:  .uq  ==  /    -^ — -  und  der  mittlere  Fehler  der  /-ten 

\  V 

Beobachtung  mit    dem  Gewichte  </,  vor    der  Ausgleichung:   j^/  =  ^^ 

^ ^  .^' 

und  nach  der  Ausgleichung:  1/,- =  ^o  r  a,  «,- -|- b,- /3/ +  c,- 7/,  worin  a,  b,  c 

die  aus  dem  Eliminationsverfahren  bei  der  Zurückführung  be- 
dingter Beobachtungen  auf  vermittelnde  Beobachtungen  hervorge- 
gangenen Koeffizienten  der  modifizierten  Vermittlungsgleichungen 
darstellen. 

Hat  man  aber  die  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  nicht 
durch  Zurückführung  auf  vermittelnde  Beobachtungen  vorgenommen, 
sondern  nach  der  direkten  Korrelatenmethode,  so  hat  man  im  all- 
gemeinen folgendermaßen  vorzugehen: 

Um  den  mittleren  Fehler  einer  Unbekannten  nach  der  Aus- 
gleichung zu  ermitteln,  muß  man  dieselbe  zunächst  als  Funktion  sämt- 
licher Beobachtungsgrößen  darstellen.  Um  z.  B.  den  mittleren  Fehler 
von  Xi,  wofür  durch  Beobachtung  /;  erhalten  wurdC;,  nach  der  Aus- 
gleichung zu  ermitteln,  hat  man  zu  beachten,  daß  x-,  vor  der  Aus- 
gleichung den  Wert  x-,  =  l;,  nach  der  Ausgleichung  aber  den  Wert 
Xi  =  ];  -f-  Vi  besitzt.  Setzt  man  hier  für  Vi  seinen  Wert  ein,  wie  er  sich 
aus  den  Korrelatengleichungen  ergibt,  so  hat  man  —  drei  Bedingungs- 
gleichungen vorausgesetzt : 


X;  =  h 


(tiki        bik.j        CiJi^ 

n — 7. — r 


.•/'• 


fji 


9i 


Da  die  aus  den  Normalgleichungen  hervorgehenden  k  als  Funk- 
tionen der  w  und  also  auch  als  Funktionen  der  l  dargestellt  sind, 
so  erscheint  auch  a-,  als  eine  lineare  Funktion  der  voneinander  un- 
abhängigen Beobachtungen  /i,  I2,  .  .  ■  ?»  ausgedrückt  und  man  kann 
daher   den    mittleren  Fehler  von  .r,    aus    den    mittleren  Fehlern  der 
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neobaehtuntiit'n  nach  tlein  Felileriibertra^un^siresetze  berechnen.  Das 
erste  Beispiel  des  folgenden  Paratrraphon  wird  diesen  Vorgang  deut- 
licher machen.  Die  ausführliche  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
bringen  die  §>?  60  und  61. 

§  56.  Beispiele. 

a)  Winkelausgleichung  in  einem  Dreieck. 

In  einem  von  Prof.  Schwerd  (ls22)  gemessenen  Dreiecke  (,Die 
kleine  Speyerer  Basis")  wurden  für  die  durch  Repetition  gemessenen 
Winkel  folgende  Resultate  erhalten: 

/,  =810  21' 43"86  aus  71=    70  Repetitionen 
L  =  2b    16  28-8.>      .,     7,.  =  101 
/3  =  73    21   46-35      ^     73=    85 

Die  Summe  /j -f- /,.  — /j  =  179059' ö8''56  weicht  mit  Rück.sicht 
auf  den  sphärischen  Exzeß  im  Betrage  von  0''138  von  dem  Sollwerte 
^^=  180n)0'00"l38  um  den  Widerspruch  !<;  =  — l"578  ab.  Es  besteht 
sohin  die  Fehlergleichung 

'"1  —  Vo+ y3  +  "^'  =  0.  (1) 

1.  Methode  nach  dem  Problem  der  Ausgleichung  be- 
dingter Be(jb  acht  ungen.  —  Da  in  der  Fehlergleichung  (l)  alle 
Koeffizienten  gleich   1   sind,  so  lauten  die  Korrelatengleichungen: 

yi  t-'i  =  ^M  (Jj  '^\'  =  Ä",  93 1*3  =  k 

1 


und  die  Normalgleichung: 


.'/ 


k  —  IV  =  0. 


Hieraus  ergibt  sich 


w  r578 

=  43' 894 


[«] 


003595 


und  sohin: 

_k  _  43-'894 


-9^ 

0"627,  V.J  =  0"435,  r^  =  0-516. 


Die  ausgeglichenen  Winkel  sind  daher 


x\  =  li  -t-  i\  =8l^2l'43-'987 
.r2  = /ä -}- ra  =  25  16  29-285 
a'3  = /g  —  rg  =  73    21   46-866 


mit  der  Summe:  2.'=  I8u'^00' ou'lüS,  wie  es  sein  soll. 
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Der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  ist: 

=  Kg9-2625  =  4:8"32, 


{(/rv 


somit  haben  die  ursprüu glichen  Winkel  folgende  mittlere  Fehler: 

^i  =  -^^  =  u-3»,  ^u,.  =  0''83,  .U:»  =  0''90. 


-5*L  =  0"99, 
r  9i 


Um  die  mittleren  Fehler  der  ausgeglicheneu  Winkel  zu  er- 
halten, drücke  man  z.  B.  in  dem  ersten  ausgeglichenen  Winkel 
.rj  =  /,  -j-  r,  die  Verbesserung  i\  durch  alle  Beobachtungen  aus.  Die 
Entwicklung  nach  Andeutung  des  §  55  gibt  dann: 

'       9i 


^'  0  ^'  @ 


und 


X, 


9i 


2J 

rii 

"T 

-.7- 

'l 


'ß])     »'0     »'[?/] 


als  lineare  Funktion  aller  Beobachtungen,  so  daß  die  Anwendung  des 
Fehlerübertragungsgesetzes  nunmehr  zulässig  erscheint.  Als  mittleren 
Fehler  des  ersten  ^^'inkels  nach  der  Ausgleichung  erhält  man  sohin 
nach  (9),  §  23,  S.  95: 


JA 


1  — 


■ai 


9 


."i-t 


.Vi 


m 


Ho 


.Vi 


1 


.«1 


=  .«0 


!h  ^9-2 


1 

.V3 


ei 


=  0-"77 


und  analog  für  die  übrigen  Winkel : 


J/.. 


u„ 


\^ 


=  0-70. 


JL 


Mo 


9s  Vvi  "^  .7-- 


0-74. 


2.  Methode  nach  dem  Problem  der  Ausgleichung  ver- 
mittelnder Beobachtungen.  —  Drückt  man  aus  der  Fehlergleichung 
(1)  eine  Verbesserung,  z.  B.  r,   durch  die  übrigen  aus,  so  erhält  mau 
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die  drei  Fehlergleichungen  vermittelnder  Doobachtungen,  wenn  iv. 
und  i'a  =  ^  gesetzt  wird: 

—  7/  —  z  —  lü  =  r  j 

-ry  =  '•.■ 

Mit  Bezug  auf  die  allgemeine  Form  der  Fehlergleichungen 

ay  -\-  bz  —  Z  =  r 
stellt  sich  die  tabellarische  Rechnung  wie  folgt: 


-^  !/ 


ff 

a 

b 

z 

1 

\  ff  a  a 

ff  a  b 

ff  a  l 

ffbh 

ff^l         1 

70 

—  1 

—  1 

l''578 

70 

70 

—  110''4(J0 

70 

— 110''460 

101 

4-  1 

0 

0 

101 

0 

0 

0 

0 

bö 

U 

--1 

0 

0 

0 

0 

«5 

0          1 

1    171 

TU 

—  llu''-iGU 

15.-) 

—  iwim 

Die  Normalgleichungen  lauten: 

niy-r   70^=110460 

70J/4- 155  c  =  110-4Ü0. 

Die  Auflösung  ergibt:   ?/  =  r,  ^0''435 

s  =  'y3  =  0''516 
und  schließlich  .x-  =  i-j  =  0627  als  Ergänzung  zu  w,  also 
dieselben  Resultate,  wie  ad  1.)  —  Die  Genauigkeitsbestimmung  nimmt 
folgenden  Verlauf.  Der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  ist: 


/^u  = 


r 


[grv] 


11 


V. 


/^  692625 


=  X8"32, 


3  —  2 

genau  so  wie  vorher,  was  auch  bei  den  mittleren  Fehlern  der  unaus- 
geglichenen Winkel  der  Fall  ist.  Um  die  mittleren  Fehler  nach  der 
Ausgleichung  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  Gewichtsgleichungen  auf: 

171  k;  -f  70  A-;  =  1  1 71 A-;  -f  70  A-;  =  o 

70  k',,  -\-  1 55  Ä-,;  =  0  70  AI  —  155  Ä-1'  =  1. 

Die  Auflösungen  ergeben: 

A:;  =  0-007174,  Av' =  — 0003240  =  Ä-:,  Arl' =  0-007915. 

Nun     bildet     man     nach    den    Formeln    a,  =  a,  Ai, ->- 6,/t-;,'    und 
ßi  =  dik'-  -\-  hik'J: 

«1  =  —  1 .  kl,  —  1  .  k.;;  =  —  0003934,    /^i  =  —  1 .  A-:  —  l .  A;  =  --  0-004675, 

=  4-0007174,    |3o  =  -f-l.A;  =  —  0  003240, 


«9 

«0 


—  1  .  ki 


-Ti.k:;= 


000;]240,    ßs  = 


_  l.A-;=-f  00079 15, 
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und  im  Siime  dvv  Fdi-niol   .1/,=  »„  T  »7,  r^, -|- 6, /i,  =  ^«o  K-S'  tabellarisch 


a  cc 

iß 

S 

n 

0-003934 

0007174 

0 

0-004675 

0 
()-007915 

0-008609 
0007174 
0007915 

0-093 
0-085 
0-089  i 

Die  mittleren  Fehler  nach  der  Ausgleichung  sind  daher: 

3/j  =  0-093.  8-32  =  0"77 
JA.  =  0-085.  8-32  =  0-71 
J/3  =  0-089.  8-32  =  0-74. 

3.  Methode  nach  dem  Problem  der  Ausgleichung  direkter 
Beobachtungen.  —  Für  den  ersten  Winkel  a\  hat  man  zwei  Be- 
stimmungen, nämlich: 

/;  =  Zj  =810  21' 43"3G  mit  dem  Gewichte  (/[  =  (/^=  -   =  70 

/;'  =  /i  — t<;=81"2l'44"938  mit  dem  Gewichte  r/' = =  46-2. 

•'^  1  _j_  1 

!h    '   .73 

Nimmt  man  von  beiden  Bestimmungen  das  allgemeine  arithme- 
tische Mittel,  so  ergibt  sich  der  ausgeglichene  Winkel  x^ : 

/    /'       I  'f    7" 

.7i  'i  -1-  .Vi  'i 


X, 


=  81"21'43"987 


.Vi  +  .Vi 

und  analog  x.j  und  x^  genau  so  wie  oben.    Der   mittlere  Fehler  des 
Winkels  Xi  nach  der  Ausgleichung  ergibt  sich  nach  der  Formel: 


fi 


0 


^0 


^^^'    y[f/]    f^;+^r 


7*0 


und  analog: 


.Vi   V/:.'  "^  9J 


0-"77 


/ 


Jf2  = 


fto 


=  0-  70, 


JA 


1 

■!/ 


0-"74. 


b)  Ausgleichung  eines  Nivellements. 

Wird  ein  Nivellement  so  geführt,  daß  es  ein  geschlossenes  Po- 
lygon bildet,  das  Nivellement  also  zu  seinem  Ausgangspunkte  wieder 
zurückkehrt,  so  entsteht  eine  Nivellementschloifo  oder  ein  Nivellement- 
polygon. Die  auf  dem  Nivellementwege  nivellitisch  festgelegten  Punkte 


ij   56.  Beispiele.  219 

sind  die  Eckpunkte  des  Nivellementpolygons.  Die  alL'ebrtiische  Summe 
der  Gefälle  in  einer  Schleife  soll  theoretisch  die  Summe  Null  er- 
geben; die  Beobachtun<,^sfeliler  verursachen  aber  einen  sogenannten 
Schlußfehler,  der  durch  die  Ausgleichungsrechnung  zu  tilgen  ist. 
liesteht  ein  Nivellementpolygon  aus  n  Seiten  mit  den  Längen 
Dl,  Do,  .  .  .  D„  und  sind  die  wahren  Gefälle  //,,  //:.,,  .  .  .  ll,„  so  be- 
steht die  Bedingungsgleichung: 

Hi^II,-] i-//„=f//]=o. 

Hat  das  Nivellement  die  mit  unvermeidlichen  Fehlern  behaf- 
teten Gefälle  hi,/i.j,...h„  ergeben,  so  lautet  die  Widerspruchsgleichung: 

hi-{-h.j-\ r  ^'.  =  l^]  =  ^' 

Sind  die  an  den  nivellierten  Gefällen  anzubringenden  Verbes- 
serungen: i'i,  v.j,  .  .  .  y,„  so  besteht  die  Fehlergleichung: 

t\  —  V-J-] r  ^'n  -r  "^  =  0- 

Nimmt  man  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  den  nivel- 
lierten Distanzen  an,  setzt  also  allgemein  ^=  ^^>  so  geht  die  Normal- 
gleichung für  die  Korrelate  k 

da  sämtliche  Koeffizienten  a=l  sind,  über  in: 

fZ)J/c-(-t6-=0. 

Bezeichnet  man  [D\  =  T  als  den  Umfang  des  Polygons,  so  stellt 
die  Korrelate  k  =  — ,,  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Verbes- 
serung dar.  Folglich  sind  die  innerhalb  der  einzelnen  Polygonseiteu  an- 
zubringenden Verbesserungen  allgemein  ausgedrückt  durch:  i',=  Z),A-. 

Werden  die  Entfernungen  JJ  in  Kilometern  angegeben,  so  stellt 

der    mittlere  Fehler    der  Gewichtseinheit   i/^  =       r  M  den  mittleren 

Nivellementfehler  auf  einer  Strecke  von  1  km  Länge  oder  den  soge- 
nannten mittleren  Kilometerfehler  dar. 

Es  seien  in  einem  vierseitigen  Nivellementpolygon: 

Dl  =0-436  Am  h,  =  —  2.Ö-173  nt 

//.,  =  — 33-762  , 
A3  =  -f  16-405  , 
h^  =  -^  42-.-.9S  , 


A 

0-372 

•) 

A 

= 

1-074 

1 

D, 

= 

0-898 

^ 

U=  [D]  =  2-780  km  ir  =  [h]  =  —    0-068  m  =  -f  68  mm. 
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Die  Rechnung  nach  vorstehender  Anleitung  gibt: 

r,8 

A"  = =  —  245  mm. 

2-780 

r,  =Dik=  —  10-6  )in)i  H\  =  h^  -\-  i\==  —  251836  m 

V.  =  Z),>  Ä-  =  —    9- 1    ,  H.,  =  h.,  4-  V.  =  —  33-7711  „ 

rg  =  D^k  =  —  26-3    „  i/3  =  /^3  -f  ^'3  =  -     16-3787  „ 

v^  =  D^k  =  — 220    ,  Hi==h^  +  r^  =  —  43-5T>iO  . 

[r]=  — »•  =  —  6S-0wm  [^^  1  =  OOoQu. 

Der  mittlere  Kilometerfehler  beträgt: 

Ir  1663-33 
/ =  +  40-8  Wim. 


§  57.  Zusammenhang  zwischen  direkten  und  bedingten  Beobachtungen. 

Fügt  mau  zu  den  u  Fehlergleichungen  direkter  Beobachtungen 


X=Jc,    ^r- 


r.. 


X  —  i„    ]    v„ 
die  stets  erfüllbaren  {n  —  1)  Bedingungsgleichungen  hinzu: 

tj  —  l\  =  1-2  —  Vj,  =  •  •  •  =  L„  —  V„ 

und  bezeichnet  man  die  Unterschiede  oder  die  Widersprüche  zwischen 
der  ersten  Beobachtung  und  den  übrigen  {n  —  1)  Beobachtungen  der 
Reihe  nach  mit  c/j,  d.^,  d^,  .  .  .  d„-i,  so  erhält  man  die  (n  —  1)  Wider- 
spruchsgleichungen : 

h-h  =  d, 

k-h  =  d. 


U  —  l,  =  d„-i 
sowie  die  {71 — 1)  Fehlergleichungen  bedingter  Beobachtungen: 

Vi  —  V.2  —-  dl  =0 
Vi  —  Vs  -\-d.,  =  0 


Vi  —v„  —  d„-i  =  0. 

Soll  der  Minimumsbedingung  \vv\  =  mm  Genüge  geleistet  werden. 
so  muß  die  Gleichung  bestehen: 

i\  dt'i  -\-  V.2  dv.j  ...-(-  V,,  dv„  =  0. 

Damit    diese    Gleichung    mit    den    Fehlergleichungen    bedingter 
Beobachtungen  gleichzeitig  befriedigt  werde,  differenziere  man  diese 


I 
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Fehlergleichun^^en  und  multipliziere  die  so  erhaltenen  Gleichungen 
der  Reihe  nach  mit  den  vorläufig  noch  unbestimmten  Korrelaten  A,, 
k.j,  .  .  .  k„^i.  Man  erhält  so: 

A'i  <h.\  —  A'i  (/ü.j  =  0 


A-„_i  <h\  —  A-„.  1  <lv„  r=  0. 

Durch  Addition  entsteht  hieraus  die  Summengleichunfl:: 

{kl  +  A;o  -| r-  A-„_i)  iU\  —  Ai  dr.  —  A.  dv.^ A„_i  (lc„  =  0, 

Avelche,  mit  der  aus  der  Minimumsbedingun.L^  hervorgegangenen  Glei- 
chung verglichen,  nach  dem  Satze  von  den  gleichen  Koeffizienten 
folgende  Korrelatengleichungen  liefert: 

i'i  =  ki  -\-  k.,  -\ j-  A„_i 

^2  =  —  kl 
'•3  =  —  k.j 

Vn  =  —  A„_a. 
Substituiert   man    diese  Werte    der   scheinbaren  Fehler   in    die 
Fehlergleichungen  bedingter  Beobachtungen,    so    bekommt   man   die 
{n —  1)  Xormalgleichungen  für  die  Bestimmung  der  (« —  1)  Korrelaten: 

2  Ai  -f    A;,.  —    A3  -j L    A-„_i  —  (/i     =  0 

^i  +  2A^+    ArgH \-    A'„_i  +  (A,     =0 

Ai+    A, -f2A3-| [-    A„_i-fr/3     =0 


^1+    A-,4-    k-i- h  2  A„_i  4- r/„_a  =  0. 

Werden  dieselben  nach  den  Korrelaten  aufgelöst,  so  erhält  man 
diese  als  Funktionen  der  Beobachtungsdifferenzen,  und  setzt  man  die 
nunmehr  bestimmten  Korrelaten  in  die  Korrelatengleichungen  ein, 
so  erscheinen  auch  die  Verbesserungen  r  durch  die  Differenzen  d  aus- 
gedrückt. Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  geschieht  am  ein- 
fachsten dadurch,  daß  man  sie  zunächst  addiert,  wodurch  erhalten  wird : 

n  (A'i  +  A\,  H kn-i)  =  —  {dl -{- d.,  ~, \-  </„_i) 


oder: 


n 
Schreibt  man  jetzt  die  Normalgleichungen  in  der  Form 

[k]^ki      +</,     =0 
—  [A]  +  A,     -f  J,     =0 

[A]+Z:„_i-rt/„_,  =  0, 
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SO  ergeben  sich  sofort  die  einzelnen  Korrelaten: 


und  die  Verbesserungen  sind: 


k. 


</] 


—  d.j,  usw. 


\d] 


Vi 

1i 

l-o 

— 

n 

+  <^ 

Vn 

W] 

•            •            • 

(1) 


n 


Setzt  man  die  Verbesserung  der  ersten  Beobachtung  in  die  erste 
Fehlergleichung  direkter  Beobachtungen  ein,  so  ergibt  sich  das  arith- 
metische Mittel: 


X  =  ?i  — 


11 


Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  (1),  so  kommt  die  be- 
kannte Beziehung  [{;]=o  zum  Vorschein:  bildet  man  die  Summe 
der  Quadrate  aller  Verbesserungen,  so  erhält  man  die  zur  Kontrolle 
für  die  Berechnung  der  Fehlerquadratsumme  dienliche  Formel: 


[vv]^  [iltl]  -ÜV 
II 


(2) 


Als  Zahlenbeispiel  benützen  wir  die  in  Eggerts  Geodäsie  ent- 
haltene Reihe  von  Längenmessungen : 


1 

sinm 

»0  IQ  cwi 

»0  ^0 

dincm 

dd 

624-63 

4-    4 

1(5 

69 

—    2 

4 

-    6 

36 

80 

-13 

169 

-17 

289 

58 

+    9 

81 

+    5 

25 

64 

+   3 

9 

—    1 

1 

54 

+  13 

169 

-r    9 

81 

73 

-   6 

36 

-10 

100 

80 

—  13 

169 

-17 

289 

54 

+  13 

169 

+    9 

81 

60 

+    1 

1 

—   3 

9 

77 

-10 

100 

-14 

196 

624-70 

—   3 

9 

—    7 

49 

1 624-67 

-    4 

«j:i2 

-02 

1156 
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\ff\ 

Das   arithmetische  Mittel    ist   a;= -=  62467  mit  dem  Rest  0-04 

12 

oder    genau    ./-^^  G24-<;733  .  .  .    Picciiuet    man    mit    dem    abgekürzten 

Werte   a;o^=624'67    die    scheinbaren    Fehler    r,^,    so    erhält    man    für 

[t'p]  =  —  0-04  den  bei  der  Mittelbilduug  zurückgebliebenen  Rest.   Da 

aber  (r,,)   gleich  Null  sein  soll,  so  wird  auch  die  Summe  ('"oi-o|  =032 

nur  einen  Näherungswert  darstellen. 

Will  man  den  genauen  Wert  dieser  Summe  erhalten,  so  hat  man 

folgendes  zu  beachten.    Es    ist    die  Differenz  zwischen    dem  genauen 

und  dem  abgekürzten  Mittel  x  —Xo  =  dj,  gleich  der  Differenz  zwischen 

dem  genauen  und  genäherten  Wert  des  scheinbaren  Fehlers,  so  daß 

man  hat: 

^'  =  '^'o  +  ^^ 

[C  V]   =    [l-o  Vq]    4-  2    [t'o]   d,r  4-    "  •  ^-r. 

Im  obigen  Beispiele  ist  ö^^  --  -cm,     [f«]  =  —  4  cjh,    sohin    ist 

3 

\v  v]  =  932  —  2-66  -f  1-33  =  930-67. 

Diesen  genauen  Wert  erhält   man   aber   sofort,    wenn    man    die 
Beobachtungsdifferenzen  il  und  die  Formel  (2) 


[vv]=^\cUl\ 


n 


verwendet,  denn  es  ergibt  sich: 

[,/,/]  =1156,      [(/]=  — 52,      '^^-'-  =  225-33 

somit: 

[vv]  =930-67. 

Die  Berechnung  mittels  der  neuen  Formel  (2)  ist  sohin  nicht 
nur  einfacher,  sondern  auch  genauer,  als  die  nach  der  Methode  der 
direkten  Berechnung  der  einzelnen  v-  und  auch  einfacher  als  die  Be- 
rechnung mittels  der  im  folgenden  >?  5s  abgeleiteten  älteren  Formel 
(1),  wo  statt  der  kleinen  Beobachtungsdifferenzen  d  die  weit  grö- 
ßeren Beobachtungsresultate  /  vorkommen. 

§  58.  Kontrollberechniing  der  Fehlerquadratsummen. 

Die  Berechnung  der  Summen  [gvv]  beziehungsweise  [v  v]  kann 
direkt  durch  Quadrieren  und  Multiplizieren  oder  mit  Hilfe  von  Qua- 
drat- u«^  Produktentafeln  erfolgen;  sie  kann  aber  auch  indirekt  auf 
verschiedene  Weise  geschehen. 

1.)  Für  den  Fall  direkter  Beobachtungen  erhält  man  eine  ge- 
eignete Kontrollformel  in  folgender  Weise.  Es  ist 
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rj  =  .1-  —  li  li  =  X-  —  2xli-{-  l'i 

r..  =  X  —  h  vi  =  a;2  —  2  x  /..  -i-  1?, 


c„  =  X  —  In  vl  =  «2  —  2  X  l„  4-  II 


Summe   [r  v]  =  nx-  —  2  .'■  |/|  -|-  |/  /|. 
Wird  in  die  letzte  Siimmengleichung  das  einfache  arithmetische 
Mittel  x=—  eingeführt,  so  resultiert: 

iL 

[vv]  =  [U]-Bl,  (1) 

eine  Kontrollformel,  worin  die  Summen  der  Fehlerquadrate  als 
eine  Funktion  der  Beobachtungsgrößen  dargestellt  ist. 

Für  ungleich  genaue  Beobachtungen    hat    man  in  die  Summen- 
gleichung 

[gvv]  =  [g]x^-2x[gl]^{cjU] 

das  allgemeine  arithmetische  Mittel  x  =  ^-~-  einzuführen  und  erhält 

[g] 

als  Kontrollformel: 

[9vv]  =  [gU]-i^j^.  [2J 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  können  auch  in  die  Form 

[vv]  =  [ll]—nx'^.  (3) 

[gvv]  =  [gll]-\g]x^  (4) 

gebracht  werden,  welche  aber  ebenso  wie  die  Formeln  (1)  und  (2) 
sehr  unpraktisch  sind,  weil  die  Bildung  der  Quadrate  und  Produkte  aus 
den  gewöhnlich  sehr  großen  Zahlenwerten  /  ziemlich  beschwerlich  ist. 
Man  kann  sich  jedoch  die  Rechenarbeit  wesentlich  erleichtern,  wenn 
man  ebenso  wie  bei  der  Bildung  des  arithmetischen  Mittels  verfährt, 
wo  man  von  den  Hauptwerten  /  einen  runden  Näherungswert  Iq  vor- 
läufig in  Abzug  bringt,  und  die  ganze  Berechnung  auf  die  übrig- 
bleibenden Reste  basiert,  indem  man  also  z.  B.  bei  Winkelgrößen 
die  Grade  und  Minuten  wegläßt,  um  sie  später  zu  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Sekunden  wieder  hinzuzufügen.  Schreibt  man  nämlich 
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..=  'o  +  i^  (5) 

H 

und  man  hat  weiters: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

[ll]  =  [cc\-\-^~^  und    \l]=nx: 

[Jl.Jl]  =  [cv]  -\-nx^-  —  2lonx^nlt=  [v  c]  -^  n{ic  —  lo)-; 

daher  ist 

\cv\^[Jl.Jl\-n{x-Jor- 

und  schließlich  mit  Rücksicht  auf  (5): 

[vv]=[^i.ji]-yi^,  (6) 

worin  die  Summe  der  Fehlerquadrate  als  eine  Funktion  von 
Beobachtungsresten  dargestellt  erscheint.  Wir  haben  im  §  57  eine 
Formel  kennen  gelernt,  wo  diese  Summe  als  eine  Funktion  der 
Beobachtungsdifferenzen  ausgedrückt  ist,  und  welche  eine  ein- 
fachere Rechnung  als  die  Formeln  (1)  und  (6)  gestattet. 

2.)  Für  den  Fall  vermittelnder  Beobachtungen  mit  zwei  Un- 
bekannten nimmt  die  Ableitung  folgenden  Gang:  Werden  die  Fehler- 
gleichungen 

Vi  =  aj  a;  -f-  6i  y  —  /[ 

V.2  =  n.2X-\-  b.2  y  —  l.> 


i'„  =  cinX  4-  b„y  —  /„ 

quadriert  und  hierauf  addiert,  so  erhält  man  die  Suinmengleichung : 

[cv]  =  [aa\x^--[-2  [ab]xy  —  2  [al]x-r  [h  h]  y' -  2  [bl]y~-  [ll\.      (7) 

Dividiert  man  das  Quadrat  des  aus  der  ersten  Normalgleichung 
herübergenommenen  Ausdruckes  (S.  164): 

[a  a]  x  +  [rt  b]y—  \a  /] 
durch   [aoj^so  bekommt  man: 

ii i L_i LM. L — \j_  ^  ^  ^^   ^^.2  _u  2  \aü\x  y  —  2  [a  l]  x  -\- 

[«  «J 

~^  [««j  ^  [aaj       ^"^  [aa] 

W  e  1 1  i  s  c  h ,  Ausgleichiuigsrechnung  I.  15 
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Wird  diese  Gleichung  von  (7)  subtrahiert,  so  entsteht: 


{[aa]a:+[ab\  y  -  [a  l] )-   _  f  _  ]a^ 

[aa\  —y\''\  f^^j 


=  [hh  .l]f^  -2  \h]  .l]y  -^  \ll  .1\.  (8) 

Dividiert  man  das  Quadrat  des  aus  den  reduzierten  Norma]- 
gleiehuugen  herübergenommenen  Ausdruckes  (S.  1(5  7)  \hh.i\y —  KW  .  1 1 
durch   [h}>.\],  so  wird: 

Durch  subtraktive  Verbindung  von  (8)  und  (9)   entsteht: 

{[aa]x+[ah]y-[al]Y  _  {[bh .  l\  y  -  [b  l  .l\Y  _ 
^    ^       '  [aa]  "  [6  6.1]  " 

Da  aber  die  beiden  aus  den  Normalgieichungen  herübergenom- 
menen Ausdrücke  gleich  Null  sind,  so  ergibt  sich  schließlich  die 
Kontrollformel: 

[i'v]=^[ll.2\.  (10) 

Auch  diese  Formel  ist  nur  dann  praktisch  geeignet,  wenn  die  l 
schon  von  vornherein  nicht  groß  oder  durch  Einführung  von  Nä- 
herungswerten vorerst  auf  kleine  Zahlenwerte  reduziert  worden  sind. 
Zu  bemerken  wäre  noch,  daß  [11.2]  bei  Fehlergleichungen  mit  zwei 
Unbekannten  auch  durch  Vertauschuug  von  a  und  h  bestimmt  werden 
kann  und  auf  beiden  Wegen  übereinstimmend  erhalten  werden  muß. 

In  der  gleichen  Weise,  wie  hier  mit  zwei  Unbekannten  vorge- 
gangen ist,  findet  man  für  drei  Unbekannte: 

[vv]  =  [im  (11) 

beziehungsweise : 

[yvv\  =  \yll.^.  (12) 

Löst  man  [//.3]  beziehungsweise  1.7^^.3]  in  die  Bestandteile 
auf  (wie  im  ij  46,  S.  174),  so  kann  man  auch  schreiben: 

[alY        \bl.l\-        \cl.2Y'       \ 


[fv]=^\ll] 
[gvv\  =  \yll\- 


\aa]         [66.1]  [cc.  2] 

l.'WJ^  _\{)blA\  -  _  \gcl.2Y 
IgaaJ        \g~bb7l\        ~\gcc.2\ 


(13) 


^ 
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wobei  die  hier  vorkommenden  Symbole  nach  den  im  ij  44  angeführten 
Schomaten  gebildet  werden. 

Der  Wert  der  doppelten  IJerechnun^  von  [ri-|  besteht  in  der 
Kontrolle,  welche  auch  auf  die  Bildun«:  und  Auflösung  der  Normai- 
gleichungen  ausgeübt  wird.  Da  aber  die  hier  vorgeführten  Formeln 
nur  bei  Anwendung  des  G au ß sehen  Eliminationsverfahrens  brauch- 
bar erscheinen,  so  möge  noch  eine  andere,  bequemere  Formel  hier 
Platz  finden,  welche  wie  folgt  erhalten  wird: 

Multipliziert  man  die  Fehlergleichungen 

r .  =  a,  x-^hitj  -\-  CiZ-\ /, 

zuerst  mit  jedem  zugehörigen  /,  und  addiert  sie  dann,  so  erhält  man : 

\vl]  =  \al\x^  [bl\y  ^  ycl]z-r  ■  ■■  -  \n\. 

Multipliziert  man  hierauf  die  Fehlergleicliungen  mit  jedem  zu- 
gehörigen V;  und  addiert  sie,  so  ergibt  sich: 

[v  v]  =  [a  v]  X  -\-  [b  v]y  -^  [cv]z-\ |  /  r] . 

Bringt  man  beide  Summengleichungen  in  Beziehung,  so  resultiert: 

[vv]  =  [U]  -  [al]  x—\b  l]  y-  [c/J  z (14) 

beziehungsweise : 

[grv\  =  [gU\-\r,al]x-\yhl\y-[<,cl\z-...      (15) 

3.)  Für  den  Fall  bedingter  Beobachtungen  besteht  ebenfalls 
eine  die  ganze  Rechnung  von  den  Bedingungsgleichungen  an  kon- 
trollierende Formel. 

Multipliziert  man  die  Korrelatengleichungen  mit  jedem  zuge- 
hörigen V  und  addiert  sie  dann,  so  erhält  man: 

[y  V  r j  =  [a  v]  kl  -j-  \b  r]  Ao  -^ p  [(j  v]  k,.. 

Setzt  man  hierin  die  aus  den  Fehlergleichungen  hervorgehen- 
den Ausdrücke 

[ar]=— vri,  [bv]=—v:,,  .   .  .    \qv]=  —  iCr 

ein,  so  ergibt  sich  die  Kontrollformel: 

[yvi.]=—[ick]  (16) 

beziehungsweise : 

[ri;]=— [h-A-].  (IT) 

Eliminiert  man  aus  [irk]  die  k  mit  Hilte  der  Gleichungen  (2) 
des  §  54,  so  kann  man  auch  schreiben: 


[yvv]  = 


tci      [w,.iy'    [«^3.^ 


[y]    [^'-] 


c  c 


(18) 
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beziehun^rsweise: 


[C  V] 


tcl        ,       [lüo.l]2      .       K.2]2 


(19) 


[aa]    '     [6  6.1]     '     [cc.2] 

Wenden  wir  die  Formel  (11)  auf  das  Zahlenbeispiel  a)  des  §  52 
an,  so  gibt  die  Ausrechnung: 


[6  6.1]=    [6  6]    — 
[6c. 1]=     [6.] 


36 


[aa]  27 

[a  b]  [a  c] 
[aa] 


15—       =13-6 
27 

1 


528 


^  '  ^     ^  [aa]  27 


=  50-4 


[cc.l]=  [cc] 
[cM]=  [cl\ 
[U.l]=      [U] 


54 


[a  a] 

[a  c]  [a  l] 

[aa] 

[aJy-  882 

4 — 4-=Ö7l =  384-1852 

[aa]  27 


=  107 


[c  c  .  2]  =  [c  c  .  1]  —  -iy-,-M-  =  54 r-  =  53-9268 

[6ö.l]  13-6 


[cl.2]  =  [c^.l]  — 

[11.2]  =   [H.  Ij  — 
[..]  =  [/?.  3]=  [n.2j  - 


[6c.l]  [6LlJ 
[66.1] 

[bi.iy^ 


107  — 


[66.1] 
[cc.2] 


=  384-1852 
=  197-9919- 


50-4 
13-6 

50-42 

13-6 
103-30892 


103-3089 


53-926Ö 


=  197-9919 

=  0-0804. 


Von  den  hier  aufgeführten  Zahlenansätzen  sind  alle  bereits  ge- 
legentlich der  Bildung  der  reduzierten  Normal-  und  Gewichtsglei- 
chungen erhalten  worden  bis  auf  die  Summe  [//],  welche  man  daher 
der  tabellarischen  Berechnung  der  Koeffizienten  noch  angliedert. 
(S.  197). 

Die  Anwendung  der  Formel  (16)  auf  das  Zahlenbeispiel  a)  des 

§  56  gibt: 

[(j  V  v]  =  —  [w  k]  =  43-894  .  1-578  =  69-2647. 

In  beiden  Fällen  herrscht  bis  auf  die  Abrundungsdifferenzen 
Übereinstimmung. 

§  59.  Summenproben. 

Bei  der  Lösung  umfangreicher  Ausgleichungsaufgaben  ist  es  ra- 
tionell,   die    ganzen    Rechnungen    mit    Kontrollen    auszuführen.    Die 
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Theorie  der  Fehlerquadratsummen  hat  deren  bereits  so  manche  zur 
Verfügung  gestellt.  So  müssen  bei  richtiger  Auflösung  der  Nornuil- 
gleichungen  und  Berechnung  der  scheinbaren  Fehler  folgende  Bedin- 
gungsgleichungen erfüllt  sein,  wobei  wir  uns  der  Einfachheit  halberauf 
den  Fall  gleicher  Genauigkeit  mit  drei  Unbekannten  beschränken  wollen: 
Bei  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen: 

[av]=0,  [bv]=0,  \cv]=0.  (1) 

Bei  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen : 

\a  v]  =  —  ?ri,  [b  v]  =  —  u-g,  [c  v]  =  —  jCg.        (2) 

Diese  Kontrollen  sind  ebenso  wie  die  im  vorigen  Paragraphen 
behandelte  Doppelberechnung  von  \v  v]  zwar  durchgreifend  für  die 
ganze  Zahlenberechnung,  aber  sie  sind  nur  summarische  oder  Schluß- 
kontrollen, d.  h.  sie  zeigen  das  Vorhandensein  eines  Fehlers  erst 
nach  Beendigung  der  mühsamen  Arbeit  an.  Eine  auch  im  Zuge  der 
Rechnungsausführung  schrittweise  wirksame  Probe  erhält  man  durch 
die  Einführung  von  Summengliedern. 

aj  Für  vermittelnde  Beobachtungen. 

Ausgehend  von  den  Fehlergleichungen  vermittelnder  Beobach- 
tungen : 

«1  ic  -f  6i  //  —  Ci  i  —  /i  =  r,   j 
a.2  X  -\-  62  ?/  —  r.  z  —  lj  =  fo  [ 

a„  X  -\-b„y  —  c„  z  —  /„  =  r„ 
und  den  Normalgleichungen  für  die  Unbekannten  x,  y,  z: 

[a a]  X  -r  [«  h]y—  Vi  <]  z—[<i}\=0     j 
[ab]x-\-[bb]y-[bc]z—[b]\=^0  (4) 

[nc]x-^[bc]y-^\c,:]z-\rl]=u     | 

bilde  man  die  Summen  der  Koeffizienten  einer  jeden  Fehlergleichung, 
nämlich: 

«2  -|-  ^2  —  ^i  =  '^'2     [  /cv 


a»  -f"  ^"  ~~  '^''»  ^^  •'*" 


Multipliziert  man  die  einzelnen  Gleichungen  von  (5)  der  Reihe 
nach  mit  den  zugehörigen  o„  6„  c,-  und  addiert  jedesmal,  so  erhält  man: 

[aa]-[a6]4-[ac]  =  [a.s]    j 
\ab]-[bb]  -\-\bv]  =  \bs]    \  (6) 

[ac]  —  [6  fl  -i-  [cc\  =  [rs] 
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Multipliziert  man  die  Fehlergleichungen  (3)  mit  den  zugehörigen 
.s,  und  addiert  sie  sudann,  so  entsteht: 

[as]  x+  [66-]  y-f  [c.J  c-  [/6j  -^  [rs]. 

Da  aber  laut  (1) 

[a  V]  4-  [b  v]  4-  [c  V]  =  0 
also  auch  [ü«]=0  ist,  so  resultiert: 

[a  s\  X  —  [b  s]  y  -\-  [c  s\  t  —  [In]  =  0.  (7) 

Dieselbe  Gleichung  ergibt  sich  aber  mit  Bezug  auf  (6)  auch 
direkt  durch  Addition  der  Normalgleichungen  (4),  weshalb  sie  die 
Summengleichung  genannt  wird.  In  der  zweimaligen  unabhängigen 
Berechnung  dieser  Summengleichung  erscheint  die  Aufstellung  der 
Normalgleichungen  in  sicherer  Weise  kontrolliert.  Führt  man  die 
Summengleichung  wie  eine  selbständige  Normalgleichung  weiter  und 
unterzieht  man  sie  denselben  Operationen  wie  die  eigentlichen  Normal- 
gleichungen, so  besteht  die  Rechenkontrolle  in  der  Auflösung  der 
Normalgleichungen  nach  Helmert*)  darin,  daß  die  Summe  aller  durch 
Reduktion  veränderter  Gleichungen  die  in  analoger  Weise  direkt  ab- 
geleitete Summengleichung  übereinstimmend  ergeben  muß.  Wird  z.  B. 
aus  den  Normalgleichungen  die  Unbekannte  .r  eliminiert  und  aus  den 
beiden  zurückbleibenden  Gleichungen  die  Summengleichung  gebildet, 

nämlich: 

[bb.l]y-{-[bc.\]  z—  [bl.l]  =0 
[b  c.l]y-\-[cc.l]z—  [rl.l]=0 

Summe :   [b.^ .l]y  -j-jc s .1]  z  —  [Z  6- .  1]  =0, 

so  besteht  die  Kontrolle  darin,  daß  die  Beziehungen  stattfinden  müssen: 

[6  6.1]  -|-[6c.l]  =  [6«.l] 

[6c.l]  +  [^^'-l]  =  [c«  -1] 
[6/.l]-f-[cZ.l]  =  [Z6-.l], 

wobei  die  Glieder  rechter  Hand  unabhängig  nach  dem  Schema 

[aa\ 

zu  ermitteln  sind.  Stimmen  diese  separat  gerechneten  Summenglieder 
mit  den  Koeffizienten  der  reduzierten  Summengleichung  überein,  so 
ist  im  Gange  des  Auflösungsverfahrens  kein  Rechenfehler  unter- 
laufen, und  man  kann,  wenn  alle  Summengleichungen  derartige  Über- 


*)  F.  R.  Helmert:    Die  Ausgleichungsreehnung  usw.    2.  Aufl.  1907,    S.  131. 
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einstimnuintren  auf^veisen,  mit  großer  Sicherheit  annehmen,  daß  von 
den  Ft'hlergleichungen  an  alles  in  Ordnung  ist. 

b)  Für  bedingte  Beobachtungen. 

Bei  bedingten  Beobachtungen  werden  die  Korrelaten-  und  Nor- 
malgleichungen in  gleicher  Weise  behandelt,  wie  bei  vermittelnden 
Beobachtungen  die  Fehler-  und  Normalgleichungen.  Wir  gehen  also 
aus  von  den  Korrelatengleichungen: 


«1  ^'i  4-  ^1  h  T  'l  ^3  =  i'i 
^2  ^1  "i"  ^i  ^J  H~  ''i  ^^3  =  ^"i' 

a„  kl  -p  b„  k.j  —  c„  fc,  =  /•„ 

und  den  Normalgleichungen  für  die  Korrelaten   Aj,  k^,  k^ 

[a  a\  A'i  -\-  [a  b\  k.j  -p  [a  c]  k^  -j-  ?i-j  =;  0 
[a  b]  kl  -y-  [b  b]  k.2  ->-  [b  c]  k^  -p  w^  =  0 
[a  t]  A'i  -|-  [b  c]  k.j  -p  [^'  (^]  ^3  -T  ^^"3  =^  0 


(8) 


(9) 


und  bilden  die  Summe  der  Koeffizienten  einer  jeden  Korrelaten- 
gleichung, nämlich: 

«1  4-^1  +  f'i.  =  *'i   I 

a,  +  b,  +  c,=^,  (10)  =  (5) 

a«  +  ^,1  +  c„  =  6„  ) 

Multipliziert  man  die  einzelnen  Gleichungen  dieser  Gruppe  der 
Reihe  nach  mit  den  zugehörigen  r,  und  addiert  hiernach,  so  entsteht: 

[a  V]  +  [bv]^  [c  V]  =  [V  .] 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  (2): 

—  Wi  —  ic2  —  11-3  =  —  ['i"J  =  [  ^'  *J  •  (11) 

Multipliziert   man  die  Korrelatengleichungen  (8)  mit  den  zuge- 
hörigen .s,  und  addiert  sie  sodann,  so  erhält  man: 

[a  s]  kl  ^  [b  6-j  k,  -i-  [c ..]  Ä-3  =  f  r  .  I .  (12) 

Addiert  man  aber  die  Normalgleichungen  (9),  so  ergibt  sich  mit 
Bezug  auf  (6): 

[uöJA-,  -  [// -4  A-, -p  [c-6jA-3-r  [ic\  =0,  (13) 

eine  Summengleichung,  welche  mit  Hinweis  auf  (11)  mit  der  un- 
abhängig abgeleiteten  Gleichung  (12)  identisch  ist.  Die  wirksame  Kon- 
trolle für  die  richtige  Aufstellung  der  Normalgleichungen  liegt  also 
auch  hier  in  der  doppelten  Berechnung  der  Summengleichung.    Für 
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die  Auflösung  der  Normalgleichungen  hat  man  analoge  Kontrollen, 

z.  B. 

\hb.\]  k,  -i-  16  (■ .  1]  /C3  +  [w, .  1]  =  0 

[Ar.  1]  k,^  [cr.]]ks-r  [ii-3-  'J  —  " 
Summe :   \'>  x  .  1 1  k,  4-  [c ^  .  1 J  k,  +  1 1 ir\ .  1 J  =  u, 
wo  die  Kontrolle  darin  besteht,  daß  die  Beziehungen  stattfinden  müssen: 

[bb.l]  T-  [6c.l]=  [A.s.l] 
[6  c.l]  +  [cc.l]  =  [C6-.1] 


K>.i]  +  K.i]  =-[M-i]  =  H  — 


Ml 

[rta] 


Wi 


und  wodiehiebei  neu  auftretenden  S3nnbole  folgende  Bedeutung  haben: 

^         -^  [aa] 

[6c. 11    , 
[u's .  2]  =  [^üg .  1]  —  4Tn— TT-  [»^'2  •  1  ] 


[66.1] 


usw 


Die  Kontrollen  für  die  Aufstellung  und  Auflösung  der  Normal- 
gleichungen gehen  also  bei  Ausgleichungen  vermittelnder  wie  be- 
dingter Beobachtungen  analog  vor  sich. 

Im  Beispiele  a)  des  §  52,  S.  196,  lauten  die  Fehlergleichungen: 


«3 


2 
0 
9 


lx  —  ly-\-2z=    3 
Sx-\-2y  —  bz=    5 
4.'C+l?/4-42  =  21 
—  1  a:  -|-  3  ?/  4-  3  2  =  1 4  S4  =  5. 

Durch  Multiplikation  derselben  mit  den  zugehörigen  6-,  entsteht 

2x —    2?/-}-    42=      6 


36iC+    9?/ +  36  2  =189 
—  5rr-r  15?/— 15  2=    70 

1.  Summe:  33.f  +  22  ?/-{- 662=  265. 

Die  Normalgleichungen  (S.  197)  lauten: 

21x^    6y  =88 

6  .-c -f- 15  ?/ 4-       2=    70 

?/  +  54  2=107 


2.  Summe:   33  x- -- 22  ;// +  55  2  =  265, 
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also  Übereinstimmend  mit  der  1.  Summe,  womit  die  fehlerlose  Auf- 
stellung der  Normalgleichungen  konstatiert  erscheint. 

c)  Allgemeines  praktisches  Kontrollverfahren. 

Abweichend  von  der  von  Helmert  angegebenen  Methode  kann 
mau  sich  für  die  Kontrolle  der  Auflösung  der  Nurmalgleiehungen 
eines  bequemeren,  von  Jordan  angedeuteten  Verfahrens  bedienen, 
das  in  den  amtlichen  Rechenvorschriften  Eingang  gefunden  hat  und 
bei  ausgedehnten  Ausgleichungsrechnungeii  mit  besonderem  Vorteil 
geübt  wird.  Nimmt  man  nämlich  zur  Summe  «,  das  Absolutglied 
noch  mit  und  stellt  man  diese  Summen  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen in  Rechnung,  so  hat  man  die  Bequemlichkeit,  daß  dann  immer 
alles  auf  Null  austrehen  muß,  denn  es  ist  sodann: 

«.•  4-  bi  -{-  C;  —  l;  -\-  8/  —  0. 

Werden  also  sämtliche  Koeffizienten  einschließlich  dem  abso- 
luten Gliede  einer  jeden  Normalgleichung  algebraisch  addiert  und 
diese  Summen  [as],  [h  s\,  .  .  .  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  den 
betreffenden  Normalgleichungen  je  als  ein  weiteres  Glied  ange- 
schlossen, so  besteht  die  Kontrolle  darin,  daß  nicht  nur  in  jeder 
erweiterten  Normalgleichung,  sondern  auch  in  allen  aus  Anlaß  der 
Elimination  veränderten  Normalgleiehungen  die  algebraischen  Summen 
sämtlicher  numerischer  Zahlen  gleich  Null  sein  müssen,  nämlich: 

[a  a]  —  [ab]-]-  [a  c]  —  [al\  —  [a  6-]  =  0 
[a  h]  -^  [b  b]  +  [/>  c]  —  [b  l]  ~r  [b  «]  =  0 
\ac\-^\hc]-^\cr]-\cl]^-[c.s\=0 

[b  b  .1]  -Y-  [b  c  .1]  —  [b  l .  i]  —  [b  s  .\\  =  0 

[6f.l]  —  [Cf.l]  —  [c/.l]  --  \r  .s-.l]  =0 


[cc.2]  —  [cL2]  +  [cs.2]  =0 

1    I   Ml  4.  I^  _  M]  4_  l£'  *1  =  0 
'^  [aa]'^  [aa]        [aa]^  [a^] 

,    I     [bei]  [blA]  [&6-.1]   _ 

"^  [bh.\]         [66.1]  "^  [66.1] 

\cJ.2]  [CS. 2]   _^ 

[cc.2]    ~^  [cc.2] 

Im  Beispiele  a)  des  §  52  lauten  die  Normalgleichungen: 
21x-\-    Qy  =    88 

Qx^lby-       z=    70 

,/4-  54:  =  107 

Summengleichung:  33  x-\-  22y  —  bbz  =  265. 


2;u 


Siiiumenproben. 


i?   59. 


Hiezu  rechuet  man  die  Summen: 

1^6-]-.  — (27+    6 
[6,v]  =  -  (   6  +  15-f     1 
[t-,s]=  — (  1  +  54 

und  schreibt  schematisch: 


8b)-- 

-  55 

70)  — 

^48 

07)  — 

+  52 

Xr. 

a] 

b] 

^■] 

n 

«]        j 

1 

2 
3 

4 

:     5 

6 

[a 
[c 

+  27 
+    6 

+    6 

+  15 
+    1 

+    1 
+  54 

-  88 

-  70 

-  107 

+  55    ! 
+  48 
+  52 

=  0 
=  0 
=  0 

5.1] 

c.l] 

l.l] 

s.l] 

+  13-667 

+    1 

+    1 
+  54 

—  50-446 
-107 

+  35-778 

+  52        ' 

=  0 
=  0 

0.2] 

Z.2] 

..2] 

[- 

+  53-927 

— 103-309 

+  49 -382 

=  0 

Hieraus  erhält  man  das  Schema  für  die  reduzierten  Normal- 
gleichungen, indem  man  die  Gleichung  Nr.  i  durch  27,  die  Gleichung 
zum  Nr.  4  durch  13*667  und  die  Gleichung  Nr.  6  durch  53927  dividiert: 


+  1 

+  0-222 

+  1 

+  0-073 

+  1 

-  3-259 

-  3-691 

-  1-916 

+  2037 
+  2-618 
+  0-916 

II    II    II 

o  o  o 

Es  lautet  demnach  das  System    der  kontrollierten,    reduzierten 
Normalgleichungen : 

x-^  0-222  y  =3-259 

y  ^0-073  z=  3-691 

s=  1-916, 

woraus  die  sukzessive  Berechnung  der  Unbekannten  die  Gauß sehen 
Resultate  liefert: 

^=2470,      ?/  =  3-551,      t=  1-916, 

welche,    zur  Kontrolle  in   die  Summengleichung    eingesetzt,    dieselbe 
erfüllen  müssen.  Es  ergibt  sich : 

33  .  2-470  -|-  22  .  3-551  -f  55  .  1916  =  265-01 

Sollbetrag:   265-00. 
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§   60.    Genaujgkeitsbestimmung    einer    Funktion    der    ausgeglichenen 

Elemente. 

Besitzen  die  ursprünglichen  Beobachtungen:  /,,  A.,  .../,,  die 
verschiedenen  Gewichte:  7,,  (j..,  .  .  .  7,,,  sind  die  durch  die  Aus- 
gleichung gewonnenen  Verbesserungen:  V,,  V.,,  .  .  .  i'„,  sohin  die  aus- 
geglichenen Beobaclitungen :  a-,  =  ^^  -i-  1*1,  x.j  =  lo-\-  v^,  .  .  .  x,,  =  /,,  -^  v„, 
und  ist  F  irgend  eine  vun  vornherein  lineare  oder  eine  mit  Hilfe 
der  Taylorschen  Reihe  erst  linear  gemachte  Funktion  der  ausge- 
glichenen Beobachtungen,  also 

^'  =/o  +/l  «1  +/2  X-.-\ \-fn  X„ 

oder 

^'  =fo  -t-Zi  ih  -r  V,)  +f,  {l,  -f  V,)  -^  • . .  +/„  {In  +  v„),      (1) 

so  hat  man,  um  den  mittleren  Fehler  dieser  Funktion  zu  bestimmen, 
F  als  eine  lineare  Funktion  der  ursprünglichen,  voneinander  un- 
abhängigen Beobachtungen  darzustellen,  also  in  die  Form  zu  bringen: 

F=F,  +  F,k-\-F,L^...^FJ„.  (2) 

Setzt  man  in  (1)  für  die  Verbesserungen  die  durch  die  Korre- 
latengleichungen bestimmten  Werte: 

61 


.Vi 


!h 


k. 


.71 


kr, 


v.>  =  —  fti  -J ko 

-        a,  f/. 


-^A-, 


Co 


v„-=  —  fCi^ k. 

'Jn  f/n 


^k 


so  geht  (1)  über  in: 


^^=f^~if^^'B'^Afh 


9f 
9 


K.    (3) 


Um  hieraus  die  Korrelaten  k^,  k.,,  .  .  .  k,.  zu    eliminieren,    ziehe 
man  die  Normalgleichungen  für  die  Korrelaten  heran,  welche  lauten: 
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uud  worin  nach  Gleichungen  (2)  des  ijöS,  S.  210  folgende  Beziehungen 
bestehen: 

"*i  =  «0  4-  [«  ^ 

Wo  =  bo  —  [b  1] 


i 


(•V 


Um  die  Korrelaten  aus  (3)  mit  Hilfe  von  (4)  zu  eliminieren, 
multipliziere  man  die  Normalgleichungen  (4)  der  Reihe  nach  mit  den 
vorläufig  noch  unbestimmten  Koeffizienten  Tj,  r.,  .  .  .  r,.  und  addiere 
sie  zu  (3).  Wird  gleichzeitig  nach  allen  k  geordnet,  so  erhält  man: 
F—  ?i-,  r,  —  u-..  ro u;.  Xr  =/o  -j-  Ifl]  + 


Da  wir  für  die  7'  unbestimmt  gelassenen  Koeffizienten  ti  bis  r,- 
ebenso  viele  Bedingungen  für  deren  Bestimmung  einführen  dürfen, 
so  wählen  wir  hiefür  derartige  Bedingungsgleichungen,  welche  die  Aus- 
drücke in  den  geschlungenen  Parenthesen  zu  Null  machen.  Man  stellt 
also  die  von  Gerling  benannten  „Übertragungsgleichungen"  auf: 


[?]- 


9 


-f 


m 


,,  t-r?/i=o 

wodurch  sich  die  obige  Gleichung  wie  folgt  vereinfacht: 

F  =  wi  xi  4-  tf2  r. r  »'"'•  r,-  +/o  —[/?]. 

Substituiert  man  hier,  um  statt  der  Widersprüche  ?r  die  Beob- 
achtungen I  einzuführen,  die  Beziehungen  (5)  und  ordnet  man  gleich- 
zeitig nach  allen  /,  so  erhält  man: 

J-^  =  fo  —  ^'o  1^1  4-  6o  Tg  H 7o  r,. 

—  (/i  ^  «1  ri  -r  bi  r..- h  7i  t-)  ^i 

-r  ifz  -f  «.-  ri  -f  6o  r. ^-  r/,,  r.)  h 


(/«  —  o„  Xi  —b„X2 '-  q„  r,.)  I„ 
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oder  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

Fl  =J\  -f  «1  r,  +  ^1  r,  -1 ^  7,  r,. 


(7) 


^'.  =yn  -r  «'.  Ti  -r  ^'«  1^:.'  "1 r  7-«  ^^^  | 

die  üben  aufgestellte  Gleichung  (2): 

F=F,-F,l,~F,l, ~FJ,., 

womit  /',  wie  verlangt,  als  eine  lineare  Funktion  aller  ursprünglichen 
Beobachtungen  /  dargestellt  ist. 

Sind  die  mittleren  Fehler  der  unausgeglichenen  Beobachtungen 
«1»  ."i'>  •  •  •  «'.<  so  kann  jetzt  der  mittlere  Fehler  Mr  der  Funktion  /*' 
nach  dem  Fehlerübertragungsgesetze  berechnet  werden;  es  ist,  da 
dem   /o  kein  Fehler  anhattet: 

Jl-y^  /•  I  «I  —  /•  2  «i [-  ^:.  ."7,. 


sohin 


J/,  =  ffF^«^J=^«o|^[^], 


(8) 


wenn  u^  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit   bedeutet,    und  es 
ist  der  reziproke  Wert  des  Gewichtes : 


Gj.-      L   7    j 


(iO 


Man  kann  die  beschwerliche  Ausrechnung  der  einzelnen  F  und 
deren  Quadrate  umgehen,  Avenu  man  —  analog  wie  die  Kontroll- 
formel (13)  des  §  58,  S.  22fi  —  entwickelt: 


1 


h/f       \bfA'       K^.2? 

.7  J     I.7J     p/^-j      r6j.    -j      rc^-  j 


(10) 


Haben  die  Beobachtungen  gleiche  Genauigkeiten,   so  lauten  die 


Übertragungsgleichungeu : 


[a«J  Xi  —  [ub\  x-2 
[a  b]  ti  +  [6  6]  r. 


-  [«  7J  r.  -  [<^/J  =  0  I 
-  [6  7]  r,.  +  [6/]  =  0  I       ^^^^ 


[a  7]  ti  —  [h  7 1  r, h  [7  7J  r,.  -r  [7/]  =  0 

der  mittlere  Fehler  der  Funktion   F  ist: 
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JI,  =  uY[FF\ 


(12) 


uud  die  Gewichtsreziproke: 
1 


0, 


§  61.  Genauigkeitsbestimmung  der  ausgeglichenen  Beobachtungen. 

Ist  die  Funktion  F,  deren  mittlerer  Fehler  bestimmt  werden 
soll,  z.B.  die  /-te  Beobachtung  nach  der  Ausgleichung,  alsoF=  Z,-f  *"'> 
so  hat  man  für  die  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  zu  schreiben: 

Z,-i-r,  =/o-f/,  {h-i\)~-f,{h+v,) Mh^v^ r/n  (Li-v„), 

d.  h.  man  hat  zu  setzen : 

/o  =  0,/i=0,/,  =  0,   .   .    ./,_i  =  0,/;  =  l,/,.,l  =  0,   .   .    ./„  =  0. 

Die  Übertragungsgleichungen  (6)  gehen  dann  über  in: 


L  j/  J  ig  i  L  s  J  s, 


und  die  Koeffizienten  (7)  in: 

^^1  =         «1  ri  --  bi  X.,  4 
Fo  =  a.  Vi  —  b.2  x.j  — 


-q,Xr 


Fi  =  1  —  UiXy  —  6,  r 


2  _ „  <2;  r, 


F„ 


(2) 


a„ ii  ^  b„X2- q,,  i" 

Der    mittlere    Fehler    der    /-ten    Beobachtung    nach    der    Aus 
gleichung  ist: 

und  die  Gewichtsreziproke: 

12 

-•  ',i 

-i/ 


f«iY    l^-iT    [^-2?    "^-4 

<y,       L  o   J       ö;        faal         [6?;       1         fcc  "rff/ 


[t1    [.v-]    [^ 


•^] 


(4) 
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2;i9 


Hierin  bedeuten: 


I- 


I  "  ''I 


iL 


9' 


'li. 

ff! 


.7. 


-] 


hh 

■9 
b<l 


f- 

'-.7 


6  6 
1 

.7 


-.7. 


1-1 


i^.3|=i^.2i-P4i' 


Diese  Ausdrücke  brauchen  bei  Anwendung  des  Gau ß sehen  Eli- 
minationsverfahrens nicht  eigens  gerechnet  zu  werden,  sondern  ergeben 
sich  gelegentlich  des  Auflösungsprozesses  von  selbst. 

Aus  dem  Umstände,  daß  alle  subtraktiven  Glieder  der  Gleichung  (4) 
wesentlich  positiv  sind,  ist  zu  erkennen,  daß  der  reziproke  Wert  des 
Gewichtes  oder  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  durch  die 
Ausgleichung  abnimmt,  die  Genauigkeit  daher  zunimmt. 

Um  z.  B.  den  mittleren  Fehler  des  ausgeglichenen  Winkels  a-j 
im  Beispiele  a)  des  ij  56  zu  bestimmen,  wo 

,grj=70,  3ro=101,   ^3  =  86;      -    =0-03595:   (Uq  =  8"32, 

hat  man  die  einzige  Übertragungsgleichung 

—  r  ---^  =  0 

oder  speziell  im  vorliegenden  Falle,  wo  alle  a  gleich  l  sind: 


1 

-9 


r  4-  —  =  0 
.7i 


also: 


0-03595  r'—  — 
70 


U 


aufzulösen.  Die  Auflösung  gibt  r' ^  —  040,  somit  ist: 

/;  =  l_0-4  =  0-6;      /;=  — 0-4;      /•;  =  —  04 


und 


J/j  =  (/„ 


FF\ 

-  .7   J 


8:j2l  0-008609  =  0"77. 


240 


Ausgleichung  eines  Viereckes.  >;   62. 


Analoüf  ergibt  sich: 


imd 


0-03ö95r" -t-  — -=^  0,     r"  =  — 0-275 

/;=  — 0-275,      f\.=    ^- 0-725,      Fg  =  —  0-275 
JA.  =  8-32  K0007174  =  0"70 

J/3  =  8-32  1^0-007915  =  0-'74. 

§  62.  Ausgleichung  eines  Viereckes. 

Hat  mau  in  einem  Vierecke  die  durch  die  Seiten  und  Diagonalen 
gebildeten  S  Winkel  gemessen  und  ist  auch  die  Länge  einer  Seite 
bekannt,  so  ist  das  Viereck  überbestimmt;  denn  zur  eindeutigen  Kon- 
struktion desselben  würden  außer  der  gegebenen  Seite  nur  noch 
vier  Winkel  genügen.  Es  sind  also  die  anderen  vier  Winkel  über- 
schüssig gemessen  worden.  Ebenso  groß  muß  daher  auch  die  Zahl 
der  streng  zu  erfüllenden,  unter  sich  unabhängigen  Bedingungsglei- 
chungen sein. 

In  einem  Vierecke,  welches  durch  die  Diagonalen  vier  geschlossene 
Dreiecke  bildet,  gibt  es  keinen  Winkelwiderspruch,  wenn  die  Summe 
der  Winkel  in  einem  jeden  Dreieck  ihren  theoretischen  Sollbetrag, 
also  180'^  in  einem  ebenen,  beziehungsweise  IbO*^'  —  sphär.  Exzeß  in 
einem  sphärischen  Dreiecke  besitzen,  wenn  also  z.  B.  in  einem  ebenen 
Vierecke,  Fig.  7,  S.  244,  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

Xi  -t-  X.2  -r  ^3  —  ^s  =  1800 

^'2 -r  2^"s -h  ^4  ^  ^5  =  1*5^*^ 

X4, -r  Xq -\- x^  -f  x^  =  1800 

^1  +  a?6  -^  ^7  H-  •'^"8  ='  ISO^. 

Unter  diesen  vier  Gleichungen  ist  aber  jede  von  den  drei 
übrigen  abhängig,  weil,  wenn  drei  Dreiecke  auf  180'^  stimmen,  das 
vierte  Dreieck  dann  von  selbst  stimmen  muß,  ebenso  wie  dann  auch 
die  vier  Winkel  des  Vierecks  auf  seo^  von  selbst  stimmen  müssen. 
Die  Untersuchung  in  Bezug  auf  die  Winkelsummen  liefert  sohin  nur 
drei  unabhängige  Bedingungsgleichungen,  die  sogenannten  Winkel- 
gleichungen. 

Wenn  aber  in  einem  Vierecke  mit  einer  gegebenen  Seite  alle 
acht  gemessenen  Winkel  zum  Stimmen  gebracht  wurden  und  man 
von  der  gegebenen  Seite  AB  aus  die  Diagonale  B D  in  doppelter 
Weise  zu  berechnen  versucht,  nämlich  einmal  direkt  aus  AB: 
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SlllXg 

und  das  zweitemal  mit  Vermittlung  des  Dreieckes  .1  B  C,  indem  mau 
zuerst 

B  C  =  A  B '^^^^^^ 

sm  Xr, 

und  hierauf 

6-  m  X-;  sin  x^ .  «m  x^ 

bildet,  so  wird  man  die  Wahrnehmung  machen,  daß  infolge  der  un- 
vermeidlichen Beobachtungsfehler,  welche  auch  durch  das  Zusammen- 
stimmen auf  180^  beziehungsweise  360°  nicht  der  Wahrheit  gemäß  be- 
seitigt wurden,  die  auf  verschiedenen  Wegen  ermittelten  Längen  der 
Seite  B  D  nicht  übereinstimmen  werden.  Soll  aber  Übereinstimmung 
in  den  Seitenlängen  herrschen,  so  muß  zwischen  (1)  und  (2)  Gleichheit 
bestehen.  Setzt  man  daher 

BD=AB ^^"' ^^^  ^ ^^^  =AB  ^^^ ^-  •  ^^^^ ^^^  ^ ^^^ 
sin  Xg  sin  Xr, .  sin  x^ 

oder 

sin  {xi  -f-  Xj)  .  sin  Xr, .  sin  x-, 


sin  X2  .  sin  {x^  -j-  x^) .  sin  Xg 


=  1,  (3) 


so  erhält  man  die  vierte  Bedingungsgleichung,  welche  Seiten- 
gleichung  genannt  wird.  Dieselbe  erscheint  aus  den  drei  in  B  zu- 
sammenstoßenden Dreiecken  gebildet,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  in 


der  Erfüllungsgleichung 

BD    BA     BC  _ 
Ba'  BC'  'WD  ~  ^ 

die  Seitenverhältnisse  durch  die  Sinusverhältnisse  ersetzt  werden. 
Da  aber  jeder  der  vier  Eckpunkte  des  Viereckes  einen  Zusammen- 
stoßpunkt von  drei  Dreiecken  oder  einen  Zentralpunkt  bildet,  so 
kann  man  eigentlich  in  einem  Vierecke  vier  solche  Seitengleichungen 
aufstellen,  z.  B,  für  die  Ecke  A  als  Zentralpunkt: 

AC    AD    AB 


AD    AB     AC 


i; 


es  leuchtet  aber  ein,  daß  wenn  eine  Seitengleichung  bei  acht  gemes- 
senen Winkeln  erfüllt  ist,  auch  den  übrigen  Seitengleichungen  von 
selbst  Genüge  geleistet  wird. 

Bei  der  freien  Wahl  der  Seitengleichungen  wird  es  darauf  an- 
kommen, diejenige  in  Rechnung  zu  stellen,  welche  mit  Rücksicht  auf 

Wellisch,  Ausgleichungsrechimug  1-  lg 
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die  Änderung  des  Sinus  die  schärfste  Rechnung  gestattet.  Nach 
Zachariae  (187S)  und  Jordan  (1880)  ist  dies  diejenige  Gleichung, 
welche  die  spitzesten  Winkel  enthält,  weil  in  ihr  eine  Änderung  des 
Winkels  vom  Sinus  am  stärksten  empfunden  wird.*) 

Drei  Winkelgleichungen  und  eine  Seitengleichung  geben  nun  zu- 
sammen die  vier  notwendigen  Bedingungsgleichungen  für  die  Aus- 
gleichung eines  Viereckes,  in  welchem  alle  acht  Winkel  gemessen 
worden  sind.  Setzt  man  in  die  ersten  drei  Winkelbedingungsglei- 
chuugen  statt  der  ausgeglichenen  Wiukelwerte  x  die  um  die  Winkel- 
verbesserungen V  ergänzten  Beobachtungswerte  /  ein,  so  erhält  man 
streng  richtig 


'Vs 


h  ^  Vi  +  ^3  +  f^'s  -Th  +  '^4  i-  ^5  -f  "^"5 

h  —  Vi  -^h^  %  -f  ^6  +  ^^6  ^  ?-  -f-  ^'7 


ISO» 
180^ 
ISO». 


Die  Beobachtungswerte  allein  ohne  die  Verbesserungen  erzeugen 
aber  die  Widersprüche  Wi,  w.2,  ic^: 

?4+Z5 --1-^6  4-^7  —  180  =  lüg. 

Die  Winkelverbesserungen    müssen    daher  die  Bedingungen  er- 
füllen: 

^'i  -r  v-2  —  '^3  +  *'8  —  it'i  =  0 

Vs  -r  V3  -f  Vi  +  fg  -j-w2  =  0  \  (4) 

^4  +  V5  —  f6  +  V.  —  2^3  =  0 


Setzt  man  in  die  Seitenbedingungsgleichung  (3)    statt    der  aus- 
geglichenen Wiukelwerte  0:  die  Summen  l  -j-  v  ein,  so  erhält  man : 


sin  (li  —  Vi  -*-  4  H~  ^"2)  ^***  (^5  i~  ^'5)  ^^^  (^  ^~  Vi) 
sin  {L  —  V.2)  sin  {l^  -j-  v^  ^k^  iv.)  sin  (/g  —  i's) 


1. 


Um  diese  Gleichung  linear  zu  machen,  wollen  wir  sie  logarith- 
mieren : 

logsin{li-^Vi-\rl2  +  V2)-^logsin{l^+V5)^logsin{JT-{-v^)—       \ 
—  log  sin  (l.^  —  v.j)  —  log  sin  (l^  —  Vg  —  l^—  v^)  —  log  sin  {lg  -r  v^)  =  oi 

Ist  nun  V  im  Verhältnis  zu  /  ein  sehr  kleiner,  in  Sekunden  aus- 
gedrückter Winkel,  so  kann  unbedenklich  gesetzt  werden : 

log  sin  (Z  -—  f)  =  log  sin  l—  zl .  v, 


")  Den  Beweis  enthält  der  II.  Band,  §  .35. 
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wobei  .^  die  logarithmische  Tafeldifferenz  zu  logsinl  für  1"  bedeutet 
und  daher  für  stumpfe  Winkel  (größer  als  90")  negativ  in  Rechnung 
zu  stellen  ist.  Streng  genommen  ist,  wenn  man  nach  dem  Taylorschen 
Satze  entwickelt: 

7       •    //  I     \       /       -7       Mcotffl 

l(i(J  sin  {l  -f-  v)  =  i.ng  Hin  l  ~ —  i\ 

Q 

worin  J/=0'4342945  den  Modul  des  gemeinen  Briggschen  Loga- 
rithmensystems und  ()  =  2062tirj  die  Zahl  bedeutet,    welche    r  in  Se- 

31  M 

künden  umwandelt.  Es  ist  also  —  =  00000021055  oder  — ^21055iu 

Q  Q 

Einheiten  der  sechsten  Dezimalstelle  ( log --  =  0  32B3ß\  und 

zJ=  21055  cotgl 

Die  Koeffizienten  z/  können  daher  für  jedes  gegebene  l  strenge 
gerechnet  werden,  mit  hinreichender  Genauigkeit  können  sie  jedoch 
der  Logarithmentafel  entnommen  werden,  denn  man  erkennt,  daß  für 
v=l": 

A  =  log  sin  (l  —  1 ")  —  log  sin  J, 

d.  i.  die  einer  Sekunde  entsprechende  Differenz  von  logsinl,  welche 
in  allen  logarithmisch-trigonometrischen  Tafeln  für  sämtliche  Winkel 
enthalten  sind.  Man  kann  also  (5)  auch  schreiben: 

log  sin  (^  -|~  ^2)  ~h  ^og  sin  Z5  -r-  log  sin  l-i  —  log  sin  L  —  hg  sin  (/j  —  l^)  — 
—  log  sin  l^  ^  z/j,  2  (vy  -^  fg)  —  ^5  v-^  -j-  ^-  v.  —  //.j  v.>  —  z/5,  r,  (1-5  -f  Ve)  — 

—  ^s  r«  =  0. 

Mit  Bezug  auf  die  Widerspruchsgleichung: 

log  sin  (li  —  l^)  -\-  log  sin  l^  -|-  log  sin  l-j  —  log  sin  l^  —  log  sin  (Z5  -f- 1^)  — 

—  log  sin  Zg  =  ti'4 

besteht  daher  auch  die  Gleichung: 

^1,  2  (^"1  +  ^''2)  —  ^5  ^'5  —  A  '^1  —  ^2  ^\  —  -^n»  6  (l-'ö  —  y«)  —  Z^s  Vg  —  w^  =  0. 

Wird  ausmultipliziert  und  nach  den  v  geordnet,  so  erhält  man 
schließlich  die  Seitengleichung  in  der  linearen  Form: 

«1  \\  ^  aa  t72  +  %  ^*5  ^  «6  n  —  «7  '"t  —  «8  i"8  -f  ^*'4  =  0.  (6) 

Da  die  Koeffizienten  der  Winkelgleichungen  (4)  durchwegs  gleich 
1  sind,  so  wird  man  wegen  der  bequemeren  Ziffernrechnung  trachten, 
auch  die  Koeffizienten  der  Seitengleichung  (6)  nahezu  gleich  1  zu 
erhalten.  Man  erreicht  dies  am  ehesten,  wenn  man  zur  logarithmischen 
Rechnung  sechsstellige  Tafeln  benützt,  oder,  wenn  mit  siebenstelligen 

16* 


244 


Ausgleichung  eines  Viereckes. 


§   62. 


Logarithmentafeln  gerechnet  wird,  trotzdem  alle  Koeffizienten  und 
auch  die  Widersprüche  in  Einheiten  der  sechsten  Dezimalstelle  aus- 
drückt. Sollten  die  Koeffizienten  der  Seitengleichung  dennoch  von 
den  Koeffizienten  der  Winkelgleichungen  bedeutend  abweichen,  so 
wird  es  sich  empfehlen,  die  Koeffizienten  der  Seitengleichung  durch 
Division  oder  Multiplikation  mit  einer  runden  Zahl  so  weit  zu  redu- 
zieren, bis  sie  im  Durchschnitt  angenähert  die  Einheit  ergeben. 

Zahlenbeispiel. 

Bei    der  Triangulierung    zum  Bau    der    ^Zweiten  Kaiser  Franz 
Josef-Hochquellenleitung"  wurden  in  dem  Vierecke  ^-B  C'Z>  (Fig.  7) 

Fig.  7. 


alle  acht  Winkel  gemessen.  Die  ersten  Summenproben  der  vier  Drei- 
ecke  ergeben: 


/.,  =  38    52  22-1  I 

I3  =  38   02  08-1 

^8  =  ^'7    23   52-7 

l800  00'02-"6 

it\  =  —  2-"6 

l^  =  230  44'  20-"9 

^5  =  79    21  07-2  ]       ,      ,      „^ 
,  I  91050  28-8 

/6  =  12    29   21-6   f 

l.  =  64    25  02-1 

179"59'51''8 
w  =  —  8''2 


h  =  380  52'  22''1 
/3  =  38  02  08-1 
/4  =  23  44  20-9 
/5  =  7!i    21   07-2 

1790  59'58"3 

u-.j  ^=  —  1-7 

/j  =    50  41'39''7 
/c  =  12    29  21-6 
?7  =  64    25  02-1  \ 
k  =  ^'7    23   52-7   I 
1790  59'56-"l 
W3  =  —  3''9. 


610  46'29''0 


1610  4«'54"8 


Hieraus  erhalten  wir  die  Winkelgleichungen: 

Vi  +  1^2  +  i'i  +  Vs  +  2-"6  =  0 

^2  +  ^3-1-^4  +  1'5  —1-7=0 
^'1+^6  +  ^'7  +  ^8  —  3'9  =  0, 
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wobei  zu  beachten  ist,  daß  das  Vurzeichen  der  Widersprüche,  wenn 
sie  mit  den  Verbesserungen  auf  derselben  Seite  des  Gleichheitszeichens 
angesetzt  werden,  sich  nach  der  Formel  bestimmt; 

w  =  Beobachtung  —  Sollbetrag. 

Die  Seitengleichung  für  den  günstigsten  Zentralpuukt  D  lautet: 

sin  fi .  sin  (?,  —  L) .  sin  l^ 

sin  4  .  sin  l^  .  sin  {J^  -^  h) 
Die  logarithmische  Behandlung  ergibt  siebenstellig: 


loci  sin  (230  44'  20''9)  =  9-6048  448 
„  „  (44  34  01-8)  =  9-8461  798 
„      „    (12    29  21-6)  =  9-3349719 


%  Zähler  =  8-7859  960 

(380  02' 08''1)  =  9-7896  870 
(  5  41  39-7)  =  8-9966  072 
(91    50  28-8)  =  9-9997  757 


zl  für  10"=  -f    479 
„     10  +    214 

,     10  -I-     950 


10  -f    269 

10  —2112 

10         —         7 


%  Nenner  =  8-7860  699  | 

w^  =  log  Zähler  —  log  Nenner  =  —  0-0000739. 

Um  z.  B.  die  Differenz  z/4  zu  log  sin  l^  für  den  ersten  Winkel  ^ 

in  Einheiten  der  sechsten  Logarithmenstelle  und  für  l"  zu  erhalten, 

bilde  man 

z/4  =  2-1055  cotg  U  =  4-79, 

was  dem  in  Einheiten  der  siebenten  Dezimalstelle  dem  Logarithmen- 
buche direkt  entnommenen  Wert  für  10",  nämlich  479,  vollkommen 
entspricht. 

In  Einheiten  der  sechsten  Dezimalstelle    und    für  1"    stellt  sich 
nun  die  Seitengleichung  wie  folgt  zusammen: 

—  4-79  Vi  +  2-14  (üi  -^r.)-!-  9-50  Vq  —  2-69  v-^  —  2112  i\  —  0-07  (i*5-f  r«)  — 

—  73-9  =  0 

oder  nach  i\,  v^,  v^,  .  .  .  geordnet: 

—  18-98  Vi  —  2-14  1-2  —  2-69  Ug  —  479  v^  —  007  1-5  —  9-57  V^  —  73-9  =  0. 

Zusammenstelluncr  der  Koeffizienten  der  vier  Bedingungsgleichungen: 


^\ 

^•2 

»3 

l"4          '          1*5 

»0 

v^ 

«•s 

tc 

a 

1 

1 

1 

1 

+    2-6 

h 

1 

1 

1 

1 

—    1-7 

c 

1 

1 

1 

1 

-    3-9 

d 

- 18-98 

+  2-14 

—  2-69 

+  4-79 

+  007 

+  9-57 

—  73-9 
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Bildunt>:  der  Koeffizienten  der  Normaloleichungeu: 


a  a 

1 

ab 

ac 

ad 

bb 

bc 

bd 

cc 

cd 

dd 

1 

1 

1 

-  18-98 

1 

-  18-98 

18-982 

1 

1 

-r    2-14 

1 

+  2-14 

, 

2-142 

1 

1 

1 

—   2-69 

1 

1 
1 

-  2-69 
-i-4-79 
+  0-07 

1 

1 

+  9-57 

2-69^ 
4-71)2 
0-072 
9-572 

1 

1 

1 

. 

4 

2 

2 

—  19-53 

4 

0 

+  4-31 

i 

-9-41 

486-58 

Normalglelchungen  samt  Summengliedern: 
a]  b]  c]  d]  10  —  s 


a 
b 
c 
d 

-r     4       Ai  —  2       Ao  — 2        A3—    19-53  A4—     2-6 

+    2       Ai— 4       A2       0       A3—       4-31  A4—    1-7 

-\-    2        Ai        0       A2    ,    4        A'3            9-41 A-4—     3-9 

19-53  Ai    :    4-31  A;,       9-41  A3 -1-486-58  Ä'4       73-9 

-^       8-93  —  0 

—  8-61-0 
-j-       7-31  —  0 

—  388-05  —  0 

11-53             10-31          3-41         i    461-95       —76-9 

-380-42—  0 

Auflösung  nach  dem  Gaußschen  Eliminationsverfahren: 
6.1]  c.l]  (/.!]  w.l  —s.l 


[c 
[cl 


3 
1 


A.. 


^■2  +  ^ 


14-075  A., 


1  A3  -f-     14-075    A4  —    3-0 

A-3-^      0-355    A4—    5-2 
0-355^3  4- 391-2248  A4  -  61-2055 


13-075 
2-845 
344-4493 


-;- 16-075       —2*355       -p  405-6548 

—  69-4055 

—  354-6793 

c.2]                 d.2 

IV.  2 

—  5.2 

c 

--2-6667A3—       5-0467  A,i 

—     b-2 

1-5133 

[d 

+  5-0467Ä;3  -j-  325-1896  A'4 

—  47-1305 

283-1057 

-j- 7-7134       "^330-2363 

-     .j3'3305 

—  284-G190 

d.3] 

ir.3 

—  S.3 

[d  I -t- 315-6388 /Ci  — 35-3970  |  —280-2417 

Korrelaten:  A^  =  —  1-74790. 
A-2  =  -r  117811 
A;3  =  --  2-11277 
Ä;4  =  -^  011214 
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Berechnung  der  Verbesserungen: 


1 

2 

3            4            r, 

6 

7 

t 

8       ' 

a^-i     -1-748 
6^-3           . 
c*3     +2-113 
di,     -  2-128 

-  1-748 
+ 1-178 

+  0-240 

-  1-748 
+  1-178 

-  0-302 

+  1-178 
+  0-537 

+  1-178 
+  0-008 

+  2-113 
+  1-073 

+  2-113 

- 1-748 
+  2-113 

V  = 

-  1-763 

—  U-330 

—  0-872 

+  1-715 

+ 1-186 

+  3-186 

+  2-113 

+  0-365 

Probe:  i'i  +  ^j  +  '^''s  +  ^s  -f  2'6  := 
^■2  —  V3  -f  ^4  -r  ^^5  —  l'^  = 

^i  -r  v^  -i-Ve-^Vj  —  8-2  = 
i-'i  n-  "^6  +  ^7  -f  1*8  —  3-9  = 


0-000  I  Geht  überall  bis  auf 

0-002  I  kleine  Abrundungs- 

O'OOO  l  Unsicherheiten   auf  Null 

0-001  aus. 


Resultate: 


1 

l 

Beobachtet 

V 

Ausgeglichen 

vv 

Vl«l 

1 

50 41 '39 "7 

-1-763 

50  41' 37 -'9 

31082 

1-3-28    ' 

2 

38  52  221 

—  0-330 

38  52  21-8 

0-10S9 

0-574 

3 

38  02  08-1 

—  0-872 

38  02  07-2 

0-7604 

0-934 

4 

23  44  20-9 

+  1-715 

23  44  22-6 

2-9412 

1-309 

5 

79  21  07-2 

+  1186 

79  21  OS-4 

1-4066 

1-089 

6 

12  29  21-6 

+  3-186 

12  29  24-8 

10-1506 

1-7S5 

7 

64  25  02-1 

+  2-113 

64  25  04-2 

4-4648 

1-454 

8 

97  23  52-7 

+  0-365 

97  23  53-1 

01^32 

0-604 

11-530 

23-0739 

9077 

Prüfung  der  Winkelgleichungen: 

Xi=    50  41'37"9  .r.  =  380  52'21''8 

x-g  =  38   02  07-2 
3^4  =  23    44  22-6 


a;2  =  38  52  21-S 
X3  =  38  02  07-2 
x-8  =  97    2  3  53-1 

1800  00'00-"0 


a-4  =  230  44'22-"6 
0:5  =  79  21  08-4 
it-g  =  12  29  24-8 
X^  =  64    25  042 

Iö00  00'00-"U 


3:5  =  79  21  08-4 
1800  00'00-'0 

Xi=  5«4l'37-"9 
arg  =  12  29  248 
X-  =  64  25  04-2 
Xs  =  97  23  53-1 

1800  00'00''0 
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Prüfung  der  Seitengleichuug: 

log  sin  (23"  44'  22''61)  =  9-6048  530 
,  „  (44  33  59-71)  =  9-8461  748 
,      „    (12    29  24-79)  =  9-3350  022 

log  Zähler  =87860  300 

,  ,  (380  02' 07"23)  =  9-7896  846 
,  „  (  5  41' 37-94)  =  8-9965  700 
„      ^    (91    50  33-20)  =  9-9997  754 


log  Nenner  =  8-7860  300 
log  Zähler  —  log  Neuner  =  0*0000  000. 

Prüfung  der  Fehlerquadratsumme : 

1.  Durch  direktes  Quadrieren  der  r  und  Addieren  wurde  oben 
erhalten:   [rt-]  =  23-0739. 

2.  Die  Formel   [i-f]=: — [ivk]  gibt: 

—  R"i  A'i  =  — 4-5445 

—  iCo'k<i  =  —  2-0028 

—  ?r3Ä:3  =  —  8-2398 

—  ((•4/1-4  =  — 8-2871 


[v  c]  =23-0742. 


3.  Die  Formel  [vv] 


w 


.2 


+ 


K.]]2     ^      K.2]2     ,      K.3]2 


[aa]    '    [bb.l]    '    [cc.2]        [tld.3] 
gibt  mit  Benützung  der  bei  Auflösung  der  Normalgleichungen  nach 
dem  Gaußschen  Algorithmus  bereits  ziffermäßig  erhaltenen  Ausdrücke: 

6-22  35-3970- 


-      ,        2-62        3-02 
[^"•]=-^^-3- 


2-6667 


315-6388 


23-0746. 


Nimmt  man  von  allen  drei  Resultaten  das  Mittel:  23-0742,  so 
ist  der  mittlere  Fehler  eines  gemessenen  Winkels  vor  der  Ausgleichung 
mit  seinen  mittleren  Grenzen: 


u 


^^o±Fb)=r'^o±^) 


y^rJ       \  4        V    -       f 4 

=  +  2''402  (1  +  0-354)  =  +  2"40  +  0"85. 

Der  durchschnittliche  Fehler  mit  seinen  mittleren  Grenzen  ist 

0-756  \        11-53 

•  f  1  -h  —   ^ 

r4 


r 


ari± 

II  r  \ 


Vi 


\_  11-53  / 


V32 

^  =  +  2-'04  -h  0''77 


°4^—  ]  =  +  2-''038  (1  +  0-378) 
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Der  wahrscheinliche  Fehler  mit  seineu  mittleren  Grenzen  ist: 

\V~*^Y  f      ,      0855   \        9-0772  /  0855   \  ,      „         ,      , 

Q  =  "47=^  (  1  ±  — i7=-  )  =  -Tr=  (  1  ^  —V—  )  =  +  1'821  (1  :r  0-428 
n\nr\  fr     /        8/32  V  K4     / 

()  =  +  l"82+(r'78. 

Also  schwankt  im  Mittel : 

fi  zwischen  +l"55  und  j2:3"25 
0-  „  :r  1-27      „      +2-81 

9  r.  +1-Ü4      ,      4:2-60. 

Behufs  Bestimmung  der  Winkelgenauigkeit  nach  der  Ausgleichung 
hat  man  die  Übertragungsgleichungen  aufzustellen.  Sie  lauten  z.  B. 
für  den  ersten  Winkel  a-j,  für  welchen  «i  =  1,  /jj  =  o,  ^,  =  1  und 
«?!  =  —  18-98  ist: 

Übertragungsgleichungen : 

2       13—    19-53  r4—    1       =0'-^    10-53 

...  —      4-31  r4   .  .    =0    —    10-31 

4       rs—      9-41  r4—    1       =0    —       2-41 

—  19-53  ti  ^  4-31  ro  —  9-41  ts  —  486-58  X^  —  18-98  =^  0    —  442-97 

—  11-53    —10-31      —3-41      —461-95      —16-98  —  440':i4 

Reduzierte  Übertragunorssfleichuno-en : 


-r    4 

ri-2 

1^2 

-f    2 

r, -4 

i\' 

4-    2 

r, 

4ri 

—  2    r.. 

—  2 

tg- 19-53      r^ -r 

1 

—  (» 

— 

liJ-53 

r. 

—  0-5  r. 

—  U'5 

r,  —    4-ss25r4  — 

(1-25 

—  0 

— 

2-6325 

3    r, 

rg  — u-075    14  — 

05 

—  0 

15Ö75 

ti' 

—  0-3333 

Vg  —     4-ti917  Ti- 

0-1667 

=  0 

5- 19  17 

2-6667 

ta  —     5-0467  r4  — 

0-3333 

—  0 

80467 

r,  -  -     1-8925  1-4  — 

012.iO 

=  0 

— 

3-0175 

315-6388  ti  —  12-3825  =  0    — 3032561 
14-    0-0392  =  0    —      0-9608 

Die  Auflösung  der  reduzierten  Übertragungsgleichungen  liefert 
die  Koeffizienten : 

Ti  =  —  0-0840, 
r,.  =  —  0-0838, 
r3  =  — 0-1992, 
r4  =  —  0-0392. 


150 


Einteilung  der  Ausgleicliungsaufgaben. 


§   63. 


Berechnun'^  der  Faktoren  /": 


/^, - 

1  -4-0-084 

.    .    .    .    - 

-0-199 

—  0-744  =  — 0-141 

0-0199 

F..= 

.  -r  0-084  ■ 

—  0084 

—  0-084  —  —  0-084 

0-0071 

F,- 

.  4-0-084- 

—  0-084 

-0-105— —  0-105 

00110 

F.- 

-  0-0S4 

-  0188  —  —  0-104 

0-0108 

F,= 

—  0-0S4 

-0-003  — —  0081 

0-0066 

F,:- 

.  - 

-0-199 

-0-375  — —  0-176 

00310 

F  — 

-  0  199 

....    —  —  0-199 

0*0396 

F.- 

.  ^  0-084 

.    .    .    .    - 

-0-199 

.        —  —  0-115 

00132 

[i^]=  — 0-005  [    [Fi^J  =  0-1392 

Zur  Kontrolle  der  Rechnung  soll,  weil  [FF]  =  min  ist,  [F]  =0 
sein,  was  bis  auf  die  Abrundungsfehler  hinreichend  übereinstimmt. 
Die  Kontrollberechnung  von  [FF]  ergibt  nach  Formel  (4)  des  §  61, 
S.  239: 

al  [6i.l]2  [c,.2]-^         [ch.3]' 


[FF]  =  1- 
[FF]  =  1  - 


[aa]         [bb.l] 

1       0-52       0-3333- 
4  3 


[cc.2]  [dd.B] 

12-3825- 


2-6667         315-6388 


=  0-1392. 


Sohin  ist  der  mittlere  Fehler    des    ersten  Winkels  Xi    nach  der 
Ausgleichung: 


M^  =.  «  V[FF]  =  2-402  "^0-1392  =  +  0''896. 

Dieses  für  die  Einübung  der  vorgetragenen  Theorien  geeignete 
Beispiel  behandelt  die  Ausgleichung  eines  Viereckes,  worin  sämtliche 
Winkel  für  sich  gemessen  wurden ;  wir  erwähnen  aber,  daß  Ausglei- 
chungen von  reinen  W^inkelmessungen  in  diesem  Sinne  heute  nur 
mehr  selten  ausgeführt,  sondern  durch  das  Problem  der  Ausgleichung 
von  Richtungsmessungen  ersetzt  werden,  das  im  zweiten  Bande 
eine  eingehende  Behandlung  erfahren  wird. 


§  63.  Einteilung  der  Ausgleichungsaufgaben. 

Zum  Schlüsse  des  ersten  Bandes  sei  eine  planmäßige  Zusammen- 
stellung aller  Formen  von  Ausgleichungsaufgaben  gegeben. 

Die  Bestimmung  einer  unbekannten  Größe  kann  entweder  auf 
direktem  oder  auf  indirektem  Wege  erfolgen.  In  dem  ersten  Falle 
suchen  wir  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  beobachteten  Größen 
selbst  und  nennen  diese  dann  kurzweg  direkte  Beobachtungen, 
im  zweiten  Falle    suchen    wir  die  wahrscheinlichsten  Werte   anderer, 
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mit  den  beobachtetou  Größen  in  einem  matiiematischen  Zusammen- 
liange  stehender  Größen  und  bezeichnen  dieselben  als  vermittelnde 
Beobachtungen. 

In  beiden  Fällen  können  die  beobachteten  Größen  voneinander 
unabhängig  oder  abhängig  sein;  mau  spricht  dann  von  unabhän- 
gigen Beobachtungen  beziehungsweise  von  bedingten  Beob- 
achtungen 

Im  ganzen  unterscheidet  man  daher  folgende  Formen  von  Aus- 
gleichungsaut'gaben : 

1.  Direkte  unabhängige  Beobachtungen  oder  kurz  direkte  Beob- 
achtungen. Die  Fehlergleiehungen  lauten  hiefür,  wenn  li,  L,  .  .  .  l,, 
die  einzelnen  Beobachtungen,  fj,  t-,,  .  .  .  r„  die  wahrscheinlichsten 
Verbesserungen  und  ./;  die  zu  suchende  Größe  bedeuten: 


X—li=  fj 


I  Unbekannte 

n  Beobachtungen, 

II  Gleichungen. 


X       t  „  —  t  ,1 
Der  wahrscheinlichste  Wert    der  Unbekannten  x   geht    aus    der 

Regel  des  arithmetischen  Mittels  a;  =        hervor.  Eine  Ausgleichungs- 

n 

aufgäbe  liegt  vor,  wenn  /« >  1  ist,  indem  dann  n  —  1  überschüssige 
Beobachtungen  vorhanden  sind.  (Beispiel  hiezu  im  v?  29.) 

2.  Indirekte  unabhängige  Beobachtungen  oder  kurz  vermit- 
telnde Beobachtungen.  Zwischen  den  Unbekannten  x,  y,  z,  .  .  . 
und  den  unabhängigen  Beobachtungen  li,  L,  .  .  .  /„  bestehen  die 
Fehlergleichungen : 


Og  iC  -|-  62  y  -7-  Co  S  4~  •  •  • ^L'  =  ^"2 


■ 

n 

t'n    j 


u  Unbekannte, 
a  Beobachtungen, 
Gleichungen. 


Die  Koeffizienten  a,  h,  c,  .  .  .  sind  gegebene,  fehlerfrei  voraus- 
gesetzte Größen;  die  Unbekannten  erhält  man  aus  den  Normalglei- 
hungen  (§  43,  S.  16.=)): 

[a  a]  oj  —  [a  6]  ?/  -r-  [a  c]  z  -j [«  /]  =  0 

■    [6  6]      ■    [6  c]  [6/] 

[c  c]  [c  l] 

Mit  einer  Ausgleichungsaufgabe  hat  man  es  zu  tun,  wenn  n  >  u 
ist,  d.  h.  wenn  eine  überschüssige  Anzahl  von  Beobachtungen  vor- 
liegt. (Beispiele  hiezu  im  «?  ö2.) 
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3.  Direkte  abhängige  Beobachtungen  oder  kurz  bedingte  Be- 
obachtungen. Bestehen  zwischen  den  m  Unbekannten  cc,,  x.^,  .  .  .  x,„ 
die  r  Bediugungsgleichungen: 

Po  +i?i  i»i  +  P2  Xä-\ -\-Pm  x,„  =  0 

3o  4-  9i  a^i  —  'h  ^-~' h  ?•»  ^"'  =  ^^ 


welche  durch  Einführung  der  Beobachtungen  li,  Z^,  .  .  .  l,„  an  Stelle 
der  Unbekannten    in    folgende   Widerspruchsgleichungen    übergehen: 

Po  —  Ih  k  -rlhk- r  Pm  In,  =  ^v^ 


'0     1      M    '1   1      '2      -  "  '  '  '"     '"   '^'"J 

SO  lauten  die  Fehlergleichungen: 


Pl  ^"l  +  2^2  *^'ä  -i h  Pm  ^"m  ^  «t'i  =  0 

q\  '^\  +  qi  vo  H H-  ^,„  Vm  —  lüg  =  0 

^1  "^'i  +  ^2  ^^"2  H i,«  v,„  -r  ^^''-  =  0 


w  Unbekannte, 
>  ?«  Beobachtungen, 
7'  Gleichungen. 


'o 


Die  Koeffizienten  jj,  q,  .  .  .  t  sind  gegebene,  fehlerfrei  voraus- 
gesetzte Größen,  welche  nur  zur  Unterscheidung  von  a,  b,  c,  .  .  . 
der  früheren  Aufgabe  mit  anderen  Buchstaben  eingeführt  sind.  Die 
wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten  erhält  man  entweder 
direkt  nach  der  Korrelatenmethode  oder  indirekt  durch  Zurück- 
führung  auf  vermittelnde  Beobachtungen  nach  der  Substitutions- 
methode. Eine  Ausgleichungsaufgabe  ist  nur  möglich,  wenn  m  >  r  ist, 
denn  für  m  =  r  liegt  die  nicht  mehr  unbestimmte  Aufgabe  vor,  aus 
r  Gleichungen  ebensoviele  Unbekannte  zu  berechnen  und  für  m<:r 
sind  mehr  Bedingungen  gestellt  als  gleichzeitig  erfüllt  werden  können. 
Da  man  mit  Hilfe  der  r  Bedingungsgleichungen  immer  r  Unbekannte 
durch  die  übrigen  m  —  r  Unbekannte  ausdrücken  kann  und  für  die 
Bestimmung  der  noch  übrigbleibenden  m — r  Unbekannten  m  Glei- 
chungen zur  Verfügung  stehen,  so  stellt  r  die  Anzahl  der  überschüs- 
sigen Beobachtungen  dar,  denn  es  ist  m  —  (m  —  ?■)  =  ?'.  (Beispiele 
hiezu  im  §  56.) 

4.  Indirekte  abhängige  Beobachtungen  oder  vermittelnde  Be- 
obachtungen mit  Bedingungsgleichungen.  Es  treten  zu  den 
n  Fehlergleichungen  vermittelnder  Beobachtungen: 
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aiX-j-Oiy-^CiZ-\ h  =  i'i 

a.2  X  -\-  b.2  y  -^  Co  z  -^ ?»  =  '"i- 

a„x-\-b„y-\-  CnZ-\ l„  =  v„ 


u  Unbekannte, 
.  71  Beobachtungen, 
n  Gleichungen 


'to* 


noch  r  Liedingungsuleichuugen  hinzu,  welche  zwischen  den  zu  ermit- 
telnden Unbekannten  (also  nicht  zwischen  den  Beobachtungen  l)  er- 
füllt sein  müssen,  nämlich: 


-^  p3  -  —  • 

-  73  ~  -f  • 

•  =  0 
=  0 

«  Unbekannte, 
[  r  Gleichungen 

tQ-vk^^  k  y 

~hz^. 

•  — 0 

Eine  Ausgleichungsaufgabe  ist  nur  möglich,  wenn  u  >  r  und 
n>u  —  r,  also  wenn  n>  u  —  r>0  ist,  denn  wenn  man  mittels  der 
r  Bedingungsgleichungen  r  Unbekannte  durch  die  übrigen  a  —  /•  Un- 
bekannte ausdrückt,  so  bleiben  nur  noch  ii — r  Unbekannte  zu  be- 
stimmen übrig,  wofür  n  Beobachtungen  zur  Verfügung  stehen.  Die 
Anzahl  der  überschüssigen  Beobachtungen  ist  demnach  n  —  {u  —  r)  = 
=  n-r-?' — (/,  und  soll  eine  Ausgleichungsaufgabe  zustande  kommen, 
muß  die  Anzahl  der  überschüssigen  Beobachtungen  größer  als  Null, 
also  ii>  u  —  r  sein. 

Auf  diese  Ausgleichungsform  wird  im  zweiten  Bande  näher  ein- 
gegangen  werden. 

5.  Alle  diese  verschiedeneu  Formen  von  Ausgleichungsaufgaben 
lassen  sich  als  Spezialfälle  folgender  allgemeinen  Aufgabe  betrachten: 

a^x^b^y—CiZ- r  Pi^'\^lh'v%-\ ri^«.  v„,  -4-  n'i  =  0 

«2  x^boy-\-c.>z-', (/t  y^  -f"  ^'2 1'2  H r  ?»<  ^'m  —  ^(-'2  =  0 

a„ x—  b^y  -\-  CnZ-] ty  i^i  -f  ^3  i'2  + r  ^"'  ^m  -p  '^'t  =  '^• 

Ist  die  Anzahl  der  Unbekannten  »,  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen und  daher  auch  deren  Verbesserungen  m  und  die  Anzahl  der 
Gleichungen  n,  so  muß,  wenn  eine  Ausgleichungsaufgabe  vorhanden 
sein  soll,  n  >  it  und  m:>  n  —  u  sein.  Denn  wenn  n  >  w  ist,  so  kann  man 
alle  u  Unbekannte  x,  y,  z,  .  .  .  eliminieren,  so  daß  dann  nur  noch 
n  —  ((  Gleichungen  mit  m  unbekannten  Beobachtungsverbesserungen 
fi,  ^'2,  •  ■  ■  i-'ni  übrig  bleiben.  Da  aber  eine  Ausgleichungsaufgabe  das 
Vorhandensein  einer  überschüssigen  Anzahl  von  Beobachtungen  be- 
ziehungsweise von  Verbesserungen  v  verlangt,  welche  Anzahl  gleich 
II — u,  nämlich  der  Anzahl  der  übrigbleibenden  Gleichungen  ist,  so 
muß  für  eine  Ausgleichung  m  >  n  —  u    und    m  z>  n  —  u  r>  0  sein.   Da 
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das  (^)iiadrat  des  mittleren  Gewichtseinheitsfohlers  definiert  ist  durch 
den  Quotienten :  Summe  der  Fehlerquadrate  dividiert  durch  die  Zahl 
der  überschüssig-en  Beobachtungen,  so  hat  man  für  die  angeführten 
fünf  Ausgleichungsformen  folgende  Fehlerformeln: 


/    [v  v] 

r' 


1.  Direkte  Beobachtungen:  /"o  = 

2.  Vermittelnde  Beobachtungen: 

\r'\vv\ 


i\  —  u 


3.  Bedingte  Beobachtungen:  f<o  • 

I        '*' 


4.  Vermittelnde  Beobachtungen  mit 
Bedingungsgleichungen: 


5.  Bedingte  Beobachtungen  mit  Unbekannten:  ^o  = 


\    n  —  it 


Von  der  allgemeinen  Aufgabe  5)  sind  die  vier  vorhergehenden 
Aufgaben  als  Spezialfälle  anzusehen,  wovon  man  sich  durch  Null- 
setzen der  entsprechenden  Koeffizienten  überzeugen  kann.  Nehmen 
die  Koeffizienten  a,  h,  .  .  .  den  Wert  Null  an,  so  geht  das  Problem 
der  bedingten  Beobachtungen  hervor,  sind  die  Koeffizienten  jj,  (j,  ■  ■  ■ 
gleich  Null,  so  resultiert  das  Problem  der  vermittelnden  Beobachtungen. 

Die  hier  getroffene  Unterscheidung  der  Hauptformen  der  Aus- 
gleichungsaufgaben ist  aber  keineswegs  eine  streng  abgegrenzte,  es 
können  vielmehr,  wie  dies  in  den  §§49,  56  und  57  dargetan  wurde, 
dieselben  Aufgaben  nach  verschiedenen  Methoden  aufgelöst  und  eine 
Berechnungsform  in  eine  andere  übergeführt  werden.  Welchen  Ver- 
fahrens man  sich  in  einem  gegebenen  Falle  zu  bedienen  habe,  hängt 
von  der  zu  erwartenden  Einfachheit  und  Bequemlichkeit  der  Rech- 
nung ab. 
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Tabelle  I. 


,»"  '• 


2       / 

Werte  der  Funktion  (^{ali)=  .-  /  c' 


-''dt. 


a  h 


&  {n  h) 


Diff. 


'/  h 


S  (a  k) 


Diff. 


ah 


0-00000  00 

1128  33 

0-35 

001128  33 

112811 

0-36 

0-02256  44 

1127  66 

0-37 

0-03384  10 

112G99 

0-38 

004511  09 

112609 

0-39 

0-05637  18 

1124  97 

0-40 

0-06762  15 

1123  62 

0-41 

0-07885  77 

1122  04 

0-42 

0-09007  81 

112025 

0-43 

0-1012806 

111824 

0-44 

0-11246  30 

111600 

0-45 

012362  30 

1113  54 

0-4G 

0-13475  84 

111087 

0-47 

0-14586  71 

1107  99 

0-48 

0-15694  70 

1104  89 

0-49 

0-16799  59 

1101  58 

0-50 

0-17901  17 

1098  06 

0-51 

0-18999 -23 

1094  34 

0-52 

0-20093  57 

1090  41 

0-53 

0-21183  98 

1086  27 

0-54 

0-22270  25 

1081 93 

0-55 

0-23352  18 

1077  40 

0-56 

0-24429  58 

1072  67 

0-57 

0-25502  25 

1067  75 

0-58 

026570  00 

1062  63 

0-59 

0-27632  63 

1057  34 

0-60 

0-28689  97 

1051 85 

0-61 

0-2974182 

1046  18 

0-62 

0-30788  00 

1040  34 

0-63 

0-31828  34 

1034  33 

0-64 

0-32862  67 

102814 

0-65 

0-33890  81 

1021  78 

0-66 

0-34912  59 

101526 

0-67 

0-35927  85 

1008  59 

0-68 

0-36936  44 

1001  75 

0-69 

(1-00 
001 
0-02 
0-03 
004 

005 
0-06 
0-07 
0-08 
0-09 

010 
0-11 
0-12 
0-13 
014 

0-15 
0-16 
0-17 

ü-18 
0-19 

0-20 
0-21 
0-22 
0-23 
0-24 

0-25 
0-26 
0-27 
0-28 
0-29 

0-30 
0-31 
0-32 
0-33 
034 
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0-37938  19 

994  77 

0-70 

0-38932  96 

987  63 

0-71 

0-39920  59 

980  34 

0-72 

0-40900  93 

972  92 

0-73 

0-41873  85 

966  37 

0-74 

0-42839  22 

957  68 

0-75 

0-43796  90 

949  .^6 

0-76 

0-44746  76 

941  91 

0-77 

0-45688  67 

933  84 

0-78 

0-46622  51 

925  67 

0-79 

0-47548  18 

917  37 

0-80 

0-48465  55 

908  97 

0-81 

0-49374  52 

900  46 

0-82 

0-50274  98 

891  85 

0-83 

0-51166  83 

883  16 

0-84 

0-52049  99 

874  38 

0-85 

0-52924  8T 

865  50 

0-86 

0-53789  67 

856  54 

0-87 

0-54646  41 

847  51 

0-88 

0-55493  92 

83841 

0-89 

0-56332  33 

829  24 

0-90 

0-57161  57 

820  01 

091 

0-57981  58 

810  71 

0-92 

0-58792  29 

801  36 

0-93 

0-59593  65 

791  96 

0-94 

0-60385  61 

782  51 

0-95 

0-6116S  12 

773  02 

0-96 

0-61941  14 

763  49 

0-97 

0-62704  63 

753  94 

0-98 

0-63458  57 

744  35 

0-99 

0-64202  92 

734  73 

100 

0-64937  65 

725  10 

101 

0-65662  75 

71545 

1-02 

0-66378  20 

705  79 

1-03 

0-67083  99 

696  11 

104 

&  {a  h) 

Diff. 

0-67780  10 

686  44 

0-68466  54 

67676 

0-69143  30 

667  08 

0-69810  38 

657  42 

0-70467  80 

647  76 

0-71115  56 

638  11 

0-71753  67 

628  49 

0-72382  16 

61888 

0-73001  04 

609  31 

0-7361035 

599  75 

0-74210  10 

590  23 

0-74S00  33 

5.^0  75 

0-7538108 

57130 

0-75952  38 

561  89 

0-76514  27 

552  53 

0-77066  80 

543  22 

0-7761002 

533  96 

0-78143  98 

524  75 

0-7866S73 

515  59 

0-79184  32 

506  50 

0-79690  82 

497  46 

0-8U188  28 

488  49 

0-80676  77 

479  58 

0-81156  35 

470  75 

0-81627  10 

46198 

0-82089  08 

453  28 

0-82542  36 

444  67 

0-82987  03 

436  12 

0-83423  15 

427  66 

0-83850  81 

419  27 

0-84270  08 

.410  97 

0-8468105 

402  75 

0-85083  80 

394  62 

0-85478  42 

386  57 

0-85864  99 

378  61 

17 
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li  Ni^ili) 


Diff. 


ah  I      &{ah) 


Diff. 


a  h 


(-)  (a  //) 

Diff. 

0-99111  lö 

36  15 

0-99147  25 

34  82 

0-99182  07 

33  55 

0-9 9 -2 15  6-2 

3231 

0-99247  93 

31  11 

0-99279  04 

29  95 

0-99308  99 

28  83 

0-99387  82 

27  75 

0-99365  57 

26  69 

0-99392  26 

25  68 

0-99417  94 

24  69 

0-99442  63 

23  74 

0-99466  37 

22  83 

0-99489  20 

21  94 

0-99511  14 

2109 

0-99532  23 

20  25 

0-99552  48 

19  47 

0-99571  95 

18  68 

0-99590  63 

17  95 

0-99608  58 

1723 

0-99625  81 

16  54 

0-99042  35 

15  87 

0-99658  22 

15  22 

0-99673  44 

1461 

0-99688  05 

14  00 

0-99702  05 

13  43 

0-99715  48 

12  88 

0-99728  36 

12  34 

0-99740  70 

11  83 

0-99752  53 

11  33 

0-99763  86 

1086 

0-99774  72 

1039 

0-99785  11 

9  94 

0-99795  05 

9  54 

0-99804  59 

9  13 

0-99813  72 

8  72 

0-99822  44 

835 

0-99830  79 

7  99 

0-99S3.S78 

7  64 

0-99846  42 

731 

1-05  0-86243  60 
1-06  I  0-86614  36 
1-07  !  0-86977  32 
1-08  I  0-8733-2  61 
109    0-87680  30 


1-10 
1-11 
1-12 
1-13 
1-14 

1-15 

116 
1-17 

1-18 
1-19 

1-20 
1-21 
1-22 
1-23 
1-24 

1-25 
1-26 
1-27 
1-28 
1-29 

1-30 
1-31 
1-32 
1-33 
1  34 

1-35 
1-36 
1-37 
1-38 
1-39 

1-40 
1-41 
1-42 
1-43 
1-44 


0-88020  50 
0-88353  30 
0-88678  79 
0-88997  07 
0  89308  23 

0-89612  38 
0-89909  62 
0-90200  04 
0-90483  74 
0-90760  83 

0-91031  40 
0-91295  55 
0-91553  39 
0-91805  01 
0-92050  52 

0-92290  01 
0-92523  59 
0-9275136 
0-92973  42 
0-93189  87 

0-93400  80 
0-93606  32 
0-93806  52 
0-94001  50 
0-9419137 

0-94376  22 
094556  14 
0-94731  24 
0-94901  60 
0-95067  33 

0-95228  51 
0-95385  24 
0-95537  62 
0-95685  73 
0-95829  66 


370  75 

145 

362  97 

1-46 

355  29 

1-47 

347  69 

1-48 

340  20 

1-49 

332  80 

1-50 

325  49 

1-51 

818  28 

1-52 

31116 

1-53 

304  15 

1-54 

297  2  4 

1-55 

290  42 

1-56 

283  70 

1-57 

277  09 

1-58 

270  57 

159 

264  15 

1-60 

257  84 

1-61 

25162 

1-62 

245  51 

1-63 

239  49 

1-64 

233  58 

1-65 

227  77 

1-66 

222  06 

1-67 

216  45 

1-68 

21093 

1-69 

205  52 

1-70 

200  20 

1-71 

194  98 

1-72 

189  87 

1-73 

184  85 

1-74 

179  92 

1-75 

175  10 

1-76 

1  17036 

1-77 

165  73 

1-78 

'  161  18 

1-79 

156  73 

1-80 

!  152  38 

1-81' 

14811 

1-82 

143  93 

1-83  1 

139  84 

1-84  1 

0-95969  50 
0-96105  35 
0-96237  29 
0-96365  41 
0-96489  79 

0-96610  52 
0-96727  68 
0-96841  35 
0-96951  62 
0-97058  57 

0-97162  27 
0-97262  81 
0-97360  26 
0-97454  70 
0-97546  20 

0-97634  84 
097720  69 
0-97803  81 
0-97884  29 
0-97962  18 

0-98037  56 
0-9811049 
0-9818104 
0-98249  28 
0-9Ö815  26 

0-98379  04 
0-98440  70 
0-98500  28 
0-98557  85 
0-98613  46 

0-98667  17 
0-98719  03 
0-98769  10 
0-98817  42 
0-98864  06 

098909  05 
0-98952  45 
0-98994  31 
0-99034  67 
0-99073  59 


135  85 

1-85 

13194 

1-86 

128  12 

187 

124  38 

1-88 

120  73 

1-89 

11716 

1-90 

11367 

1-91 

11027 

1-92 

106  95 

1-93 

108  70 

1-94 

100  54 

1-96 

97  45 

1-96 

94  44 

1-97 

91  50 

1-98 

88  64 

1-99 

85  85 

200 

83  12 

2-01 

80  48 

202 

77  89 

2-03 

75  38 

2-04 

72  93 

2-05 

70  55 

206 

68  24 

2-07 

65  98 

2-08 

63  78 

2-09 

61  66 

2-10 

59  58 

211 

57  57 

212 

65  61 

218 

5371 

214 

.51  86 

2-15 

50  07 

216 

48  32 

2-17 

46  64 

2-18 

4499 

2-19 

43  40 

2-20 

41  86 

2-21 

40  36 

2-22  ! 

38  92 

2-23  ; 

3751 

2-24  1 
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ah 

Hinh) 

'  Diff 

ah 

H{a  h) 

iJiff. 

ah 

('J(a  h) 

Diff. 

■J  25 

0-99853  73 

6  98 

2-65 

0-99982  15 

1 

98 

3-05 

0-99998  39 

■     10 

2-26 

0-99860  71 

6  68 

2-66 

0-99983  13 

93 

3-06 

0-99998  49 

10 

2-27 

0-99867  39 

6  38 

2-67 

0*99984  06 

88 

3  07  0-99998  59 

8 

2-28 

0-99873  77 

6  09 

2-68 

0-99984  94 

84 

3-08 

0-99998  67 

9 

2'29 

0-99879  86 

5  82 

2-69 

0-99985  78 

79 

3-09 

,0-99998  76 

8 

2-30 

0-99885  68 

5  56 

2-70 

0-99986  57 

75 

3-10 

10-99998  84 

7 

2*31 

0-99891  24 

5  31 

2-71 

0-99987  32 

71 

3-11 

0-99998  91 

7 

2-32 

0-99896  55 

5  07 

2-72 

0-99988  03 

'   67 

3-12 

0-99998  98 

6 

2-33 

0-99901  62 

4  84 

2-73 

0-99988  70 

63 

3-13 

0-99999  04 

« 

2-34 

0-99906  46 

4  61 

2-74 

0-99989  33 

61 

3-14 

0-99999  10 

6 

2-35 

0-99911  07 

441 

2  75 

0-99989  94 

57 

3-15 

0-99999  16 

S 

2-36 

0-99915  48 

4  20 

2-76 

0-99990  51 

54 

3-16 

0-99999  21 

5 

2-37 

0-99919  68 

401 

2-77 

0-9999105 

51 

3-17 

0-99999  26 

0 

2-38 

0  99923  69 

3  82 

2-78 

0-99991  56 

48 

3-18 

0-99999  31 

5 

2-39 

0-99927  51 

3  64 

2-79 

0-99992  04 

46 

3-19 

0-99999  36 

4 

2-40 

0-99931  15 

3  47 

2-80 

0-99992  50 

43 

3-20 

0-99999  40 

4 

2-41 

0-99934  62 

331 

2  81 

0  99992  93 

41 

3-21  0-99999  44 

.   3 

2-42 

0-99937  93 

3  15 

2-82 

0-99993  34 

38 

3-22 

0-99999  47 

4 

2-43 

0-99941  08 

3  00 

2-83 

0-99993  72 

37 

3-23 

0-99999  51 

3 

2-44 

0-99944  08 

2  86 

2-84 

0-99994  09 

34 

3-24 

0-99999  54 

3 

2-45 

0-99946  94 

2  72 

2-85 

0-99994  43 

33 

3-25 

0-99999  57 

3 

2-46 

0-99949  66 

2  60 

2-86 

099994  76 

31 

3-26 

0-99999  60 

2 

2*47 

0-99952  26 

2  46 

2-87 

0-99995  07 

29 

3-27 

0  99999  62 

3 

2-48 

0-99954  72 

2  35 

2-88 

0-99995  36 

27 

3-28 

0-99999  65 

2 

249 

0-9995707 

2  23 

2  89 

0-99995  63 

26 

3-29 

0-99999  67 

2 

2-50 

0-99959  30 

2  13 

2-90 

0-99995  89 

24 

3-30 

0-99999  69 

2 

2-51 

0-9996143 

2  02 

2-91 

0-99996  13 

23 

3-31 

0-99999  71 

2 

2-52 

0-99963  45 

1  92 

2-92 

0-99996  36 

22 

3-32 

0-99999  73 

o 

2-53 

0-99965  37 

1  83 

2-93 

0-99996  58 

21 

3-33 

0-99999  75  ^ 

2 

2-54 

0-99967  20 

1  73 

2-94 

0-99996  79 

19 

3-34 

0-99999  77 

1 

2-55 

0-99968  93 

1  65 

2-95 

0-99996  98 

18 

3-35 

1 
0-99999  78  i 

2 

2*56  ' 

0-99970  58 

1  57 

2-96 

0-99997  16 

IT 

3-36  '■ 

0-99999  80 

1 

2-57 

0-99972  15 

149 

2-97 

0-99997  33  '■ 

17 

3-37 

0-99999  81  : 

1 

2*58 

0-99973  64 

141 

2-98 

0-99997  50 

15 

3-38 

0-99999  82 

2 

2-59 

0-99975  05 

135 

2-99 

0-99997  65 

j 

14 

3-39 

0-99999  84 

1 

2-60 

0-99976  40  ' 

1  27 

300 

0-99997  79 

14 

3-40 

099999  85 

1 

2-61 

0-99977  67 

121 

3-01 

0-99997  93 

12 

3-41 

0-99999  86 

1 

2-62 

0-99978  88 

1  15 

3-02, 

0-99998  05 

12 

3-42 

0-99999  87; 

1 

2-63 

0-99980  03 

109 

3-03  i 

0-99998  17' 

12 

3-43 

099999  88 

1 

2  S4 

0-99981  12 

103 

3-04 

0-99998  29 

10 

3-44 

0-99999  89 

0 

2G0 
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ah 

e  (a  h) 

(.// 

Q{ah) 

ah 

0  («  h) 

o'4J 

i 
0-99999  89 

3-65 

0-999909  75551 

3-85 

0-999999  94812 

3-46 

0-999999  00780 

3-66 

0-999999  77333 

3-86 

0-999999  95208 

3-47 

0-999999  07672 

3-67 

0-999999  78990 

3-87 

0-999999  95575 

3-48 

0-999999  14101 

3-68 

0-999999  S0528 

3-88 

0-999999  95915 

3-49 

0-999999  20097 

3-69 

0-999999  81957 

3-89 

0-999999  96230 

350 

0-999999  25601 

3-70 

0-999999  83285 

3-90 

0  999999  96521 

3-51 

0-999999  30905 

3-71 

0-999999  84517 

3-91 

0-999999  96790 

3-52 

0-999999  35761; 

3-72 

0-999999  85663 

3-92 

0999999  97039 

3-53 

0-999999  40296 

3-73 

0-999999  8672<; 

3-93 

0999999  97260 

3-54 

0-'999999  44519 

3-74 

0-999999  87712 

3-94 

0-999999  97482 

355 

0-999999  48452 

3-75 

0-999999  88629 

3-95 

0-999999  97678 

3-56 

0-999999  52115 

3-76 

0-999999  89477 

3-96 

0-999999  97860 

3-57 

0-999999  55527 

3-77 

0-999999  90265 

3-97 

0-999999  9S028 

3-58 

0-999999  58703 

3-78 

0-999999  90995 

3-98 

0-999999  98183 

3-59 

0-999999  61661 

3-79 

0-999999  91672 

3-99 

0-999999  98327 

3-60 

0-999999  64414 

3-80 

0-999999  92300 

4-00 

0-999999  98158 

3-61 

0-999999  66975 

3-81 

0-999999  92S81 

4-10 

0-999999  99330 

3-62 

0-999999  69358 

3-82 

0-999999  93421 

4-20 

0-999999  99714 

3-63 

0-999999  71574 

3-83 

0-999999  93921 

4-30 

0-999999  99881 

3-64 

0-999999  73636 

3-84 

0-999999  94383 

4-40 
4-50 

4-60 

0-999999  99951 

0-999999  99980 

•0-999999  99992 

4-70 

0-999999  99997 

4-80 

0-99999999999 
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Tabelle  II. 

Werte  der  Funktion  ©.  x— ) 

^    9^ 


=hf'""- 


a 

0(x«) 
^  9^ 

Diff. 

ft. 
Q 

Diff. 

9 

Diff. 

000 

0-00000 

538 

0-30 

0-16035 

527 

0-60 

0-31430 

495 

0-01 

0-00538 

538 

0-31 

0-16562 

526 

0-61 

0-31925 

494 

0-02 

0-01076 

538 

0-32 

0-17088 

526 

0-62 

0-32419 

492 

0-03 

0-01614 

538 

0-33 

0-17614 

524 

0-63 

0-32911 

491 

004 

002152 

538 

0-34 

0-18138 

524 

0-64 

0-33402 

490 

0-05 

0-02690 

538 

0-35 

0-18662 

523 

0-65 

0-33892 

488 

0-06 

0-03228 

538 

0-36 

0-19185 

522 

0-66 

0-34380 

486 

0-07 

0-03766 

537 

0-37 

0-19707 

522 

0-67 

0-34866 

486 

008 

0-04303 

537 

0-38 

0  20229 

520 

0-68 

0-35352 

483 

0-09 

0-04840 

538 

0-39 

(r20749 

519 

0-69 

0-35835 

482 

0-10 

0-05378 

536 

0-40 

0-21268 

519 

0-70 

0-36317 

481 

0-11 

0-05914 

537 

0-41 

0-21787 

517 

0-71 

0-36798 

479 

0-12 

006451 

536 

0-42 

0-22304 

517 

0-72 

0-37277 

478 

0-13 

0-06987 

536 

0-43 

0-228-21 

515 

0-73 

0-37755 

476 

0-14 

0-07523 

536 

0-44 

0-23336 

515 

0-74 

0-38231 

474 

0-15 

008059 

535 

0-45 

0-23851 

513 

0-75 

0-38705 

473 

0-16 

0-08594 

535 

0-46 

0-24364 

512 

0-76 

0-39178 

471 

0-17 

0-09129 

534 

0-47 

0-24876 

512 

0-77 

0-39649 

469 

0-18 

0-09663 

534 

0-48 

0-25388 

510 

0-78 

0-40118 

468 

0-19 

0-10197 

534 

0-49 

0-25898 

509 

0-79 

0-40586 

466 

0-20 

0-10731 

533 

0-50 

0-26407 

508 

0-80 

0-41052 

465 

0-21 

0-11264 

532 

0-51 

0-26915 

506 

0-81 

0-41517 

462 

0-22 

011796 

532 

0-52 

0-27421 

506 

0-82 

0-41979 

461 

0-23 

0-12328 

532 

0-53 

0-27927 

504 

0-83 

0-42440 

459 

0-24 

012860 

531 

0-54 

0-28431 

503 

0-84 

0-42899 

458 

0-25 

0-13391 

530 

0-55 

0-28934 

502 

0-85 

0-43357 

456 

0-26 

0-13921 

530 

0-56 

0-29436 

500 

0-86 

0-43813 

454 

U-27 

0-14451 

529 

0-57 

0-29936 

499 

0-87 

0-442^7 

452 

'  0-28 

0-14980 

528 

0-58 

0-30435 

498 

0-88 

0-44719 

1 

450 

0-29 

0-15508 

527 

0-59 

0-30933 

497 

0-89 

,  0-45169 

449 

262 
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a 
9      1 

Diff. 

1 

a 
Q 

Diff. 

a 
p 

Diff. 

0-90 

0-4561S 

446 

1-30 

0-61942 

366 

1-70 

0-74847 

277 

0-91 

0-46064 

445 

1-31 

0-62308 

363 

1-71 

0-75124 

276 

0-92 

0-46Ö09 

443 

1-32 

0-62671 

361 

1-72 

0-75400 

274 

0-93 

0-4t;9F)2 

441 

1-33 

0-63032 

359 

1-73 

0-75674 

271 

0-94 

1 

0-47393 

439 

1-34 

0-63391 

356 

1-74 

0-75945 

269 

0-95  ! 

0-47882 

438 

1-35 

0-63747 

355 

1-75 

0-76214 

267 

090  ' 

0-48270 

435 

1-36 

0-64102 

352 

1-76 

0-76481 

265 

0-97 

0-48705 

434 

1-37 

0-64454 

350 

1-77 

0-76746 

263 

0-98 

0-49139 

431 

1-38 

0-64804 

348 

1-78 

0-77009 

261 

0-99 

0-49570 

430 

1-39 

0-65152 

346 

1-79 

0-77270 

258 

1-00 

0-50000 

428 

1-40 

0-65498 

343 

1-80 

0-77528 

257 

101 

0-50428 

425 

1-41 

0-65841 

341 

1-81 

0-77785 

254 

102 

0-50853 

424 

1-42 

0-66182 

339 

1-82 

0-78039 

252 

1-03 

0-51277 

422 

1-43 

066521 

337 

1-83 

0-78291 

251 

104 

0-51699 

420 

1-44 

0-66858 

335 

1-84 

0-78542 

248 

105 

0-52119 

418 

1-45 

0-67193 

333 

1-85 

0-78790 

246 

1-06 

0-52537 

415 

1-46 

0-67526 

330 

1-86 

0-79036 

244 

1-07 

0-52952 

414 

1-47 

0-67856 

328 

1-87 

0-79280 

242 

1-08 

0-53366 

412 

1-48 

0-68184 

326 

1-88 

0-7952-2 

239 

1-09 

0-58778 

410 

1-49 

0-68510 

323 

1-89 

0-79761 

238 

1-10 

0-54188 

407 

1-50 

0-68833 

322 

1-90 

0-79999 

236 

111 

0-54595 

406 

1-51 

0-69155 

319 

1-91 

0-80235 

234 

112 

0-55001 

403 

1-52 

0-69474 

317 

1-92 

0-80469 

231 

113 

0-55404 

402 

1-53 

0-69791 

315 

1-93 

0-80700 

230 

114 

0-55806 

399 

1-54 

0-70106 

313 

1-94 

0-80930 

228 

115 

0-56205 

397 

1-55 

0-70419 

310 

1-95 

0-81158 

225 

116 

0-56602 

396 

1-56 

0-70729 

309 

1-96 

0-81383 

224 

ri7 

0-56998 

393 

1-57 

0-71038 

306 

1-97 

0-81607 

221 

118 

0-67391 

391 

1-58 

0-71344 

304 

1-98 

0-81828 

220 

119 

0-57782 

389 

1-59 

0-71648 

301 

1-99 

0-82048 

218 

1-20 

0-58171 

387 

1-60 

0-71949 

300 

2-00 

0-82266 

215 

1-21 

0-58558 

384 

1-61 

0-72249 

297 

201 

0-82481 

214 

1-22 

1  0-58942 

383 

1-62 

0-72546 

295 

202 

0-82695 

212 

1  23 

0-59325 

380 

1-63 

0-72841 

293 

2-03 

0-82907 

210 

1  24 

0-59705 

!  378 

1 

1-64 

0-73134 

291 

204 

0-83117 

207 

1-25 

!  0-60083 

377 

1-65 

0-73425 

289 

2-05 

0-88324 

206 

1-26 

i  0-60460 

373 

1-66 

0-73714 

286 
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Tabelle  III. 

Wahrscheinlichkeit  für  das  AuTireten  eines  Fehlers  zwischen  den 
Grenzen  Null  und  dem  Ä:-fachen  wahrscheinlichen  Fehler. 
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Tabelle  IV. 

Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines  Fehlers  zwischen  den 
ürenzen  Null  und  dem  ic-fachen  mittleren  Fehler. 
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Tabelle  V, 

Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines  Fehlers  zwischen 
den  Grenzen  Null  und  dem  ic-fachen  durchschnittlichen  Fehler. 
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47672 

1-48 

76233 

2-90 

[      97932 

0-37 

23216 

0-81 

48190 

1-50 

,   76862 

2-95 

98141 

0-38 

1   23825 

0-82 

48706 

1-52 

77478 

3-00 

98331 

0-39 

!   24433 

0-83 

49218 

1-54 

78083 

3-10 

1   98662 

0-40 

25038 

0-84 

49727 

1-56 

78676 

3-20 

98933 

0-41 

25643 

0-85 

50235 

1-58 

79256 

3-30 

99154 

0-42 

:   26245 

0-86 

50739 

1-60 

79825 

3-40 

99333 

0-43 

'   26846 

0-87 

51242 

1-62 

80383 

3-50 

99477 
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Quadrate  und  Quadratwurzeln. 


»1 

»J2 

In 

»1 

M^ 

1  /)     n 

«2 

Yn 

71 

71-i 

1'^ 

001 

00001 

0-1000 

0-41 

016S1 

06403 

0-81 

0-6561 

0  9000 

1-21 

1-4641 

11000 

002 

0  0004 

01414 

0-42 

01764 

0-6481 

0-82 

0-6724 

0-9055 

1-22 

1-4884 

1-1045 

Ol« 

0-0009 

0  1732 

0-43 

01849 

0-6557 

0  83 

0-6889 

0-9110 

1-23 

1-51-29 

1-1091 

001 

0-0016 

0-2000 

0-44 

0-1936 

0-6633 

0-84 

0-7(156 

0-9165 

1-24 

1-5376 

1-1136 

0  05 

0  0025 

0  2236 

045 

0  2025 

0-6708 

0-85 

0-7225 

0-9220 

1-25 

1-5625 

1-1180 

006 

0  0036 

0-2449 

0-46 

0-2116 

0-6782 

0-86 

0-7396 

0  9274 

1-26 

1-5876 

1-1225 

007 

00049 

02646 

0-47 

02209 

0-6856 

0-87 

0-7569 

0-9327 

1-27 

1-6129 

1 1269 

008 

00064 

0  2828 

0  48 

0-2304 

0-6928 

0-cSS 

07744 

0-9381 

1-28 

1-6384 

1-1314 

001) 

0  0081 

0-3000 

0-49 

0-2401 

0-7000 

0-89 

0-7921 

0  9434 

1-29 

1-6641 

1-1358 

010 

00100 

0-3162 

0-50 

02500 

07071 

0-90 

0-8100 

0-9487 

1-30 

1-6900 

1-1402 

011 

0  0121 

0-3317 

0-51 

0-2601 

0-7141 

0-91 

0-8281 

0-9539 

131 

1-7161 

1-1446 

012 

00144 

0-3464 

0-52 

0-2704 

0-7211 

0-92 

0-8464 

0-9592 

1-32 

1  7424 

11489 

0-13 

00169 

0  3606 

053 

0-2809 

0-7280 

0-93 

0-8649 

09644 

1-33 

1-7689 

1-1533 

0-u 

0-0196 

03742 

0-54 

0-2916 

0-7348 

0-94 

0-8836 

0-9695 

1-34 

1-7956 

1-1576 

015 

00225 

0  3873 

0-55 

0-3025 

0-7416 

0-95 

0  9025 

0-9747 

1-35 

1.8225 

1-1619 

016 

0-0256 

0-4000 

0-56 

0-3136 

0-7483 

0-96 

0-9216 

0-9798 

1-36 

18496 

1-1662 

017 

0-0289 

0-4123 

057 

0-3249 

0-7550 

0-97 

0-9409 

0-9849 

137 

18769 

11705 

0-18 

00324 

0  4243 

0-58 

0->364 

07616 

0-98 

0-9604 

0-9899 

1-38 

19044 

1-1747 

01t) 

00361 

0-4359 

0-59 

0  3481 

0-7681 

0  99 

0-9801 

0-9950 

1-39 

1 9321 

1-1790 

0-20 

0-0400 

0-4472 

■  0-60 

0-3600 

0-7746 

1-00 

1-OÜOO 

1-0000 

1-40 

19600 

11832 

021 

00441 

0  4583 

0  61 

0-3721 

0-7310 

1-01 

1-0201 

1  0050 

1-41 

19881 

1-1874 

022 

0-0484 

0-4690 

0  62 

0-3844 

0-7874 

1-02 

1-0404 

1-0100 

1-42 

20164 

1-1916 

0  23 

00529 

0-4796 

0-63 

0-3969 

0-7937 

1-03 

1-0609 

1-0149 

1-43 

2  0449 

1-1958 

0-24 

0  0576 

0-4899 

0-64 

0-4096 

0  8000 

1-04 

1-0816 

1-0198 

1-44 

2-0736 

1-2000 

0-25 

00625 

0-5000 

0-65 

04225 

0-8062 

1-05 

11025 

1-0247 

1-45 

2-1025 

1  2042 

026 

00676 

0-5099 

066 

0-4356 

0-8124 

1-06 

1-1236 

10296 

1-46 

2-1316 

1-2083 

0-27 

00729 

0-5196 

0-67 

044S9 

0  8185 

1-07 

1-1449 

1-0344 

1-47 

2-1609 

12124 

02.S 

0  0784 

0-5292 

0  68 

04624 

0-8246 

108 

1 1664 

1-0392 

14S 

2-1904 

1-2166 

02y 

00841 

0-5-(85 

0-69 

0-4761 

0-8307 

1-09 

1-1881 

10440 

1-49 

2  2201 

1-2207 

0  30 

00900 

0-5477 

070 

0  4900 

0-8367 

110 

1-2100 

1-0488 

1-50 

2-2500 

1-2247 

0-31 

00961 

0-5568 

0-71 

0-5041 

0-8426 

1-11 

1  2321 

1-0536 

1-51 

2-2801 

1-2288 

0-32 

0-1024 

05657 

0-72 

0-5184 

0-8485 

1-12 

1-2544 

1-0583 

1-52 

2-3104 

1-2329 

033 

0-1089 

0-5745 

0-73 

0-5329 

0-8544 

1-13 

1-2769 

1-0630 

153 

2-3409 

1-2369 

0-34 

01156 

05831 

074 

0-5476 

0-8602 

1-14 

1  2996 

1-0677 

1-54 

2-3716 

1-2410 

0-35 

01225 

0-5916 

0-75 

0  5625 

0-8660 

1-15 

13225 

1-0724 

155 

24025 

1-2450 

0  36 

01296 

0-6000 

0  76 

05776 

08718 

1-16 

1-3456 

10770 

1-56 

2-4336 

1-2490 

0  37 

0-1369 

0-6083 

0  77 

0-5929 

0-8775 

1-17 

1-3689 

1-0817 

1-57 

2-4649 

1-2530 

0-38 

01444 

0-6164 

0-78 

0-6084 

0-8832 

1-18 

1-3924 

1-0863 

1-58 

24964 

1  2570 

0.39 

01521 

0  6245 

0-79 

0  6241 

0-.S888 

119 

1-4161 

1-0909 

1-59 

2-5281 

1-2610 

0-40 

01600 

0  63-25 

0  80 

0-6400 

0-8944 

1-20 

1-4400 

1-0954 

1-60 

25600 

1  2649 
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»j-i 


in 


]n 


\n 


u^ 


\n 


1-Ül  'IM-Ii 
1-62  i  2-6244 
1-63 :  2-6569 
1-64  2-6896 
1-65   2-7225 


1-66 
1-67 
1-68 
1-69 
1-70 

1-71 
1-72 
1-73 
1-74 
1-75 


2-7556  I 
2-7889 
2-8224 
2-8561  i 
2-8900 

2-9241 
2-9584 
2-9929 
3-0276 
30625 


1-76  30976  I 
1-77  3-1329 ' 
1-78  1  3-1684 
1-79  I  3-2041 
1-80 !  3-2400 


1-81 
1-82 
1-83 
1-84 
1-85 


32761 
3-3124 
3-3489 
3-3856 
3-4225 


1-86  j  3  4596 
1-87  i  3-4969 
1-88  I  3-5344 
1-89  I  3-5721 
1-90  1  3-6100 


1-91 
1-92 
1-93 
1-94 
1-95 


36481 
3-6864 

;  3-7249 
3-7686 

:  3  80-25 


196  3-8416 

1-97  38809 

1-98  3-9204 

1-99  3  9601 


l-2(iN;i 
1-27-2.S 
1-2767 
1-2806 
1-2845 

1-2884 
1-2923 
1-2961 
1-3000 
1-3038 

1-3077 

1-311:) 

1-3153 
1-3191 
1-3229 

1-3266 
1-3304 
1-3342 
1-3379 
1-3416 

1-3454 
1-3491 
1-3528 
1-3565 
1-3601 

1-3638 
1-3675 
1-3711 
1-3748 
1-3784 

1-3820 
1-3856 
1-3892 
1-3928 
1-3964 

1 1-4000 

i  1-4036 

1-4071 

1-4107 


4-0401 

1-4177 

4  0«04 

1-4213 

4-1209 

1 -4-248 

4-1616 

1-42S3 

4-2025 

1-4318 

4-2436 

1-4353 

4-2849 

1-4387 

4-3264 

1-4422 

4-3681 

1-4457 

4-41W 

1-4491 

4-4521 

1-4526 

4-4944 

1-4560 

4-5369 

1-4595 

4-57y6 

1-4629 

2-01 
2-02 
2  03 
2-04 
205 

2-06 
2-07 
2-08 
2-09 
2-10 

211 
212 
2-13 
214 
2-15 

2-16 

217 
2-18 
2-19 
220 

2-21 
2-22 
2-23 
2-24 
2-25 

2-26 
2-27 
2-28 
2-29 
2-30 

2-31  5-3361 
2  32  I  5-3824 
2-33  I  5-4259 
2-34 '  5-4756 
2-35   5-52i^5 


4-6225  1-4663 

I 

4-6656  \  1-4697 
4-7089  j  1-4731 
4-7524  1 1-4765 
4-7961 '  1-4799 
4-8400  i  1-4832 


4-8841 
4-9284 
4-9729 
5-0176 
5-0625 
I 
5-1076  I 
5-1529  * 
5-1984  ' 
5-2441 
5-2900 ! 


1-4866 
1-4900 
1-4933 
1-4907 
I  1-50(X) 
I 

1 1-5C33 

*  1-5067 

'  1-5100 

1-5133 

15166 

1-5199 
1-5232 
1-5264 
1-5297 
1-5330 


I  2-00  :  4-0000  1-4142 


2-36  5-5696  1-5362 

2-37  5-6169  1-5395 

2-38  5-6644  15427 

2-39  5-7121  1-5460 

2-40  5-7600  1-5492 


•in 

2-42  j 
2-43 

2-44! 
2  45j 

2  46 
2-47 
2-48 
2-49 
2-50 

251 
2-52 
2-53 
2-54 
2-55 

2-56 
2-57 

2-58 
2-59 
2-60 

2-61 
2-62 
2-63 
2-64 
2-65 

2-66 
2-67 
2-68 
2-69 
2-70 

2-71 
2  72 
2-73 
2-74 
2-75 


5-8081  155-24 
58564  '  1-5556 
5-9049  ;  1-5588 
5-9536  1 1-5620 
16  00-25   1-5652 


60516 
61009  I 
6-1504  ! 
62<X)1 
6-2500 

6-3001 ' 

6-3504 

6-4009 

6-4516 

6-50-25 

6-5536 
6-6049 
6-6564 
6-7081 
6-7600 

6-8121 
6-8644 
6  9169 

6  9696 
7-0-225 

7-0756 
7-1289 
7-18-24 
7-2361 
7-2900 

7  3441 
7-3984 
7-45-29 
75076 
7-5625 


2  76  7-6176 
2-77  7  6729 
2-78  7  7-284 
2-79  \  7-7841 
2-80  1  7-8400 


1-5684 
1-5716 
1-574.8 
l-57»0 
1-5811 

1-5843 
1-5875 
1-5906 
1-5937 
1-5969 

160(.K3 
1-6031 
1-6062 
1-6093 
1-6125 

1-6155 
l-61b6 
1-6217 

1-6-248 
1-6279 

^  1-6310 

'  1-6340 
1-6371 

'  1-6401 
1-6432 

I 
1-6462 

!  1-6492 

'  1-6523 
1-6553 

1 1-6583 

I 

1-6613 
1-6643 
1-6673 
1-6703 
1-6733 


2-81 
2  82 
2  83 
2-84 
2  85 

2-86 

2-87 
2-88 
2-89 
2-90 

2-91 
292 
2-93  1 
2-94' 
2  95j 

2-96  i 
2-97  j 
2-98  I 

2  99 ; 
3-00  1 

301 

3  02 
3-03 
304 
3  05 

8-06 
307 
3-08 
309 
3-10 

3-11 
3-12 
3-13 
3-14 
3.15 


7  Hi»61  1-6763 
7-95-24i  1-6793 
8-0089;  1-682:3 
8-0656  1-6852 
8-1225  1-6882 

8-1796  1-6912 
8-2369  1  6941 

8  2944  1-6971 
8-3521  1-7000 
8-4100'  1-7029 


8-4681! 
8-5264 
8-58491 
8-6436! 

8-70251 

I 

8-7616! 
8-8209 
8-8804 
8-9401 
9-0000 


1-7059 
1-7088 
1-7117 
1-7146 
1-7176 

1-7-205 
1-7-234 
l-7'263 
1-7292 
1-7321 


9  06011 1-7349 
9-1204|  1-7378 
9-1809!  1-7407 
9-2416  1-7436 
9-30-25  1-7464 

9-3636'  1-7493 
9-4249'  1-7521 
9-4864'  1-7550 
9-5481'  1-7578 
9-6100: 1-7607 


3-16  9 
3-17  10 
3-18  !lO' 
3-19  10 
3-20  10 


672li  1-7635 
7344'  1-7664 
7969  1-7692 
8596  1-77-2U 
9-225  I-774.S 

9856  1-7776 
0489  1-7804 
11-24  1-7833 
1761;  1-7861 
2400  1-7889 
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n 

r.J 

y» 

)i 

«^ 

\n 

n 

?i2 

K« 

n 

»j2 

yn 

3  21 

10  3041 

1-7916 

3-61 

13-0321 

1  9000 

4-01 

16-0801 

2-0025 

4-41 

19-4481 

2-1000 

3-22  1 

10-3684 

1-7944 

3-62 

13-1044 

1-9026 

4-02 

16-1604 

2-0050 

4  42 

19-5364 

2-1024 

3-23 

10-4329 

1-7972 

363 

13-1769 

1-9053 

4-03 

16-2409 

2-0075 

443 

19-6249 

2-104S 

3-24 

10-4976 

1-8000 

3  64 

13-2496 

1-9079 

4-04 

16  3216 

2  0100 

4-44 

19-7136 

21071 

3-2Ö 

10-5625 

1-8028 

3-65 

13-3225 

1-9105 

4-05 

16-4025 

2  0125 

4-45 

19-8025 

2-1095 

3-26 

10-6276 

1-8055 

3-66 

13-3956 

1-9131 

4-06 

16-4836 

2  0149 

4-46 

19-8916 

2-1119 

3-27 

106929 

1-8083 

3-67  : 

13-4689 

1-9157 

4-07 

16-5649 

2-0174 

4-47 

19-9809 

21142 

3-28 ; 

10-7584 

1-8111 

3-68 

13-5424 

1-9183 

4-03 

16-6464 

20199 

4-48 

200704 

2-1166 

3-29 : 

10  8241 

1-8138 

3-69 

13-6161 

1-9209 

4-09 

16-7281 

2-0224 

4-49 

201601 

2-1190 

8  30 

10  8900 

1-8166 

3-70 

136900 

1-9235 

4-10 

16-8100 

2-0248. 

4-50 

20-2500 

2-1213 

3  31 

109561 

18193 

3-71 

13-7641 

1-9261 

4-11 

16  8921 

20273 

4-51 

20-3401 

2-1237 

3-32 

11-0224 

1-8221 

3-72 

13-8384 

1-9287 

4-12 

16-9744 

2-0298 

4-52 

20-4304 

2-1260 

3-33 

11-0889 

1-8248 

3  73 

13  9129 

1-9313 

4-13 

17-05G9 

2  0322 

4  53 

20-5209 

21284 

3  34 

11-1556 

1-8276 

3-74 

13  9876 

1-9339 

414 

17-1396 

20347 

4-54 

20  6116 

2-1307 

3-35 

11-22^5 

1-8303 

3-75 

14-0625 

1-9365 

4-15 

17-2225 

2  0372 

4  55 

20-7025 

2-1331 

3-36 

11-2896 

1-8330 

3  76 

14-1376 

1-9391 

4-16 

17-3056 

2  0396 

4-56 

20-7936 

2.1354 

3-37 

U-3569 

1-8353 

3-77 

14-2129 

1-9416 

4-17 

17-3889 

2  0421 

4-57 

20-8849 

2-1378 

338 

11-4244 

1-8385 

3-78 

14-2884 

1-9442 

4-18 

17  4724 

2  0445 

4-58 

20  9764 

2-1401 

339 

11-4921 

1-8412 

3-79 

14-3641 

19468 

419 

17-5561 

2-0469 

4-59 

21-0681 

21424 

3-40 

11-5600 

1-8439 

3-80 

14-4400 

1-9494 

4-20 

17  640Ü 

2-0494 

4-60 

21-1600 

2-1448 

3-41 

11-6-281 

1-8466 

3-81 

14-5161 

1-9519 

4-21 

177241 

2-0518 

4-61 

21-2521 

2-1471 

3-42 

11-6964 

1-8493 

3-82 

14-5924 

19545 

4-22 

17-8084 

20543 

462 

21-3444 

2-1494 

3-43 

11-7649 

1-8520 

3-83 

14  6689 

1-9570 

4-23 

17-8929 

2-0567 

4-63 

21-4369 

2-1517 

3  44 

11-8336 

1-8547 

3-84 

14-7456 

1-9596 

4-24 

17-9776 

20591 

4-64 

21-5296 

2-1541 

3-45 

11  9025 

1-8574 

3-85 

14-8225 

1-9621 

4-25 

18-0625 

20616 

4  65 

21-6-225 

2-1564 

3-46 

11-9716 

18601 

3-86 

14-8996 

1-9647 

426 

18-1476 

2-0640 

4-66 

21-7156 

21587 

3-47 

12-0409 

1-8628 

3-87 

14-9769 

1-9672 

4-27 

18-2329 

2-0664 

4-67 

21-8089 

2-1610 

3  4^ 

121104 

1-8655 

3-88 

15-0544 

1-9698 

4-28 

18-3184 

2-0688 

4-68 

21-9024 

2  1633 

3  49 

12-1801 

1 1-8682 

3-89 

15-1321 

1  9723 

429 

18-4041 

20712 

4-69 

21-9961 

2-1656 

3-50 

12-2500 

1-8708 

3-90 

15-2100 

1-9748 

4-30 

18-4900 

2  0736 

4-70 

22  0900 

2-1679 

3-Ö1 

12-3201 

1-87.-5 

3-91 

15-2881 

1-9774 

4-31 

18-5761 

20761 

4-71 

22-1841 

2-1703 

3-02 

12  3904 

1-8732 

3-92 

15-3564 

^  1-9799 

432 

18-6624 

2  0785 

4-72 

22-2784 

2-1726 

3-53 

12-4609 

1-8788 

3-93 

15-4449 

1-9824 

4-33 

18  7489 

2-0809 

4-73 

22-3729 

2-1749 

3-54 

12-5316 

1-8815 

3-94 

15-5236 

'  1-9849 

4-34 

188356 

2-0833 

4-74 

22-4676 

2-1771 

3-55 

12  6025 

1-8841 

3-95 

15-6025 

1-9875 

4-35 

18-9225 

2-0857 

4-75 

22-5625 

2-1794 

3-56 

12-6736 

1-8868 

3-96 

15-6816 

1-9900 

4-36 

19-0096 

2  0881 

4-76 

22  6576 

2-1817 

3-57 

12-7449 

1'8«94 

3-97 

15-7609 

1-9925 

4-37 

19  0969 

2  0905 

4-77 

22-7529 

2-1.S40 

3-58 

,12-8164 

1-8921 

3-98 

'15-8404 

1-9950 

4-38 

19-1844 

2-0928 

4-78 

22-8484 

2  1«63 

3n9 

1 12-8881 

1-8947 

3  99 

15-9201 

1-9975 

4-39 

19-2721 

2-0952 

4-79 

22-9441 

2-1886 

3-60 

Il2-960(J 

1-8974 

4-00 

160000 

2-0000 

4-40 

19-3600 

2  0976 

4-80 

23-0400 

2-1909 

Tabelle  VI. 


271 


" 

. 
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— 

~  ■ 

. 

" 

''" 

~ 

n            Tji 

V^ 

n 

«2 

]'n 

n 

fl2 

l^ 

n 

«2 

u 

4-.S1  |23-13(il 

2-1932 

5-21 

'271441 

2-'28'25 

5-61 

31-4721 

2-3685 

6-01 

36-1-21)1 

2-4515 

4  82  ,23-2324 

2-1954 

5  22 

27-24«4 

2*2847 

5-62 

31-5844 

2-3707 

602 

362404 

2-4536 

4  83 

23-3-289 

2-1977 

5-23 

'27-3529 

2-2869 

5-63 

31-6969 

2-37-28 

603 

36-3609 

2-4556 

4-84  r23-4'2r)H 

2-2000 

5-'24 

'27-4576 

2-'2S91 

5-64 

31-8096 

2-3749 

604 

36-4816 

2-4576 

4  85  1 -23-52-2:) 

1 

2'2023 

5'25 

-27-56'25 

2-2913 

5-65 

31-9'2'25 

2-3770 

605 

36-60-25 

2-4597 

4-86  123-6196 

2-2045 

5-26 

'27-6676 

2  2935 

5-66 

320356 

2-3791 

6-06 

36-7-236 

2-4617 

4-87  |-23  7169 

2'2068 

5-27 

'27  77'29 

2-2956 

5-67 

32  1489 

2-3812 

6-07 

36-8449 

2-4637 

4-88 

-23-8144 

2'2091 

5-28 

'27-8784 

2-2978 

5-68 

32'26'24 

2-3833 

6-08 

36-9664 

2-4658 

4-89 

23-9121 

2-2113 

5-29 

'27-9841 

2-3000 

5-69 

3'2-3761 

2-3854 

6-09 

37-0881 

2-4678 

4-90 

-24-0100 

2-2136 

5-30 

'28  0900 

2-30'22 

5-70 

32-4900 

2-3875 

6-10 

37-2100 

2-4698 

4  91  24-1081 

2-2159 

531 

28-1961 

2-3043 

5-71 

32-6041 

2-3896 

6-11 

37-3321 

2-4718 

4-92  i'24-2064 

2-2181 

5  32 

'28-30'24 

2  3065 

572 

32-7184 

23917 

612 

37-4544 

2-4739 

4  93  24-3049 

2'2'204 

533 

28-4089 

2  3087 

5-73 

32-83-29 

2-3937 

6-13 

37-5769 

2-4759 

4  94  -24-4036 

2-2226 

5-34 

'28-5156 

2-3108 

5-74 

32-9476 

2-3958 

614 

37-6996 

2-4779 

4-95  24-5025 

2-2-249 

535 

'28-62-25 

2  3130 

575 

33-06-25 

2-3979 

6-15 

37-8225 

-2-4799 

4  96  24-6016 

2-2-271 

5-86 

'28  7296 

2  3152 

5-76 

33  1776 

2  4000 

6-16 

37-9456 

-2-4819 

4-97  1-24  7009 

2-2293 

5-37 

'28-8369 

2-3173 

5-77 

33-29-29 

2-4021 

6-17 

38-0689 

2-4839 

4-98  24  8004 

2-2316 

5-38 

'28-9444 

2-3195 

5-78 

33-4084 

2-4042 

618 

38-19-24 

2-4860 

4-99  24-9001 

2-2338 

5-39 

'290521 

2-3216 

5-79 

33-5'241 

2-4062 

6-19 

38-8161 

2-4880 

500  '25-0000 

2-2361 

5-40 

'29-1600 

2-3-238 

5-80 

83-6400 

2-4083 

6-'20 

38-4400 

2-4900 

501  25-1001 

2-2383 

5-41 

29-2681 

2-3-259 

5-81 

83-7561 

2-4104 

6-21 

38-5641 

2-4920 

5-02  ■25'2004 

2-2405 

542 

-29-3764 

2  3-281 

5  82 

83-87'24 

2-41-25 

6-22 

38-6884 

2  4940 

503  25-3009 

2-'24'28 

5-43 

-29-4849 

2-3302 

5-83 

33-9889 

2-4145 

6-23 

38-8129 

2-4960 

5  04  -25-4016 

2-2450 

5-44 

29-5936 

2-33'24 

5-84 

341056 

2-41t)6 

6-24 

38-9376 

2-4980 

505  25-50'25 

2-2472 

5-45 

29  70-25 

2  3345 

5-85 

:34-22-25 

2-41»7 

6-25 

39-0625 

25000 

506  -25-6036 

2-2494 

5-46 

'29-8116 

2-3367 

5-86 

34-3396 

2-4-207 

6-26 

39-1876 

2-5020 

5-07  '25-7049 

2'2517 

5-47 

29-9-209 

2-3388 

5-87 

34-4569 

24228 

6-27 

3931-29 

2-5040 

5-08 

-25-8064 

2'2539 

5-48 

30-0304 

2-3409 

5-88 

34-5744 

2-4-249 

6-28 

39-4384 

2-5060 

5  09 

-25-9081 

2-2561 

549 

301401 

2-3431 

5-89 

34-69-21 

2-4-269 

6-29 

39-5641 

2-5080 

5-10 

26  0100 

2-2583 

5  50 

30  2500 

2-3452 

5-90 

34-8100 

2-4-290 

6-30 

39-6900 

2-5100 

5-11 

'26-1121 

2-2605 

551 

30-3601 

2  3473 

5-91 

34-9281 

2-4310 

6-81 

39-8161 

2-51-20 

5-12  |'26-2144 

2-2627 

5-52 

30-4704 

2-3495 

5-92 

350464 

2-4331 

6-32 

39-94-24 

2-5141» 

513  -26  3169 

2-2650 

5-53 

30-5809 

23516 

593 

35-1649 

24352 

6-33 

40-06b9 

2-515'.i 

5-14  -26-4196 

2-2672 

554 

30-6916 

2-3537 

5-94 

35-'2S36 

2-4372 

6-34 

40  1956 

'2-5179 

5-15  •>6  52-25 

22694 

5-55 

30-80-25 

2-3558 

5-95 

35-40-25 

24393 

6-:35 

40-3-2-25 

2  5199 

5-I6  26*62.  )G 

'2-2716 

5-56 

309136 

2-3580 

5-96 

35-5216 

'2-4413 

6-36 

40-4496 

2  5-219 

5-17  -26-7-289 

2-2738 

5-57 

310249 

2  3601 

5-97 

35-6409 

2-4434 

6-37 

40-5769 

2-5-239 

5-18  -26  8324 

2 '2760 

5-58 

31-1364 

2  3622 

5-98 

35-7604 

2-44:)4 

6-88 

40-7044 

2-5-259 

5-19  '26-9361 

2-2782 

5-59 

31-2481 

23643 

5-99 

35-8801 

2-4474 

6-39  40-8321 

2-5-278 

5-20 

-27-0400 

2-2804 

560 

31-3600 

2-3664 

6-00 

360000 

2-4495 

6-40 

40-9600 

2-5-298 
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t.i-41  -tl-OSSl 


2  5818 


642  Ul-2164  2  5888 
6-4-3  -H-3449  2-5357 
irU  iVil'M  2-5377 
6-45  41-6025  2-531)7 


6  4-6  141-7316  2-5+17 
6  47  41-86091  2-5436 
6-48  ,41-9904  25456 


6-49  42-1201 
6  50  !42-2500 


2-5475 
2-5495 


6-51  !42-o801  25515 
6-52  42-5104  2-5534 
6-53  42-6409j  2-5554 
6-54  42-7716';  2-5573 
6-55  42-9025'  2-5593 

6  56  43  0336  25612 
6-57  43-1649  2-5632 
6  58  43-2964  2-5652 


6-59 
660 


43-42811  2-5671 
43-5600  2  5690 


6  61  43-69211  2-5710 
6-62  43-8244;  25729 
6-63  43-9569'  2-5749 
6-64  440896  2-5768 
6  65  44-2225  2-5788 


6  66  '44-3556  2-5807 
6-67  44-4889  2-5826 
6-68  '44-6224'  25846 
6-69  |44-7561'  25865 
6-70  44-8900  2  5884 


6-71 145-0241  2-5904 
6-72  145-1584'  2-5923 
6-73  45-2929  2-5942 
6-74  45-4'276;  2-5962 
6-75  |45-5625'  2  5981 

6  76  45-6976  2-6000 
6  77  45-8329  2-6019 
6-78  45-9684|  2  6038 
6-79  J46-104l|  2-6058 
6-80  i46-a400  2-6077 


6-81  46-3761  2  6096 
6-82  I46-5124I  2-6115 
6  83  |46-6489  2  6134 
6-84  !46-7856|  2-6153 
6-85  46-9225  2-6173 


6-86 
6-87 
688 
689 
6-90 


47-05961  2  6192 
47  1969|  2-6211 
47-33441  2-6230 
47472l|2  6249 
47-6100  2-6268 


6-91  47-74811  26287 
6  92  47-8864'  2-6306 
693  48-0249'  26325 
6-94  ;48-1636  2-6344 
6-95  48-3025;  26363 


6  96  48-4416  2  6382 
6  97  48-58091  2-6401 
6-98  48-7204  2-6420 
6  99  |48-860l!  2-6439 
7-00  490000  2-6458 


701  491401 
7-02  49  2804 
7-03  49-4209 
7-04  ,49-5616 
7-05  ;49-7025 

I         ! 

7-06  49-8436' 
7-07  ;49-9S49 
708  501264 


2-6476 
2-6495 
2-6514 
2-6533 
2  6552 

2-6571 
26589 
2-6608 
2  6627 
2-6646 


7-09  50-2681 
7  10  50-4100 

7-11 :50-552l!  2-6665 
7-12  '50-6944  2-6683 
7-13  50  8369  26702 
7-14  ,50-9796  2-6721 
7-15  ^51-1225  2-6739 

7-16  51-2656  2-6758 
7-17  ;51-4089  2-6777 
7-18  151-5524  2-6796 
7-19  51-6961  2-6814 
7-20  •51-84(X)  2  6833 


7-21  51-9841  2-6851 
7-22  521284  2  6870 
7-23  |52-2729  2-6889 
7-24  152-4176  2  6i)07 
7-25  52-5625  2-6926 


7-26 
7  27 


527076 
52-8529 
7-28  j52-9984 
7  29  153-1441 
7-30  I53-2900 


2-6944 
26963 
2  6981 
2-7000 
2-7019 


7-31 153-4361  2  7037 
7 32  ;53 58241  27055 
2-7074 
2-7092 


7  33  :53-7289 
7  34  i53-8756 


7  35  54-0225  2-7111 


7-36  |54-1696.  2-7129 
7-37  |54 3169i  27148 
7-38  [54-4644!  2-7166 
7-39  [54-6121!  2-7185 
7-40  54-7600  2-7203 


741  54-9081  2-7221 
7-42  :55-0564  27240 
7-43  55-2049'  2-7258 


7-44  55-3536 


27276 


7-45  55-50251  2' 7295 


746  55' 
7-47  55' 
7-48  j55' 
7-49  :56' 
7-50  |56' 

7-51  ^56 
7-52  56 
7-53  56 
7-54  56- 

7-55  57 

j 

7-56  !57' 
757  57' 
7-58  *ö7- 
7-59  57" 
7-60  57- 


■6516 
8009 
9504 
1001 
2500! 

4001' 
5504 
7009 
8516 
0025 

1536 
3049 
4564 
•6081 
7600 


27313 
2-7331 
2-7350 
2-7368 
2-7386 

2-7404 
2-7423 
2-7441 
2-7459 
2-7477 

2-7495 
2-7514 
2-7532 
2-7550 

2-7568 


7-61  57  91211  2-7586 
7-62  58-0644  2-7604 
7-63  ^58-2169  2-7(522 
7-64  58-3696  2-7(41 
7-65  |58-5225j  2-7659 

7-66  58-6756  2-7677 
7-67  58-8289,  2-7(i95 
7-68  ;58  9824  2-7713 
7-69  59-1361!  2-7731 
7-70  59-2900  2-7749 

7-71 159-4441  2-7767 
7-72  59-5984!  2-7785 
7-73  59-7529'  2-7803 
7-74  59-9076:  2'7821 
7'75  60-0625  2-7839 

7-76  60-2176  2-7857 
7-77  60-3729  2-7875 
7-78  ,60-5284!  2  7893 
7-79  |60-6841l  2-7911 
7-80  ,60-8400  2'7928 


7-81  60-9961  2-7946 
7-82  ,61-1524!  2-7964 
7  83  61-3089:  2-7982 
7-84  61-4656!  2-8000 


7-85  61-6225 


2-8018 


7-86  61-7796  2-8036 
7-87  61-9369  2-8054 


7-88  62-0944 
7-89  62-2521 
7-90  62-4100 


2-8071 
2-8089 
2-8107 


7-91  '62-5681  2-8125 
7-92  62-7264  2-8142 
7-93  62-8849'  2-81(50 
7-94  63-0436;  2-8178 
7-95  63-2025  2-8196 

7-96  63-3616!  2-8213 
7-97  63-5209'  2-8231 
7-98  ;63  (18O4!  2-8249 
7-99  63-8401  2  8267 
8-00  64-0000  2-8284 
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8-01 164 
8-02  6-J:' 
8-03  U' 


8-04 
805 

8-06 
807 
8-08 
8-09 
810 


6-t 
64 

64 
65 
65 
65 
65 


16011 
:V204 
■4801)' 
•6416 
8025: 

9636^ 

1249| 
2864I 
4481 
6100 


2-8302 
2-832U 
2-8337 
2-8355 
2-8373 

2-8390 
2-8408 
2-8425 
2-8443 
2-8460 


8-11  65-7721  2-8478 
8-12  65-9344  28496 
8-13  66-0969  2-8513 
8-14  j66  2596;  2-8531 

8-15  66-4225'  28548 

i 

8-16  66  5856[  2-8566 
8-17  66-7489*  2-8583 
8-18  66-9124j  2-8601 
8-19  j670761j  2-8618 
8-20  67-2400  28636 


8-21 
8-22 
8-23 
8-24 
8-25 


67-4041  2-8653 
67-5684'  2-8671 
67-7329  2-8688 
67-8976  2  8705 
68-0625'  2-8723 


8-26  68 
8-27  :68 
8-28  168 
8-29  !68' 
8-30  |68 

I 
8  31 169 
8  32  169 


8-33 
8-34 
8-35 


69 
69 
69 


2276 
3929i 
5584 
7241 
8900 

0561 
2224 
3889 
5556 
7225 


2-8740 
2  8758 
2-8775 
2-8792 
2-8810 

2-8827 
2  8844 
2-8862 
2-8879 
2-8896 


8  36  69-8896  2-8914 
8-37  i700569j  28931 
8-38  '70-2244  2-S94<S 
8-39  '70-3921  2  8965 
8-40  170-5600  2-8983 


8-41  i70  72811  2-9000 
8-42  70-8964  29017 
8-43  71-0649'  2  9034 
8-44  71-2336  2  9052 
8-45  71-4025  29069 


8-46 
8  47 
8-48 
8-49 
8  50 


71-5716!  2-9086 
71-7409i  2-9103 
71-9104!  2-9120 
72-O8O1'  2  9138 
72.2500  2  9155 


8-51  72-4201 
8-52  172-5904 


29172 
2-9189 


8-53  |72-7609  2-9206 
8-54  72-9316  29223 
8-55  73-1025'  2-9240 

8-56  73-2736'  2-9257 
8-57  73-4449:  2  9275 
8-58  73-6164  29292 
8-59  73-7881' 2-9309 
8  60  73-9600  29326 

8-61  74-1321  2  9343 
8-62  74-3044  2  9360 
8-63  174-4769  29377 
8-64  74  6496;  2-9394 
8-65  74-8225  2  9411 


8-66  74-9956  2-9428 
8-67  75-1689  2  9445 
8-68  J75-3424  29462 
8-69  75-5161  2  9479 
8-70  75-690U  2-9496 

8  71 ,75-8641  29513 
8-72  76  0384  2-9530 
8-73  76-2129  2-9547 
8-74  76-3876J  2-9563 
8-75  76-5625  29580 

I 
8-76  76-7376  2-9597 

8  77  76  9129;  2-9614 

8-78  77-0884  2-9631 


8-79 


77-2641  2  9648 


8-80  77-4400-  29665 


8-81  77-6161' 2-9682 
8-82  77  7924  2-9698 
8-83  77-9689;  2-9715 
8  84  j781456  29732 
8  85  78-3225  2'9749 

8-86  78-4996  2-9766 
8-87  78-6769  2-9783 
8-88  ;78-8544i  2-9799 
8-89  790321  2-9816 
8-90  79-2100  2-9833 

8-91 J79-3881J  2-9850 
8-92  79-5664  2-9866 
8-93  79-7449  2-9883 
8-94  79-9236  29900 
8-95  I801025  2  9917 


8-96  80-2816  2-9933 
8-97  80-4609  29950 
8-98  J80-6404  29967 
8-99  , 80-8201'  2-9983 
900  81-0000  3-0000 

9-01  !81-1801'  30017 
9-02  81-3604  3-0033 
9  03  81-5409  30050 
9-04  81-7216  3-0067 

9-05  81-9025  3  0083 

t 
i 

9-06  82-0836  30100 

9-07  !82  2649  3-0116 

9-08  82-4464  3-0133 

9-09  82-6281  30150 

9-10  82-8100  3  0166 


9-11  82-9921  30183 
9  12  83  1744  3-0199 
9  13  83-3569  3  0216 
9-14  ,83'5396  3-0232 
9  15  83-7225J  30249 

9-16  83-9056]  30265 
9  17  840889  3-0282 
9-18  '84-27-24  30299 
919  84-4561  3-0315 
9  20  84-6400,  30332 


ni 


yn 
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9-21  84-8241  3-0348 

9-22  85-0084  3  0364 

9-23  85.1929  3-U381 

9-24  85-3776  3  0397 

9-25  85-5625  30414 

9-26  8.57476  3-0430 

9-27  85-9329  30447 

9-28  86-1184  3-(J463 

9-29  86-3041  3-U4.8t) 

9-30  86-4900  3-U496 

9-31  86-6761  3051 2 

9-32  86-8624  30529 

9-33  87-0489  3-0545 

9-34  87-23.56  30561 

9-35  87-4-225  3-0578 

9-36  87-6096  30594 
9-37  87-7969  3-0610 
9  38  87-9844  30627 
9-39  88-1721  3-0643 
9-40  [88-3600  30659 

9-41  88-5481  3-0676 
9-42  88-7364  3-0692 
9-43  88-9-249  3-0708 
9-44  89-1136  3-0725 
9-45  89-3025  3-0741 

9  46  89-4916  3-0757 
9-47  89-6809  3-0773 
9-48  89-8704  30790 
9-49  90-0601  3-08O(i 
9-50  90-2500,  3-0822 


9-51  90-4401  30838 

9-52  90-6304  30854 

9-53  90-8209  3-0871 

9-54  91-0116  3-0887 

9  55  91-2025  3-0903 

9-56  91-8936  3-0919 

9-57  91 5849  3-0935 

9-58  91-7764'  3  09.52 

9-59  91-9681  30968 

9-60  921600  3-0984 

18 


274 


Tabelle  VI. 


1        «-    1  '1 
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m2    I   1  ,, 
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n2   !  V» 

iflU  Vt2-8521  3UHX) 

9-71 

i>4-2841 

3-1161 

9-81 

96  2361 

31321 

9-91 

98-2081 

3-14b0 

\)&2  \y2UU   3-1016 

972 

94-4784 

3-1177 

9-82 

96-4324 

31337 

9-92 

98-4064 

3-1496 

li«>3  |i)2-7369  3-1032 

9-73 

94-6729 

31193 

9-83 

96-6289 

3-1353 

9-93 

98  6049 

3-1512 

SV64  192-9296  3-1048 

9-74 

948676 

3-1209 

9-84 

96-8256 

31369 

9-94 

98-8036 

3-1528 

9-65 

931225 

31064 

9-75 

95-0625 

31225 

9-85 

97  0225 

31385 

9-95 

99-0025 

3-1544 

966 

93-3156 

31081 

9  76 

95-2576 

3-1241 

9-86 

97-2196 

3-1401 

9-96 

99-2016 

3-1559 

9-67 

93-5089 

3-1097 

9-77 

95-4529 

3-1257 

9-87 

97-4169 

3-1417 

9-97 

99  4009 

3-1575 

9-68 

93-7024 

31113 

<)-78 

95-6484 

31273 

9-88 

976144 

31432 

9-98 

99-6004 

3  1591 

9-69 

93  8961 

3-ll2t) 

9-79 

95-8441 

3-1289 

989 

978121 

3-1448 

9-99 

99-8001 

3-l()07 

9-70 

94-0900 

31145 

9-80 

96-0400 

3-1305 

990 

98  0100 

3-1464 

1000 

100  0000i3'1623  | 

Eisige  häufig  gebrauclite  Zablenwerte.  275 

Einige  häufig  gebrauchte  Zahlenwerte. 


Numerus 

Logarithmus 

e— 2-7182818285 

0-434  2944  819 

;r  -3-141  5926  536 

0-497  1498  727 

x  =  0  476  9362  762 

9-678  4603  565 

e'^   -7-389  0561 

0-868  5890 

/7=  1-648  7211 

0-217  1472 

--=0-367  8791 
e 

9-565  7055 

,c8  =  9-869  6044 

0-994  2997 

Ktt  -  1-772  4539 

0-248  5749 

-  —  1-570  7963 
2 

0-196  1199 

-—0-785  3982 
4 

9-895  0899 

=  0-318  3099 

9-502  8501 

■Jt 

-  =01013212 

TT* 

9-005  7006 

-^^  —  0-564  1896 

9-751  4251 

Y2   =1-414  2136 

0-150  5150 

-—  =  0-707  106y 
¥2 

9-849  4850 

xYz   =0-674  4898 

9-828  9754 

xK:r  — 0-845  3476 

9-927  0353 

— V-  —  1-482  6021 
xY  2 

0-1710246 

1 

1  -1  R"^   0 J.T.T 

0-072  9647 

xYtc 

1    2~1'253  3141 

0-098  0599 

,  ~— 0-797  8846 

71 

9-901  9401 

1 

-7 —  —0-342  1983 
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Berichtigungen. 

Seite     23,     8.  Zeile  von  oben  lese  man  „dieselbe"  statt  „dieselben", 

36.  13.      „         ^     unten  hat  im  Exponenten  von  e  das  erste  Minuszeichen  zu 
entfallen. 

65.  4.      r         ••     oben  ist  nh  statt  xh  und  8.  Zeile  von  oben  F=a  zusetzen. 

66,  9.      r         -     unten  und  Seite  67,  8.  Zeile  von  oben  ist  vJ  für  x  zu  setzen. 
70.     8.      ,.         „     unten,  nach  „ist"  füge  man  „annähernd"  hinzu. 

73,  3.  „  „  oben  ist  der  Faktor  0'99791  einzusetzen. 
76^  15.  ..  ,,  unten  füge  man  nach  „natürlichste"  hinzu:  „weil  der 
wahrscheinliche  Fehler  die  wichtige  Eigenschaft  der  zu- 
fälligen Beobachtungsfehler,  in  einer  längeren  Fehlerreihe 
gleich  oft  positiv  und  negativ  aufzutreten,  am  reinsten  und 
ungekünsteltsten  zum  Ausdrucke  bringt." 

,.     oben  lese  man  „(9)  des  ^  25"  statt  „(3)  des  §  11". 

,.     Tinten  lese  man  „quasi-wahrscheinlichen"' statt ,. wahrschein- 
lichen". 

„     oben  setze  man  y,wl-\-w\-\-wr,-\-w\^'  statt  ..iCo  + w, +Wo +  uV. 

„     oben  setze  man  „0-7677"  statt  „0-7679"'.      '. 
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Vorwort. 


V\ie  im  ersten  Bande,  der  die  vorbereitenden  .Elemente  der 
Ausgleichungsrechnung"  enthält,  so  glaube  ich  auch  im  vorliegenden, 
die  höheren  ».Probleme  der  Ausgleichungsrechnung''  behandelnden 
Bande  manche  Neuerungen  getroffen  zu  haben,  die  —  auf  dem 
Boden  moderner  Forschung  stehend  —  das  Erscheinen  dieses  Werkes 
rechtfertigen  dürften. 

So  erwähne  ich  nur  die  im  ersten  Abschnitte  nach  direkten 
und  indirekten  Beobachtungen  gesonderte  Betrachtung  des  Fehler- 
gesetzes in  der  Ebene,  dessen  verschiedene  Behandlungsweise  durch 
die  hiebei  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  direkten  und  ver- 
mittelnden Punktbestimmungen  eine  klarere  Erfassung  dieses  schwie- 
rigen Problems  verspricht  Hier  kam  es  mir  namentlich  darauf  an, 
die  Theorie  der  ,.Fehlerellipse"  leicht  verständlich  zu  machen,  was 
ich  durch  strenge,  aber  dennoch  knappe  und  klare  Ableitung  der 
Gebrauchsformeln  zu  erreichen  bemüht  war.  Dürften  die  Unter- 
suchungen über  die  „Kurve  der  mittleren  Koordinatenfehler",  über 
die  „Koordinatengewichte"  usw.  zum  besseren  Verständnisse  der 
Fehlertheorie  beitragen,  so  wird  ihr  durch  das  Problem  der  „Aus- 
scheidung widersprechender  Punktbestimmungen"  vielleicht  ein 
weiteres  Anwendungsfeld  eröffnet.  Dieserart  sollen  hier  wie  in  den 
folgenden  Kapiteln  Theorie  und  Praxis,  sich  gegenseitig  unterstützend, 
zur  gründlichen  Erfassung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu- 
sammenwirken. 

In  dem  zweiten  Abschnitte  erscheinen  die  Erfahrungen  auf  dem 
Gebiete  der  Triangulierungsausgleichung,  dem  wichtigsten  Behelfe 
des  rechnenden  Geodäten,  niedergelegt.  Hier  glaube  ich  annehmen 
zu  dürfen,  daß  die  bei  der  Fülle  des  Stoffes  so  notwendige  Über- 
sichtlichkeit durch  die  Einteilung  in  .Winkel-,  Punkt-  und  Netzaus- 
gleichung"  wesentlich  gewonnen  hat,  und  daß  die  ausgesuchten  Bei- 
spiele zur  Förderung  des  Verständnisses  und   zur  Vorbereitung  auf 


VI 


Vorwort. 


die  praktische  Anwendung  der  entwickelten  Theorien  manches  bei- 
tragen werden.  Für  die  wichtigsten  in  der  „Instruktion  zur  Aus- 
führung der  trigonometrischen  und  polygonometrischen  Vermes- 
sungen" vorgeschriebenen  Formeln  und  Muster  war  ich  bemüht, 
eine  theoretische  Begründung  zu  geben,  die  in  Geometerkreisen  viel- 
leicht nicht  unwillkommen  geheißen  werden  dürfte,  wobei  ich  versucht 
habe,  die  Erläuterungen  der  Grundbegriffe  und  die  Problemstellungen 
mit  Klarheit  und  Schärfe  zu  bringen. 

Der  erweiterten  Auffassung  des  Ausgleichungsproblems  Rechnung 
tragend,  wurde  ein  eigener  Abschnitt  der  Auf  Stellung  empirischer  Formeln 
gewidmet,  wo  meines  Erachtens  in  theoretischer  wie  in  praktischer  Hin- 
sicht manche  Ausführungen  einiges  Interesse  beanspruchen  dürften. 

Wenn  auch  die  meisten  mir  bekannt  gewordenen  Beurteilungen 
des  ersten  Bandes  bekundet  haben,  daß  das  mir  gesteckte  Ziel,  die 
Theorie  und  Praxis  der  Ausgleichungsrechuuug  in  ihrem  großen 
Umfange  leicht  verständlich  und  gründlich  darzustellen,  erreicht 
worden  sei,  so  kann  es  doch  nicht  die  Absicht  sein,  hier  auf  alle 
diese  kritischen  Besprechungen  im  einzelnen  einzugehen.  Es  sei  mir 
bloß  gestattet,  zwei  Äußerungen  wiederzugeben,  zu  deren  Veröffent- 
lichung an  dieser  Stelle  der  Verfasser  die  Zustimmung  erhalten  hat. 
Seine  Exzellenz  Feldmarschalleutnant  Nikolaus  Freiherr  von 
Wuich  urteilt  in  einem,  kurz  vor  seinem  am  12.  März  1910  erfolgten 
Hinscheiden  an  den  Verfasser  gerichteten  Briefe  über  den  ersten 
Band  des  vorliegenden  Baches  wie  folgt: 

,Der  Inhalt  des  Werkes  verrät  ein  durch  reiche  Erfahrung 
durchtränktes  Wissen,  die  Diktion  ist  bei  strengster  Wissenschaft- 
lichkeit eine  —  ich  möchte  sagen  —  geradezu  gemütliche,  daß  selbst 
jener  Leser,  der  in  dem  Lab3'rinth  der  Analysis  sich  nicht  zurecht 
findet,  eine  ganz  klare  Vorstellung  von  dem  hat,  um  was  es  sich 
handelt  —  eine  Gabe,  die  wenigen  Schriftstellern  eigen  ist  und 
die  den  Verfasser  —  meiner  Meinung  nach  —  zum  Lehrer  ganz 
besonders  qualifiziert. 

Hervorheben  will  ich  auch  den  logischen  Aufbau  des  Werkes 
und  die  enorm  klare  Erläuterung  der  Begriffe,  was  verrät,  daß 
ein  Mann  der  Praxis  die  Feder  führt  —  was  ja  auch  die  be- 
sonders glücklich  gewählten  und  durchgearbeiteten  Beispiele  dartun. 
Hiedurch  erscheint  mir  das  Werk  für  alle  jene,  die  sich  mit 
Vermessungen  beschäftigen,  ein  verläßlicher  Ratgeber,  und  sollte  das 
Werk  bei  allen  Behörden,  in  deren  Ressort  das  Vermessungswesen 
gehört,  wie  z.  B.  das  Militärgeographische  Institut,  Beachtung  finden. 
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Vorwort.  VII 

Im  Detail  möchte  ich  die  ganz  besonders  eingehende  und 
liebevolle  Behandlung  der  Fehlermaße  und  der  Kontrollberechnung 
der  Fehlerquadratsummcn,  sowie  die  mit  ganz  exzeptioneller  Klar- 
heit gebrachte  Darstellung  des  Gewichtes  hervorheben,  während  ich 
tadelnd  nur  zu  bemerken  habe,  daß  in  den  Text  eingestreute,  den 
erfahrenen  Mann  bekundende  Goldkörner  nicht  genügend  ins 
Auge  geführt  sind." 

Hofrat  Professor  Emanuel  Czuber  entwirft  in  der  „Zeitschrift 

für    das  Realschulwesen",    Jahrgang   1910.    S.  245,    von    dem    ersten 

Bande  folgendes  Gesamtbild: 

„Einem  Buche  über  diesen  Gegenstand,  das  von  einem  im 
Vermessungswesen  bewanderten  Praktiker  stammt,  wird  man  von 
vornherein  Interesse  entgegenbringen,  insbesondere  dann,  wenn 
der  Autor,  wie  dies  im  vorliegenden  Falle  zutrifft,  auch  für  die 
theoretischen  Fragen  Aufmerksamkeit  und  Verständnis  bekundet 
hat,  wie  aus  einigen  seiner  Arbeiten  historischen  und  sachlichen 
Inhalts  hervorgeht.  Denn  die  Vertrautheit  mit  den  Verhältnissen 
und  Bedürfnissen  der  Praxis  läßt  erhoffen,  daß  in  den  grund- 
legenden Entwicklungen  das  richtige  Maß  eingehalten  und  das 
sachliche  Moment  in  zutreffender  Weise  zu  Worte  kommen  werde. 
Diese  Erwartung  ist  denn  auch  im  großen  ganzen  durch  das  Buch 
erfüllt,  soweit  man  nach  dem  ersten  Bande  schließen  kann,  der 
wohl  hauptsächlich  der  Theorie  gilt,  aber  doch  schon  Ausblicke 
auf  die  Anwendungen  eröffnet,  die  vermutlich  den  zu  gewärtigenden 
zweiten  Band  vollständig  beherrschen  werden;  hier  wird  der  Ver- 
fasser in  die  Lage  kommen,  aus  seinen  reichen  Erfahrungen 
manches  Wissenswerte  mitzuteilen." 

Wie  weit  diese  Erwartung  sich  erfüllt  hat,  darüber  zu  entscheiden, 

sei  dem  fachmännischen  Urteile  Berufener  überlassen. 

Für  meine  Pflicht  halte  ich  es  noch,  den  Herren  k.  u.  k.  Oberst 
Josef  Kozäk  und  k.  k.  Professor  Alfons  Cappilleri.  welche  die 
Güte  hatten,  mich  auch  beim  Lesen  der  Korrekturbogen  des  zweiten 
Bandes  zu  unterstützen,  für  diese  Freundschaftsdienste  auch  hier 
meinen    verbindlichsten  Dank    auszusprechen. 

Ebenso  danke  ich  der  Firma  Carl  Fromme  in  Wien  für  ihre 
anerkennenswerte  Bereitwilligkeit,  womit  sie  allen  meinen  Wünschen 
auch  bei  der  Drucklegung  dieses  Bandes  in  der  freundlichsten  Weise 
entgegengekommen  ist. 

Wien,  im  Frühjahr  1910. 

Der  Verfasser. 
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§  1.  Minlmumspunkte  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
a)  Der  Schwerpunkt  eines  Punktsj'stems. 

Die  Bestimmung  der  ebenen  rechtwinkeligen  Koordinaten  eines 
Punktes  kann  nach  verschiedenen  Methoden  erfolgen.  Am  einfachsten 
und  anschaulichsten  ist  der  Vorgang  der  direkten  Koordinatenab- 
messung, wie  er  z.  B.  in  der  Schießtechnik  bei  der  Untersuchung  von 
Trefferbildern  allgemein  gebräuchlich  ist. 

Wird  auf  eine  vertikale  Scheibe  mit  der  Absicht,  ihren  Mittel- 
punkt zu  treffen,  ein  Schuß  abgegeben  und  hiebe!  dieser  Punkt, 
welcher  beim  direkten  Richten  der  Feuerwaffe  in  der  Regel  zugleich 
den  Zielpunkt  darstellt,  auch  wirklich  getroffen,  so  ist  der  Schuß  ein 
fehlerloser.  Trifft  aber  das  Geschoß  nicht  in  den  Mittelpunkt  der 
Scheibe  (den  beabsichtigten  Treffpunkt),  so  ist  eine  Abweichung  oder 
ein  Fehler  begangen  worden,  dessen  Größe  durch  den  Abstand  des 
wirklichen  Treffpunktes  von  dem  beabsichtigten  Treffpunkte  bestimmt 
ist.  Es  ist  nun  üblich,  die  Fehlergröße  oder  die  Lage  des  Treffpunktes 
dadurch  zu  ermitteln,  daß  der  Punkt  auf  die  durch  den  beabsichtigten 
Treffpunkt  geführte  Horizontale  als  Abszissenachse  und  Vertikale  als 
Ordinatenachse  bezogen  werde.  Durch  direktes  Abmessen  der  Parallel- 
koordinaten X,  y  erhält  man  dann  die  sogenannte  Seitenabweichung  x 
und  die  Höhenabweichung  //,  welche  die  in  den  Richtungen  der  beiden 
gewählten  Achsen  begangenen  komponentalen  wahren  Koordinaten- 
fehler  bedeuten  und  welchen  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze  die 
totale  wahre  Abweichung  oder  in  der  Sprache  der  Geodäsie  der  totale 
wahre  Punktfehler  in  =  Y x-  —  y^  entspricht.  Werden  mehrere  Schüsse 
unter  möglichst  gleichen  Voraussetzungen  abgegeben,  so  tritt  die 
Erscheinung    zutage,    daß    die    Geschoßbahnen    sich    nicht    decken. 

W  e  U  i  s  c  h ,  Ausgleichtmgsrechnung  n.  1 
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§    1 


sondern  eine  .Garbe"  bilden,  deren  Schnitt  mit  der  vertikalen  Scheiben- 
ebeno  ein  Trefferbild  liefert*). 

Ilaben  die  einzelnen  Treffpunkte  7',  die  Koordinaten  .r,  und  y/,- 
für  <  =  1  bis  ;(,  so  sind  nach  der  Kegel  des  arithmetischen  Mittels 
die  wahrscheinlichsten  Koordinaten  des  sogenannten  mittleren  Treff- 
punktes Tq-.  . 

f'^l  V  -M. 


.1-0=       '■> 


Der  mittlere  Treffpunkt  fällt  also  mit  dem,  die  gleiche  Eigen- 
schaft besitzenden  Schwerpunkt  des  ganzen  Punktsystems  zusammen, 
vorausgesetzt,  daß  in  den  Punkten  gleiche  Massen  angebracht  gedacht 
werden.  Bildet  man  die  in  Fig.  1  ersichtlichen  Unterschiede 


•^j       *^'o  —  ^'" 


yi—yo  =  n', 


Fig.  1. 


^ 


II 


^. 


y. 


U: 


welche  die  scheinbaren  Abweichungen  oder  die  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  genommenen  scheinbaren  Koordinatenfehler  sind**),  so 
hat  man  nach  den  Grundlehren  der  Ausgleichung  direkter  Beob- 
achtungen die  Beziehungen: 

[^]=0,  f>;]=0, 


mittlerer  Abszissenfehler    «;  = 
mittlerer  Ordinatenfehler  /<,;  = 


min, 

^7W 


n 


C  [nn] 


n 


*)  Ausführliches  hierüber  findet  man  in  den  Werken  vonj.  Kozäk:  „Theorie 
des  Schießwesens  auf  Grundlage  der  Wahrscheinjichkeitsreehnung",  1908,  und  „Ge- 
schoßbewegung im  Vakuum",  1909. 

**)  Vgl.  Fußnote  im   1.  Bande.  S.  25. 
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mittlerer  Punktfehlei-   M  -=  Yu'i  -1- ,tt-' 

Fällt  dei-  Schwerpunkt  mit  dem  beai)sic'htigten  Treffpunkte  zu- 
sammen, so  kann  bei  hinreichend  großem  n  angenommen  werden,  daß 
die  auftretenden  Abweichungen  der  einzelnen  SchiLsse  von  dem  beab- 
sichtigten Treffpunkte  infolge  rein  zufälliger  Fehlerursachen  zustande 
gekommen  sintl;  weicht  der  Schwerpunkt  v<jm  beabsichtigten  Treff- 
punkte ab,  so  stellt  der  Abstand  dieser  beiden  Punkte  den  konstanten 
Teil  der  Schießfehler  dar. 

Verlegt  man  daher  den  Koordinatenursprung  U  nach  dem  Schwer- 
punkte Ty  ohne  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen  zu  ändern, 
und  bezieht  die  Koordinaten  aller  Treffpunkte  auf  dieses  neue,  bloß 
parallel  verschobene  Koordinatensystem,  so  stellen  die  Verbindungs- 
linien der  einzelnen' Punkte  mit  dem  Koordinatenursprung  T",,  direkt 
die  totalen  scheinbaren  Punktfehler  und  die  neuen  Koordinaten  die 
scheinbaren  Koordinatenfehler  dar. 

bj  Der  Kernpunkt  eines  Strahlensystems. 

In  der  praktischen  Geometrie  erfolgt  die  analytische  Bestimmung 
der  Koordinaten  einzelner,  in  ein  bestehendes  Dreiecksnetz  einzu- 
schaltender Punkte  am  bequemsten  durch  den  Schnitt  von  Visier- 
strahlen, wobei  es  stets  darauf  ankommt,  aus  den  bekannten  Koor- 
dinaten der  gegebenen  Netzpunkte  und  den  durch  Beobachtung  er- 
haltenen Gleichungen  der  Visierstrahlen  die  Koordinaten  des  Schnitt- 
punktes zu  berechnen. 

Wird  ein  geodätischer  Punkt  z.  B.  vorwärts  eingeschnitten  (2.  Bd., 
>^  22),  so  genügen  zu  dessen  eindeutiger  Festlegung  die  Visureu  von 
zwei  gegebenen  Punkten.  Erfolgt  aber  die  Punktbestimmung  aus  einer 
überschüssigen  Anzahl  von  Festpunkten,  so  liefern  die  Schnittpunkte 
je  zweier  Visierstrahlen  je  einen  besonderen  Ort  des  Punktes,  und 
da  alle  Visuren,  obgleich  sie  nach  einem  gemeinsamen  Zielpunkt  ge- 
richtet sind,  infolge  der  Beobachlungsfehler  an  der  Begegnungsstelle 
im  allgemeinen  nicht  einen  einzigen  mathematischen  Schnittpunkt, 
sondern  eine  fehlerzeigende  Schnittfigur  aufweisen  werden,  so  liefert 
jede  beobachtete  Richtung  eine  lineare  Fehlergleichung,  so  daß  zur 
Bestimmung  der  Koordinaten  X,  Y  eines  Punktes  P  aus  //  Fest- 
punkten oder  eigentlich  zur  Bestimmung  der  Korrekturen  dx,  r)i/,  die 
an  den  Näherungswerten  .r,  //  der  Punktkoordinaten  anzubringen  sind, 
folgende  //  Fehlergleichungen  zur  Verfügung  stehen: 
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wobei  A  —  x  =  d^r,  Y  —  y  =  dii  die  unbekannten  Koordinaten  Verbes- 
serungen, rt;,  hi  konstante  Zahlenwerte  bedeuten  und  /,•  die  direkten 
Beoba('htung:sgr(>ßen  repräsentieren,  deren  Avahrscheinlichste  Verbes- 
serungen V;  sind  (2.  Band,  i?  23).  Gleichgenaue  Beobachtungen  l  vor- 
ausgesetzt, erhält  man  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten 
Ö.r,  öy  nach  den  Grundlehren  der  Ausgleichung  vermittelnder  Beob- 
achtungen unter  Zugrundelegung  der  Minimumsbedingung  [rv]  =min 
aus  den  Normalgleichungen: 

[a  a]  dx  -j-  [a  b\  dy  —  {a  Z]  =  0 
[ab]dx^  [6  6]  dy—[bl]=0. 

Die  hieraus  erhaltenen  Werte  von  dx,  dy  liefern,  in  die  Fehler- 
gleichungen eingesetzt,  die  Verbesserungen  v  der  Beobachtungsgrößen, 
wobei  zur  Kontrolle  der  Rechnung  die  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen : 

[av]=0,  [hc]=0. 

Die  Resultate  dx,  öy  haben  die  Gewichte  ' 

und  die  mittleren  Fehler 


wo    «0    den    mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit,  also  bei  gleichge- 
nauen Beobachtungen  den  mittleren  Fehler  einer  einzelnen  Richtungs- 


beobachtung 


r 

bedeutet.    Die  Genauigkeitsmaße  /it.,,  n,,    stellen 
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die  dem  bestimmten  Punkte  in  der  Richtung  der  Koordinatenachsen 
anhaftenden  mittleren  Koordinatenfehler  dar,  so  daß  der  totale 
mittlere  Punktfehler  bestimmt  ist  durch  die  Formel 

Der  auf  Grund  der  Minimumsbedingung  [rrj=min  berechnete 
Punkt  I\  gibt  die  vorteilhafteste  Punktlage  bei  der  Bestimmung 
durch  Einschneiden  an,  welche  aber  mit  dem  Schwerpunkte  der  fehler- 
zeigenden Figur  oder  mit  dem  Schwerpunkte  der  die  fehlerzeigende 
Figur  bildenden  Eckpunkte  (die  in  Fig.  2  speziell  für  drei  Strahlen 
durch  i.  II,  III  dargestellt  sind)    im  allgemeinen  nicht  identisch  ist. 

Erfüll'  der  Schnittpunkt  eines  Strahlensystems,  den  wir 
als  Kernpunkt  beziichnen  wollen,  die  Bedingung,  daß  die  Summe 
der  Quadrate  der  ihm  entsprechenden  Richtungsänderungen  [er] 


i?   2. 


Fehler  in  der  Ebene. 


ein  Minimum  werde,  so  hat  der  Schwerpunkt  eines  Punktsystems 
der  Forderung  zu  entsprechen,  daß  die  Quadratsumme  der  auf  ihn 
bezogenen  Koordinatenünderungen  |^|)  und  [*/>;|  ein  Kleinstes 
werde.  In  beiden  Füllen  sind  es  aber  die  an  den  direkten  I3eob- 
aehtungsgrößen  anzubringenden  Zuschläge  (Verbesserungen,  F<-hler), 
deren  Quadratsummen  auf  ein  Minimum  gebracht  werilen,  weshalb 
in  dem  einen  Falle  der  Kernpunkt  I\,,  in  dem  anderen  Falle  der 
Schwerpunkt  7o  den  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  defi- 
nierten Minimumspunkt  oder  die  wahrscheinlichste  Punkt- 
lage ergibt*). 

Fig.  2. 


Beide  Fälle  müssen  daher  strenge  auseinander  gehalten  werden 
und  sollen  in  den  folgenden  Untersuchungen  auch  getrennt  behandelt 
werden. 

§  2.  Fehler  in  der  Ebene. 

Die  Messung  der  Länge  einer  Strecke  kann  aufgefaßt  werden 
als  die  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  (des  Streckenendpunktes 
E)  in  bezug  auf  einen  feststehenden  Punkt  (den  Streckenanfangs- 
punkt A)  ohne  Rücksicht  auf  die  Richtung  der  Strecke.  Die  wahre 
Länge  der  Strecke  ^1 K  ist  dann  gleichbedeutend  mit  der  wahren 
Lage  des  Punktes  E  innerhalb  einer  durch  ^1  gehenden  Geraden  und 
jede  Längenmessung  dieser  Strecke  ist  nichts  anderes  als  eine  Ein- 
messung  des  Punktes  E  vom  Anfangspunkte  A  in  einer  und  derselben 
Richtung. 


*)  Vgl.  des  Verf.  Schriften:  .,Cber  die  Prinzipien  der  Ausgleichung.^rechuung" 
in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  UXtT,  sowie  ..Theoretische  und  historische 
Betrachtungen  in  der  Ausgleichungsrechnung"  in  der  Österr.  Zeitschrift  für  Ver- 
messungswesen, 1907. 
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Jede  Messung  wird  nach  dieser  Auffassung  infolge  der  Beob- 
achtiingäfehler  im  allgemeinen  einen  anderen  Endpunkt  liefern.  Wird 
die  Messung  //-mal  wiederholt  und  werden  hiebei  die  t^ndpunkte  A',, 
i7o,  .  .  .  K„  erhalten,  so  stellen  die  Abstände  KE^.  K  E..  .  .  .  EE„  die 
begangenen  Messungsfehler  vor,  welche  positiv  oder  negativ  an- 
zurechnen sind,  je  nachdem  A  E;>  A  E  oder  AE;<cAE  ist.  Die 
lineare  Erstreckung  zwischen  den  dem  Anfangspunkte  A  am  nächsten 
und  am  weitesten  zu  liegen  kommenden  Endpunkten  E„  und  E,,,  inner- 
halb welcher  alle  begangenen  Messungsfehler  sich  ausbreiten  oder 
die  Punkte  E^  bis  E„  zerstreut  liegen,  wird  die  lineare  Streuung 
oder  Streuungsstrecke  genannt;  die  Fehler  selbst  können  dann 
im  Geiste  dieser  Auffassung  als  lineare  Fehler  bezeichnet  werden. 


nri,< 


Soll  die  Lage  eines  Punktes  P  auf  einer  Ebene  in  bezug  auf 
ein  feststehendes  rechtwinkeliges  Achsenkreuz  OX  und  OY  (Fig.  3) 
bestimmt  werden,  so  sind  zwei  unabhängige  Bestimmungsstücke  er- 
forderlich, entweder  die  Polarkoordinaten  q,  o  oder  die  rechtwin- 
keligen Koordinaten  A',  }'. 

Um  zu  den  Punktkoordinaten  zu  lielangen,  werden  auch  in 
manchen  Fällen  die  Koordinaten  geradezu  direkt  gemessen,  wie  es 
beispielsweise  in  der  Schießtechnik  bei  der  F'estlegung  der  gegen  eine 
Scheibe  abgegebenen  Treffer  in  bezug  auf  zwei  durch  den  beab.sichtigten 
Treffpunkt  gehende,  aufeinander  senkrecht  stehende  Achsen  geschieht. 
In  vielen  Fällen  erscheint  aber  eine  direkte  Abmessung  der  Koordi- 
naten teils  unzweckmäßig,  teils  überhaupt  nicht  durchführbar;  so  in 
der  praktischen  Geometrie,  wo  die  Bestimmung  trigonometrischer  Netz- 
punkte auf  indirektem  oder  vermittelndem  Wege  erfolgen  muß. 
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Mö<re  nun  die  PiinktbestimmiinL:  auf  wolchem  We^e  immer  er- 
folgen, stets  wird  infolge  der  BeobachtunLrsfi-liler  jede  Punktbestim- 
mun^^  im  allgemeinen  zu  einer  anderen  Punktlaize  /'',,  I\,  .  .  .  l'., 
führen,  deren  Abstände  von  V  als  die  Bestimmungsfehler  anzusehen 
sind.  Diesen  Bestimmungsfehlern  kommt  zum  Unterschiede  von  den 
linearen  Mossungsfehlern,  welche  nur  das  Merkmal  der  positiven  oder 
negativen  Größe  an  sieh  tragen,  neben  diesem  Kennzeichen  auch  das 
Merkmal  der  innerhalb  der  Ebene  einnehmbaren  Richtung  zu.  Di'i 
Fehler,  welche  sich  bei  der  <-ten  Punktbestimmung  zusammensetzen 
lassen  aus  den  Fehlern  der  Polarkoordinaten  60,,  dö,  oder  aus  den 
Fehlern  der  Parallelkoordinaten  ÖX,,  d}„  werden  als  Fehler  in  der 
Ebene  bezeichnet.  Der  Bereich,  in  welchem  sämtliche  Punktfehler 
sich  ausbreiten,  wird  die  Streuung  in  der  Ebene  oder  Streuungs- 
fläche genannt. 

Den  nachfolgenden  Untersuchungen  wollen  wir  die  Fehler  in 
der  Form  von  Parallelkoordinaten  zugrunde  legen,  die  —  bezogen 
auf  ein  mit  dem  Ursprung  nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte  P  pa- 
rallel verlegtes  Koordinatensystem  —  mit  %-,,  >/,  ('  =  1,  2,  .  .  .  /()  1)e- 
zeichnet  werden  mögen. 

Angenommen,  sämtliche  Punktbestimmungen  hätten  in  der 
i'-Achse  fehlerfreie  Messungsdaten  ergeben,  so  daß  alle  /;  ^=  0  zu 
setzen  wären,  während  in  der  A'-Achse  die  Fehler  ^1,  t,,  ••  •  %»  auf- 
treten, so  gehen  die  Fehler  in  der  Ebene  in  lineare  Fehler  parallel 
zur  Abszissenachse  über  und  ersclieinen  soliin  der  Forin  nach  dem- 
selben Fehlergesetze  unterworfen,  wie  die  linearen  Fehler.  Die  un- 
endlich kleine  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Abszisse  des  zu  bestim- 
menden Punktes  zwischen  den  Wertend  und  £  -j- </|  zu  liegen  komme, 
ist  daher  ausgedrückt  durch  die  Exponentialfunktion: 

Für  die  entgegengesetzte  Annahme,    daß  alle  £  =  0    und  in  der 

Pvichtung  der  Ordinatenachse    die  Fehler  r\^,  ijj, //„    begangen 

worden    seien,    erhält    man    die    Wahrschi-inlichkeit,    daß    der   Punkt 
zwischen  den  Ordinaten  r,  und  i]  -f  <h]  eingeschlossen  sei,  den  Ausdruck: 

}  n- 

Wenn  aber  nach  beiden  Richtungen  hin  Fehler  begangen  wurden, 
welches  ist  dann  der  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit  rp  (^,  tj)  dl  dt}, 
daß  der  zu  bestimmende  Punkt    oder  dessen  Fehler  in  den  ürenzen 
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^  und  ^  -j-  </i  sowie  //  und  //  -p  (hj  eingeschlossen  liege,  also  innerhalb 
des  Flächenelemeutes  (/t..(h]  falle? 

Da  dem  obigen  zufolge  jeder  Einzelfehler  als  die  Resultante 
seiner  Projektionen  auf  die  Koordinatenachsen  aufzufassen  ist,  so  kann 
im  vorhinein  behauptet  werden,  daß  das  Gesetz  der  Fehler  in  der 
Ebene  so  konstruiert  sein  muß,  daß  aus  demselben  für  die  Projektionen 
auf  eine  der  Achsen  das  lineare  Fehlergesetz  hervorgehe. 

Von  einem  ähnlichen,  erweiterten  Gesichtspunkte  aus  kann  auch 
das  Gesetz  der  .Fehler  im  Räume"  betrachtet  werden. 


I.  Absclmitt. 
Theorie  der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume. 


JJ.  Direkte  Beobachtungen. 
§  3.  Die  Form  des  Fehlergesetzes  in  der  Ebene. 

Abgesehen  von  den  unvollkommenen  Versuchen  des  amerika- 
nisclien  Mitbegründers  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  Adrain 
(1808),  war  Bravais  (184(;)  der  erste,  welcher  eingehende  Unter- 
suchungen über  die  Fehler  in  der  Bestimmung  eines  Punktes  in  der 
Ebene  und  im  Räume  angestellt  hat.  Seither  haben  .sich  mit  diesem 
Gegenstande  selbständig  beschäftigt:  Andrae  (1857),  Bienayme 
(1858),  Helmert  (1868),  Schols  (1875),  Jordan  (1888),  Czuber 
(1891),  Kerl  (1908)  u.  a. 

Sabudski  (1898)  und  Kozäk  (1910)  aber  haben  diese  grund- 
legenden Arbeiten  zur  leichteren  Anwendung  in  der  Schießtechnik  in 
geeigneter  Weise  verwertet.  Die  hier  niedergelegte  Analyse  nimmt 
namentlich  die  Arbeiten  von  Schols  als  Grundlage,  während  die 
daran  anschließenden  Untersuchungen  zum  Teile  selbständige  Wege 
einschlagen. 

Sind  a?i,  y^ ;  x.^,  y- ;  •  •  •  •'';-,  y,<  die  durch  direkte  Messung  er- 
langten, mit  zufälligen  Fehlern  behafteten  Koc>rdinaten  der  mit  gleicher 
Genauigkeit  eingemessenen  //  Punkte  und  A',  Y  die  wahren  Werte  der 
Koordinaten  des  zu  bestimmenden  Punktes,  so  ist  mit  Berufung  auf 
die  Regel  des  arithmetischen  Mittels  die  wahrscheinlichste  Punkt- 
lage To  bestimmt  durch  die  Koordinaten: 

_  a?!  -4-  a^a  -| \-  x»  ^  |^]     | 

n  »      ( 

2/1  +  2/2  H h  2/-.       [y] 


cc„  — 


(1) 


2/0 


n  n 
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Die  Form  des  Fchlergosetzes  in  der  Ebene.  ij    3, 


Der  so  bestimmte  Punkt  fällt,  wie  bereits  Cotes  (1700)  hei'vor- 
gL'iioben  hat,  mit  dem  Schwerpunkt  des  Systems  der  beobachteten 
Punkte  zusammen,  wenn  in  den  einzelnen  Punkten  gleiche  Massen 
vorausgesetzt  werden  Den  einzelnen  Punktbeslimmuugen  haften  dann 
folgende  scheinbare  Fehlerkomponenten  an: 


(2) 


;li        Xo  --= 

ih  —  I/o  =  Ul 

Xi        Xo  — 

^2 

y-2     //o  =  n-i 

^C,i         X^) 

-     1« 

11»     Vo  —  '^' 

und  es  bestehen  die  Bedingungsgleicliungen 


(3) 


Die  Abweichungen  |,-,  ^■,  haben  dann  die  Bedeutung  von  Punkt- 
k(jordinaten  bezogen  auf  ein  neues  Koordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung mit  dem  Schwerpunkt  Ty  des  durch  Beobachtung  erhaltenen 
Punkts3'-stems  zusammenfällt  und  dessen  Achsen  T^  |  und  Tq  )]  parallel 
laufen  mit  den  ursprünglichen  Achsen  Ux  und  ü y.  (Fig.  1,  S.  2.) 
Den  folgenden  Untersuchungen  sei  daher  der  Einfachheit  halber  dieses 
neue  Achsenkreuz  zugrunde  gelegt. 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  daß  die  einzelnen  Punktbestimmungen 
die  Fehlerpaare  ^i,  i]i  bis  ^,„  >/„  erzeugen,  sind  ausgedrückt  durch  die 
Funktionen  (p{^i,)]i)  d^ih}  bis  q)  {^,,,i]„)  il^ch]  und  es  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  sämtliche  Fehlerpaare  oder  die  Messungen,  welche 
sie  herbeigeführt  haben,  gleichzeitig  zustande  kommen,  ausgedrückt 
durch  das  Produkt  dieser  Einzel  Wahrscheinlichkeiten,  nämlich: 

W=  cp  (^.,  rii).cp  (§2, ,?,) ...  9)  {^„,  >/„)  .  {d^  drjr  .  (4) 

Wenn  die  Fehler  ^;,  *;,,  wie  hier  vorausgesetzt,  die  Abweichungen 
von  dem  arithmetischen  Mittel  der  beobachteten  Werte  Xi  bis  x„  be- 
ziehungsweise ?/i  bis  y,,,  also  die  scheinbaren  Beobachtungsfehler  nach 
beiden  Koordinatenrichtungen  darstellen,  so  soll  dieses  Produkt  ein 
Maximum  sein.  Da  in  demselben  die  Intervalle  dt  und  dr]  konstant 
angenommen  wurden,  so  erhält  unter  der  Einführung  der  Hypothese 
des  arithmetischen  Mittels  der  veränderliche  Teil  des  Wahrschein- 
lichkeitsausdruckes  W  den  größten  Wert.  Damit  aber  der  Ausdruck 

«JP  (bi,  r]\)-ff  ilj,  Vj)  ■■■^P  (I";  n>d  =  f  C''i  —«0, 2/1  —^0)  •  (P  (a^2  —  a^o,  2/2  —  2/0)  •  •  • 

...(p{Xn  —  Xo,y„  —  yo) 
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oder  dessen  natürlicher  Logarithmus 

.<^  =  l<i  «jT  (i,,  >/i)   1-  ///  (p  {li,  n-z)  +  •  •  •  -r  In  rp  il.,  T},,)        (5) 
ein   Maxinuuu  werde,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

^  -  =  0 

Beachtet  man,  daß  wegen  (2) 

(Irji dr}.2 

daher  allgemein  für  das  i-te  Glied 

^  ^9  y  ih,  nd  ^  ^  ig  y  ih  m)  ([^i  ^ 

9  h/  cp  il;  }p)  ^  ^l;/  cp  (|„  jj,)  dri,  ^ 

so  erhält  mau  durch  partielle  Differentiation  von  (5)  nach  ■x^y  und  t/oj 
uachheriges  Nullsetzen  und  Multiplizieren  mit  —  1 : 

/•\  (S.,  ^i)  4-  F,  {i„ ,?,)  +  •  •  •  4-  i'\  iU  n.)  =  U\  (i,  //)]  -  0  I 
t\  (^1,  nx)-^F,  (^2,  %)  +  •■•-:-  ^^  {^  r„)  =  [F,  (i,  n)]  =  0. )    ^'^ 

Unter  der  Annahme,  daß  die  Koordinaten  des  ausgeglichenen 
Punktes  aus  den  mit  Messungsfehlern  behafteten  Koordinaten  der 
einzelnen  Punkte  nach  der  Regel  des  arithmetischen  Mittels  gebildet 
werden,  muß  sich  die  Form  der  Funktion  (p  (^,  ri)  aus  den  vier  Glei- 
chungen (3)  und  (6)  vollstämlig  bestimmen  lassen.  Da  die  erwähnten 
vier  Gleichungen  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Punktbestimmungen 
Geltung  besitzen,  so  kann  man  durch  Betrachtung  der  einfachsten 
Fälle  leicht  zur  Kenntnis  wichtiger  Eigenschaften  der  Funktionen 
F{t.,yi)  gelangen.  Liegen  nur  zwei  Punktbestimmungen  vor,  so  be- 
stehen nach  (3)  die  Gleichungen : 

b2=  —  VI  '/2  =  — »Jl. 


SSI      ^ 

dl.         ^ 

dxo 
drin 

^  i'j  y  ih  Ui) 

-  F,  (i,  »^•) 

^rji 

—  F2  il,  w), 

womit  die  Gleichungen  (6)  folgende  Spezialisierungen  erfahren: 

Fl  (§1,  »h)  =  —  Fl  {—lu  —  ni 
Fo  {li,  J/i)  =  —  /;(-  ^1,  —  '/i 

welche  Beziehungen  der  Funktion  l'Hrj)  die  Eigenschaft  zuschreiben, 
daß  sie  das  Vorzeichen  ändert,  wenn  dies  auch  bei  den  Variablen 
l  und  )}  geschieht.  —  Betrachtet  man  ferner  den  speziellen  Fall,  daß 


:i,  I      '" 
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i?  :i. 


drei  Punktbestimmuugen    vorliegen,    so    liefern  die  Gleichungen  (3) 
die  Beziehungen: 

^3  =  —  (^1  -i-  ^2)  >h  =  -  -  (»?i  i-  %), 

womit  die  Gleichungen  (6)  folgende  Spezialisierungen  erfahren: 

F,  (^„  )h)  -  F,  (S,,  >/,)  -j-  F,  {-  (i,  -j-  t.^),  -  (,;i  +  ,;,)}  =  0 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft  (7): 


Fr  (^1,  Vi)  +  ^1  (^2,  %)  =  F,  a,  -f  ^„  »a  +  V2)  \ 

F,  a,,  ik)  -f  ^2  (t,  >?-2)  =  F,  (^,  -}-  So, )/,  4-  »^2)  f 


(8) 


Differenziert  mau  die  erste  dieser  Gleichungen  (8)  partiell  zu- 
erst nach  Si  und  dann  nach  ^.y,  so  erhält  man  in  beiden  Fällen  das 
gleiche  Resultat: 


konstant. 


Desgleichen  findet  man  durch  partielle  Differentiation  der  zweiten 
Gleichung  von  (8)  nach  'ii  und  t^  und  der  beiden  Gleichungen  (S)  nach 
//,  und  j^o,  daß  die  betreffenden  partiellen  Ableitungen  konstant  sind. 
Daraus  geht  hervor,  daß  die  Funktionen  Fi  und  F.j  in  bezug  auf  die 
Veränderlichen  S  und  //  linear  sein  müssen.  Man  darf  daher  setzen: 

^1  (^,  v)  =  «11  b  -f  «12  n  +/i 

Fj  (t,  It)  =  a.2i  I  +  «22  V  +./2- 

Da  man  aber  nach  (T)  auch  schreiben  kann: 

«u  b  —  «12  'J  -f-fi  =  -~  (—  «11  ^  —  «12  n  -r/i)  =  «11  b  +  «12  n  —fi, 
so  folgt,  daß /i  —  0  und  ebenso  auch  /2  =  0  ist,  so  daß  man  hat: 


f<lL'  '/ 


^'i'2  '/• 


(9) 


Nun  folgt  aus 

i'  lg  V  (b,  n)  =  -  vt      ^5  H oi; —  ^'n 


(10) 


a 


'V 


;>s 


oder 


^Mffy(|,7,)_c^'^Z^y(^,7?) 


."  s  P 


5'/^'^ 
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daß  durch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  von  (9)  nach  ij  und 
der  zweiten  Gleichung  von  (9)  nach  'S,  <4leiche  Resultate  gewonnen 
werden,  nämlich,  daß  «12  =  «-!    sein    muß,    so  daß  (10)  übergeht   in: 

//  lg  (p  (I, »/)  =  (a,  1  ^    -  r/, ,,  ,j)  di  -\-  (ttj 2 1  -|7  ao2  /;)  dij.     (11) 

ITm  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,  beachte  man,  daß 
nach  (9)  der  erste  Teil  der  rechten  Seite  von  (11)  das  partielle  Dif- 
ferential von  l(/(p{^,tj)  nach  ^  und  der  zweite  Teil  das  partielle  Dif- 
ferential von  l(j(f{^,)i)  nach  tj  darstellt;  integriert  man  daher  den 
ersten  Teil  so,  als  ob  >]  konstant  wäre,  so  folgt  zunächst: 

lg  (p  (^,  7/)  =  "^'  a-  --  «1.  ^  n  -T  ^,  (12) 

worin  //  als  eine  Funktion  von  >/  allein  derart  zu  bestimmen  ist,  daß 
durch  Differentiation  von  (12)  nach  /y  der  zweite  Teil  von  (11)  re- 
sultiert. Macht  man  dies,  so  ergibt  sich: 

«12  5  +  -7-  =  «12  ?  -r  ^22  ']■ 

Hieraus  findet  man    -7— =  «2«'/   und  H=^~rj--}-C,    wobei    C 

eine  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Die  Gleichung  (12)  geht  daher 

über  in: 

«11  ..„   .  ^      .    a.,o 


oder 


lgcp(^,,i)=-^^-r-a,,^,,-}-p,^-f-C 


<p{t,ri)  =  Ke~  "    , 


wenn  t*"^  iT  gesetzt  wird.  Diese  Funktion  ist  das  Fehlergesetz  in 
der  Ebene  oder  nach  einer  Bezeichnung  von  Schols,  das  ..Grenz- 
gesetz". 

Für  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  durch  direkte  Messung  seiner 
Koordinaten  bestimmter  Punkt  innerhalb  des  unendlich  kleinen  Recht- 
eckes d'i,  (Jii  falle,  ergibt  sich  sohin  der  Ausdruck: 

§  4.  Umformung  des  Fehlergesetzes. 

Der  Ableitung  des  Wahrscheinlichkeitsausdruokes  (14),  den  wir 
mit  ir  bezeichnen  wollen,  liegt  ein  Koordinatensystem  zugrunde, 
dessen  Ur.sprungim  Schwerpunkte  des  durch  Beobachtungen  erhaltenen 
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Pimktsystems  liegt  und  dessen  zueinander  senkrechte  Achsen  in  der 
Ebene  eine  sonst  beliebige  Lage  besitzen.  Es  gibt  nun  unter  Beibe- 
haltung des  Koordinaten  Ursprunges  eine  bestimmte,  durch  Drehung 
um  den  Ursprung  herbeigeführte  Achseninge,  bei  welcher  im  Expo- 
nenten des  Wahrscheinlichkeitsausdruckes  w  unter  Einfiihrung  der 
transformierten  Koordinaten  das  Glied  mit  ^  ij  zu  Null  wird.  Schließen 
die  gedrehten  Achsen  T^)  j:  und  7^  1}  in  Flg.  4  mit  den  ursprünglichen 
Achsen  T^t  und  T^i]  den  Winkel  cc  ein,  so  stehen  die  neuen  Koor- 
dinaten y,  l)  mit  den  ursprünglichen  Koordinaten  S,  7]  eines  beliebigen 
Punktes  7'der  Ebene  in  bestimmten  Beziehungen,  die  bekanntlich  durch 
folgende  Transformationsgleichungen  gegeben  sind: 


i'  cos  a  —  \)  sin  cc 


t]  =  i  sin  cc-\-'t)c 


nn  cc    \ 
•ose..  I 


(1) 


Fig.  4. 


Yi)^ 


Der  doppelte  Exponent  von  (14),  §  3,  geht  dann  über  in: 

«11  {i  co>s  a  —  \)  sin  a)-  -f  2  Oi^  (j  cos  a  —  t)  sin  u)  (f  sin  a-{-\)  cos  a)  + 

+  <-t-22  (j  ^in  a  -{-  t)  cos  k)- 

oder  nach  erfolgter  Entwicklung  und  Heraushebung  der  neuen  Koor- 
dinaten : 

{((^  cos-  a  A-  «12  sin  2  cc -\-  a^^  sin-  a)  i"-  + 

-j-  {(«22  —  f'i  1 )  sin  2  a  -\-  2  ai.  cos  2  a)  XJ)  -{- 
-)-    («11  sin-  ex  —  «12  sin  2  a  -\-  «go  cos-  a)  t)-. 

Soll  die  oben  angezeigte  Drehung  derart  erfolgen,  daß  das  Glied 
mit  f  l)  verschwindet,  so  muß  der  Winkel  a  den  Koelfizienten  von 
X  t)  zu  Null  machen,  d.  h.  es  muß  die  Jjedingungsgleichung  bestehen: 


oder 


(«22  —  ''i  1 )  sin  2  «  -p  2  «1^.  cos  2  a  =  0 


(2) 


§  '^. 
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t(j  2cc  = 


2  «jj 


'n 


((.,.. 


(3) 


Zieht  man  in  Erwägung,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Felileig 
mit  der  Zunahme  der  Fehlergröße  abnehmen  muß.  so  müssen  die 
konstanten  Koeffizienten  von  ^-  und  l)-'  notwendig  negativ  sein.  Setzt 
mau  daher 

1 

2 

1 

2 


(«j  1  cos-  a  -\-  «,2  sin  2  «  -j-  a^j  sin-  a)  =  —  hj 
(du  bin-  a  —  «12  *''^i  2  (c  -\-  a-jo  cos-  u)  =  —  h'^ 


(4) 


so  erhält  das  Fehlergesetz  die  Form : 


g:  (£,/,)  =  ürc- ('4  >=  +  ''i)«'''  (5) 

und  es  geht  (14),  ^  3,  über  in: 

tu  =  Ke- (''£ ?''+''fl  ^'>  dl  ch].  (6) 

Um  hierin  f/|  ch]  als  Funktion  von  di  und  cl\)  darzustellen,  bilde 
man  nach  der  Theorie  der  Transformation  eines  Doppelintegrals  durch 
Einführung  neuer  Veränderlichen  (Czuber,  Vorlesungen  über  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung,  11.  Bd.,  1906,  S.  185)  die  Jacobische 
Determinante  der  durch  (1),  S.  14,  gegebenen  Funktionen  S,  ly  und  setze: 

=  {cos-  a  -f  s"?^ «)  dl  d\)  =  dl  ^/t) ; 

damit    erhält  der  Wahr.-^cheinliohkeitsausdruck  /r,    Gleichung  (<i),    die 
Form : 

w  =  K  e-  C's ^'+''0  *»''  dl  r/t).  (7) 


§  5.  Bestimmung  der  Konstanten  K. 

Die  unendlicli  kleine  Wahrscheinlichkeit  /r,  daß  ein  bestimmter 
Fehler  in  der  p]bene  zwischen  den  Grenzen  t,  und  i  -^  dt.  sowie  )]  und 
1]  -|-  d)]  zu  liegen  komme  oder  innerhalb  des  unendlich  kleinen  Flächen- 
elementes d^  <h]  falle,  ist  ausgedrückt  durch: 

w  =  (p  (I, )])  d^d,j  =  Ke-  "'?•  i'+''l »''  r/j; dt}. 

Wird  das  Fehlergebiet  unter  der  Annahme,  daß  Fehler  aller 
Größen   und  Richtungen    möglich    sind,    über    die    unendliche  Ebene 
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ausgedehnt,  so  geht  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Begehen  eines 
Fehlers  in  die  Gewißheit  über,  weil  es  gewiß  ist,  daß  der  eingemessene 
Punkt  irgendwo  in  die  ins  unbegrenzte  ausgedelmte  Ebene  zu  liegen 
kommen  muß,  und  es  bestellt  daher  die  Gleichung: 

— -  op  -—  OD  ■  -  er  jr 

oder  mit  Berücksichtigung  des  Wertes  der  hier  auftretenden  La- 
place sehen  Integrale: 


Daraus  folgt: 

7v  =  y^.  (1) 

Damit  erhält  das  Fehlergesetz  in  der  Ebene  die  Form: 

^(t,,^)  =  Mie-(4i-^  +  S»^),  (2) 

7t 

worin  h^  und  /j,,  die  Bedeutung  von  Genauigkeitsmaßen  der  Punkt- 
bestimmungen in  den  Richtungen  der  Koordinatenachsen  besitzen.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  Beobachtung  in  dem  Flächeuelemente 
f/j  dt)  eingeschlossen  liege,  kann  daher  in  zwei  Teile  zerlegt  werden, 
wovon  der  eine  die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  nach  der  Abszissen- 
achse, der  andere  diejenige  nach  der  Ordinatenachse  bedeutet,  denn 
es  ist 


10  =  bJh.  e  -  ^''l  f  + ''()  »'=)  rff  r/l)  = 


TT 


y  7t  y  7t 

Hieraus  wird  geschlossen,  daß  der  Fehler  einer  Punktbestimmung 
aus  den  voneinander  unabhängig  vorausgesetzten  Fehlerkomponenten 
sich  ebenso  zusammensetzt,  wie  z.  B.  Kräfte,  Geschwindigkeiten  usw. 
Diese  wichtige  Eigenschaft  besitzen  die  Fehler  jedoch  nur  in  bezug 
auf  jenes  rechtwinkelige  Achsenkreuz,  wofür  im  Exponenten  des 
Wahrscheinlichkeitsausdruckes  (14),  S.  13  das  Glied  mit  ^i]  ver- 
schwindet, weshalb  diese  bevorzugten  Achsen  als  Hauptachsen  der 
Wahrscheinlichkeit  bezeichnet  werden.  (Das  Analogon  in  der  Me- 
chanik bilden  die  Hauptachsen  der  Trägheit;  in  der  Schießtheorie 
werden  sie  Trefferbildachsen  genannt.) 
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Die  VVahrscheinlichkoit,  daß  eine  l'unktbestininiun^'-  in  den  Be- 
loich  eines  von  irgend  einer  Kurve  begrenzten  Teiles  der  ebenen 
Vermessungsfläche  falle,    ist  ausgedrückt  durch  das  Doppelintegral : 


W=  ^'  /'  l\-<i'\f  +  S')*)  dl  d% 


worin  die  Inteurationsgrenzen  aus  der  Gleichung  der  begrenzenden 
Kurve  zu  bestimmen  sind.  Es  muß  aber  ausdrücklich  betont  werden, 
daß  die  Geltung  dieses  Ausdruckes  zur  Voraussetzung  hat,  daß  der 
Koordinatenursprung  in  dem  Schwerpunkte  des  beobachteten  l'unkt- 
S3'stems,  welcher  bei  direkten  Koordinatenmessungen  mit  der  wahr- 
scheinlichsten Punktlage  gleichbedeutend  ist,  verlegt  wird  und  die 
Hauptachsen  der  Wahrscheinlichkeit  zu  Koordinatenachsen  gemacht 
werden.  Dann  stellt  auch  die  durch  die  Gleichung  z  =  (p{h,,)])  defi- 
nierte Fläche  die  der  Wahrscheinlichkeits-Kur ve  bei  linearen  Fehlern 
analoge  Wahrscheinlichkeits- Flüche  dar,  welche  dadurch  entstanden 
gedacht  werden  kann,  daß  auf  den  in  jedem  Punkte  der  Ebene  er- 
richteten Senkrechten  die  zugehörigen  Funktionswerte  c  aufgetragen 
werden. 

Um  die  Integrationskonstante  K  als  eine  Funktion  der  kon- 
stanten Koeffizienten  (i^^,  a^.,,  a.,o  darzustellen,  setze  man  die  Werte 
von  Äf  und  Äi,  aus  ij  4,  Gleichungen  (4),  S.  lö  in  den  Ausdruck  (1) 
und  entwickle: 

_       r  («u  cos- cc  4-  ai2sin  2a  -|-  a^o sin^cc)  (an  sin- a  —  Qi-j sin  2a -f-  «22  cos^ a). 

~  2  TT 

Die  Ausmultiplizierung  unter  dem  Wurzelzeichen  gibt: 

(«fi  -{-  a'i,)  sin-  a  cos-  a  -{-  «n  floo  {sin^  a  -f  cos*  a)  —  r/fo  sm^  2  a  — 
—  ^12  (a,j  —  a.2.2)  sin  2  a  cos  2  a. 

Nun  erhält  das  zweite  Glied  wegen 

sin ■♦  u  -\-  cos*  cc  =  (sin'-'  a  -- -  cos-  a)'-  —  2  sin-  cc  cos-  a 

den  Wert  «,,  a^-^  {sin*  a  -}-  cos*  a)  ^^  r/,,  «^2  (1  —  2  sin-  a  cos-a);  das  vierte 
Glied  ist  mit  Rücksicht  auf  (2),  §  4,  S.  14: 

<'i2  ("^'ii  —  «22)  ■''"'"  2  c(  cos  2  fc  =  2  n'ly  cos-  '2c< 
und  die  Summe  des  dritten  und  vierten  Gliedes  gibt: 

—  (nfo  sin-  2a  —  2  af,>  er^.s--^  2  a) -=  —  a?.,  (1  -  -  ros-  2  cc), 

W  e  1 1  i  s  c  li ,  Ausgleichunesrechnung  n.  2 
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folglich  wird  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen: 

(^j,  -j-  «22)" ^iii'-«  cos-a  -\-  an  a^o  {l  —  2  shi^cc  cos^  a)  —  ali  (1  -j-  cos^  2  a)  = 
^-  (^11  4"  <^li  —  ~  "11  ^'-'-•)  *■*'""  ^  <^^*^  ^  —  ^la  '^'os-  2  «  -j-  «11  ajj2  —  "12  = 

=     (^n  —  "22)'  *■'""  2  f'^  —  «12  <"''*'"  2  0:  -|-  «11  a^.^  —  «jo- 
4 

Da  die  zwei  ersten  Glieder    des  letzten  Ausdruckes   mit  Rück- 
sicht auf  (2).  §  4,  den  Wert  Null  geben,  so  erhält  man  schließlich: 

K  ttii  aoo  —  ttja  _ 


K  = 


2% 


(3) 


Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  auch,    wenn   der  Wahr- 
scheinlichkeitsausdruck (14)  des  §  3  beziehungsweise  (7)  des  i?  4: 

wo  im  Exponenten  von  e  aus  bekanntem  Grunde  das  Minuszeichen 
vorgesetzt  erscheint,  in  bezug  auf  l)  zwischen  den  Grenzen  —  00  und 
-j-  00  integriert  wird,  denn  es  ist: 


-'s 


pv 


I 


+  00 


t^) ,/[)  =  K(l^  I  e  -  V  ('•'ui^  +  2"i..£»  +  ".-'»)')  Jt)  = 


=  K 


27t 


«., 


«11  "22  —  «ig 

2o« 


(/j. 
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Vergleicht  man  dieses  Resultat,  welches  die  Wahrscheinlichkeit 
darstellt,  daß  das  von  \)  unabhängig  vorausgesetzte  j:  zwischen  f  und 
j  -|-  ih  falle,  mit  dem  aus  der  Theorie  der  linearen  Fehler  hervor- 
gehenden Ausdruck  für  dieselbe  Wahrscheinlichkeit: 


A 
f^ 


c-^\^-dl, 


so  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  daß 


K-K 


r 


«0-1 


;2         ^^11 '^22" 
*  2« 


a?2 
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und  daher 


K 


KoTu« 


22 


a 


13 


2% 


ist.  In  analoger  Weise  erhält  mun  auch  mit  demselben  A' 

2 

7  2  <^ll"22 ^12 

""         2aii 
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§  6.  Die  Fehlerellipse. 

Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Piinktlago    in    der  Ebene  ist  dar- 
gestellt durch   den  Ausdruck: 

iv  =  f^e~"'U'+''W>di^lt}.  (1) 

n 

Werden  hier  statt  der  Genauigkeitsmaße  h  die  charakteristischen 
Fehlermaße  gemäß  den  Beziehungen: 

1  1  X 


}iY2       ?^V:i        9 

eingeführt,  wobei  u  den  mittleren,  9-  den  durchschnittlichen  und  o 
den  wahrscheinlichen  Fehler  bedeutet,  so  kann  der  Klammerausdruck 
des  Exponenten  von  e  auch  wie  folgt  geschrieben  werden: 

Nun  kann  man  die  Koordinaten  y,  t),  welche  die  komponentalen 
Punktfehler  in  der  f-  und  l)-Achse  darstellen,  durch  geeignete  Aus- 
wahl von  Funkten  derart  variieren,  daß  der  Exponent  von  e  und 
daher  auch  die  Wahrscheinlichkeit  "•  konstant  bleibt,  daß  also,  wenn 
wir  uns  —  wie  dies  in  der  Folge  vorzugsweise  geschehen  soll  — 
des  mittleren  Fehlers  bedienen,  die  Gleichung  besteht: 

worin  k-  eine  positive  Konstante  bedeutet.  Damit  geht  /'•  über  in 

w  =  ~ didü.  (3) 

Gibt  mau  der  Gleichung  (2)  die  Form: 

so  erkennt  man  sie  als  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  im  Schwerpunkte  des  beobachteten  Punktsystems  liegt 
und  deren  Halbachsen  A=/,Uj:Y2  und  B  =  I,U:^Y2  in  die  Rich- 
tungen der  Hauptachsen  der  Wahrscheinlichkeit  fallen.  Da  das  Ver- 
hältnis der  Hauptachsen  J  :  J5  :=  Ur :  (w«  unverändert  bleibt,  wenn  sich 
auch  k  ändert,  so  folgt,  daß  für  verschiedene  Wahrscheinlichkeiten 
die  entsprechenden  Ellipsen  ähnlich  sind,  auch  zueinander  konzentrisch 
liegen  und  eine  ähnliche  Lage    einnehmen.    Die  Ellipsen  (4)    werden 

2* 
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daher  Ellipsen  gleicher  Wahrscheinlichkeit  oder  kurz  Fehler- 
ellipsen genannt.  Alle  auf  einer  Fehlerellipse  liegenden  Punkte  haben 
sohin  gleiche  Wahrscheinlichkeit. 

Die  Fchlereliipsen  sind  Schnittkur  von,  welche  entstehen,  wenn 
die  Wahrscheinlichkeitsfläche  (;5)  durch  eine  zur  ytj-Ebene  parallel 
laufende  Ebene  geschnitten  wird.  Sind  die  Genauigkeitsmaße  in  den 
Richtungen  beider  Koordinatenachsen  gleich,  so  geht  (4)  in  die 
Gleichung  eines  Kreises  über,  nämlich  in 

i-2  -L  ty2  _  (/, ,,  f  2)^ 

und  die  Fehlerellipsen  sind  dann  konzentrische  Fehlerkreise. 

Betrachtet  man  zwei  ähnliche,  ähnlich  liegende  und  konzen- 
trische Ellipsen  mit  den  Parametern  k  und  /.•  -j-  r/A-,  so  ergibt  sich 
die  Fläche  des  Ellipsenringes  (//  durch  Differentiation  der  ganzen 
Ellipsenfläche/  nach  /.-.  Es  ist  f=  ABtt  =  27iii^u^k-,   somit 

df=  4:7t  (i^^i,  k  dk 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Punkt  in  den  unendlich  schmalen 
Ellipsenring  von  der  Breite  dk  falle,  nach  (3): 

''"'"     df=2ke-'-'dk, 
2  JTjaj  Ut, 

folglich    ist  die  Wahrscheinlichkeit,    daß    ein  Punkt    außerhalb  des 
Ellipsenringes  falle, 

'  ke-''dk  =  e-^' 
k 
und  die  Wahrscheinlichkeit,    daß  er  innerhalb    dieses  Ringes    falle, 

Wi  =  l  —  e-'\ 

Da  alle  Punkte,  welche  auf  der  Peripherie  einer  Fehlerellipse 
liegen,  gleichwahrscheinliche  Lage  haben,  so  können  die  Fehlerellipsen 
als  ein  geeignetes  Mittel  zur  Genauigkeitsberechnung  in  der  Be- 
stimmung eines  wiederholt  eingeme?senen  Punktes  dienen. 

Unter  allen  möglichen  Fehlerellipsen  verdienen  einige  charak- 
teristische Ellipsen  eine  besondere  Hervorhebung.  Diejenige  Ellipse, 
für  welche  die  äußere  Wahrscheinlichkeit  der  inneren  gleich  kommt, 
wird  die  wahrscheinliche  Fehlerellipse  genannt.  Für  sie  besteht, 
da  beide  Wahrscheinlichkeiten  zusammen  die  Einheit  bilden,  die  Be- 
dingung: 
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Hieraus  bereclinet  sich  /i%^  =  0-832Ö.'),  und  hiemit 
J^  =  A-j.  »,^2=-  117741»,,  /?j,  =  117741  «„. 

Die  wahrscheinliche  Felilerellipsc  hat  solche  Dimensionen,  daU 
•jO"  „  aller  Punkrbostinimun^eii  innerhalb  und  ebenso  viele  außerhalb 
derselben  gesi-tzmäüig  erwartet  werden  können. 

Diejenige  Ellipse,  für  welche  die  Wahrscheinlichkeit,  dati  ein 
Funkt  in  ihr  Inneres  falle,  rund  68"  ^  beträgt,  oder  welche  GS"  „  allr 
Punktbestimmungen  in  sich  gesetzmäßig  fassen  und  32"  „  derselben 
ausschließen  soll,  kann  im  Sinne  der  Ausführungen  im  i?  17  des 
1.  IJandes  die  mittlere  Fehlerellipse  genannt  werden.  Für  sie  ist 

ir,  =  l  —  e-^/*  =  0-68268,  ir„  =  e-*"«  =0-31732 

/.-,,  =  114784,  .1    =l-62330^ar,  -ß^u  =  1-62330  ^^. 

Analog  definiert  man  die  durchschnittliche  Fehlerellipse 
als  diejenige  Grenzellipse,  welche  rund  58"  o  sämtlicher  Punktbestim- 
mungen in  sich  gesetzmäßig  einschließen  und  rund  42"  ^  ausschlieUen 
soll.  Für  dieselbe  ist 

—  A*  -  A* 

ll',=  l— c      ^=0-57506,  Tr„  =  c      ^==  0-42494 

^•g,^  0-92510,  ^^=  1-30829  Uj,  5(>  =  l-3;>829  u.,. 

Diejenige  Ellipse,  welche  die  Fläche  i  besitzt,  nennt  Bravais 
(1846)  die  Fundamentalellipse.  Für  sie  gilt  die  Bedingung: 

2 --r  «E  ,«p  A^  =  1- 
Die  Fläche  der  mit  dem    allgemeinen  Parameter  A-   versehenen 
Ellipse  nimmt  daher  den  Wert  an: 

wonach  die  äußere  Wahrscheinlichkeit  ausgedrückt  werden  kann  durch 

W„  =€->'}  f. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  wie  rasch  die  äußere  Wahrscheinlichkeil 
mit  der  Vergrößerung  der  Fehlerellipse  abnimmt. 

Aus  den  Fehlerkomponenten  +  J  und  ±1)  einer  einzelnen 
Punktbestimmuüg  ergibt  sich  der  Totalfehler  in  der  Puuktlage  nach 
dem  pythagoräischen  Lehrsatze  aus  m'^=^x.-  -{-).)'-.  folglich  ist  das 
Quadrat  des  mittleren  Punktfehlers  in  der  Ebene,  wenn  die  An- 
zahl n  der  Punktbestimmungen  „sehr  groß"  vorausgesetzt  wird  und 
daher  n  für  n  —  l  gesetzt  werden  kann, 
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or  <r 

Es  sind  aber  die  Quadrate    der  mittleren  Fehlerkoniponenten: 


.-'ä^P-fi-.-,. 


00 

somit  gilt  für  den  mittleren  Punktfehler  der  Satz: 

wonach  der  mittlere  Fehler  in  der  Punktbestimmung  geometrisch 
dargestellt  ist  durch  die  Hypotenuse  des  aus  den  mittleren  Koor- 
dinatenfehlern (Kj  und  fi,,  als  Katheten  gebildeten  rechtwinkeligen  Drei- 
ecks. Konstruiert  man  eine  Fehlerellipse  nach  der  Gleichung 


=  1, 


so  erseheint  der  mittlere  Punktfehler  als  Hypotenuse  des  aus  den 
Halbachsen  ^l  =  (Wj.  und  5  =  ju„  gebildeten  Dreiecks.  Aus  diesem 
Grunde  hat  Helm  er  t  (1868)  diese  Fehlerellipse,  zu  welcher  der  Para- 
meter Ä\  =K0'5  =  070711  gehört  und  für  welche  die  Wahrschein- 
keit,  daß  ein  Punkt  in  ihr  Inneres  falle,  gleich  ]r,  =  0'39348  ist,  als 
.mittlere  Fehlerellipse"  bezeichnet;  wir  wollen  sie  aber,  da  über 
diesen  Namen  bereits  anderwärtig  verfügt  wurde,  und  weil  sie  inner- 
halb aller  übrigen  charakteristischen  Fehlerellipsen  fällt,  sowie  mit 
Bezug  auf  die  Analogie  in  der  Mechanik  nach  Czuber  (1891)  als 
Zentralellipse  benennen.  Diese  Bezeichnung  ist  dann  voll  gerecht- 
fertigt, wenn  der  Koordinatenursprung  auch  wirklich  mit  dem  Schwer- 
punkt des  Punktsystems  zusammenfällt;  ist  dies  aber  nicht  der  Fall, 
oder  haben,  in  der  Sprache  der  Fehlertheorie,  die  Fehler  einen  kon- 
stanten Teil  (§  ti  des  1.  Bandes),  so  tritt  an  die  Stelle  der  Zentral- 
ellipse eine  andere,  auf  den  Koordinatenanfang  bezogene  Ellipse,  welche 
in  der  Mechanik  die  Trägheitsellipse  zum  Analogon  hat. 

„Trägt  man"  (nach  Czuber:  Theorie  der  Beobachtungsfehler, 
S.  370)  „auf  jeder  durch  den  Fehlerursprung  laufenden  Geraden  von 
diesem  aus  eine  Strecke  derart  ab,  daß  die  Koordinaten  i',  l)  des 
Endpunktes,  auf  die  Hauptachsen  bezogen,  der  Gleichung 
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irenüoen,  so  stellt  dieselbe  eine  Ellipse  mit  den  Hauptachsen  der  Wahr- 
scheiuiiclikeit  als  Achsen  dar.  Es  sind  demnach  die  mittleren  Quadrate 
der  Projektionen  des  Fehlers  auf  beliebiue  durch  den  Fehl  rursp  ung 
gezogene  Geraden  durch  die  reziproken  (^ladrate  d(.r  zugehörigen 
Radien  einer  gewif^sen  Ellipse  dargestellt,  für  welche  sich  die  Be- 
zeichnung Ellipse  der  mittleren  Fehler  eignen  würde."  Demnach 
stellt  diese  Ellipse  die  um  90"  gedrehte  Zentralellipse  vor. 

Bezeichnet  man  die  Hypotenuse  des  aus  den  Ellipsenhalbachsen 
gebildeten  rechtwinkeligen  Dreiecks  mit 

11  =  Ya-  -r  ^•-  =  k  f  2  (»2  o-  ^2)  _  1,  Y2M, 
so  hat  man  folgende  übersichtliche  Zusammenstelluns': 


j  Wahrsclieio- 
lichkeit 
Wi 

Parameter 
k 

Hypolemiso 
If 

Bezeichnung 

0-39348 
0-5 

0-57506 
0-68268 

0-70711 
0-83255 
0-92510 
1-14784 

M 

1-17741  M 
1-30829  M 
1-62330  M 

Zentralellipse 

Walirsclieinliche  Fehlerellipse      ! 
Durchschnittliche  Fehlerellipse 
Mittlere  Fehlerellipse 

§  7.  Bestimmung  des  Azimuts  der  Wahrscheinlichkeitshauptachsen, 

Hat  man  zur  Festlegung  eines  Punktes  durch  direkte  Koordinaten- 
messung eine  überschüssige  Anzahl  von  Punktbestimmungeu  vorge- 
nommen, die  untereinander  infolge  verschiedener  Fehlerursachen 
örtlich  abweichen,  und  denkt  man  sich  das  ganze  Punktsj'stem  mit 
seinem  Schwerpunkte  zu  Papier  gebracht,  so  werden  die  Punkt- 
abstände von  irgend  einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Geraden 
in  ihrer  algebraischen  Summe  den  Wert  Null  ergeben,  oder  was  auf 
dasselbe  hinausläuft,  es  wird  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Ab- 
stände ein  Minimum  sein,  d.  h.  für  jede  andere,  zu  der  ersteren  pa- 
rallel verschobene  Gerade  würde  die  betreffende  Quadratsumme  einen 
größeren  Wert  besitzen.  Erfährt  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Gerade  eine  Drehung,  so  wird,  weil  jetzt  die  normalen  Punktabstände 
andere  Werte  erhalten,  auch  die  Quadratsumme  derselben  in  bezug 
auf  die  gedrehte  Gerade  sich  ändern,  sie  wird  aber  im  Vergleiche 
mit  der  Summe  der  Quadrate,  welche  sich  auf  parallel  zu  ihr  ver- 
schobene Gerade  beziehen,  immer  ein  Minimum  bleiben.  Für  irgend 
eine  Lage  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Geraden  muß  daher 
das  Minimum  der  Quadratsumme  dor  Abstände  am  kleinsten,  für 
eine  andere  Gerade  am  größten  sein. 
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Um  diese  besonderen  Lagen  aufzusuchen,  lege  man  dem  Punkt- 
system ein  rechtwinkeliges  Koordinatensj'Stem  mit  dem  Ursprünge 
im  Schwerpunkte  T^  zugrunde  (Fig.  4,  S.  U).  Die  Normalabstände  li,  ?/, 
der  einzelnen  Punkte  von  den  Achsen  T^l  und  l\r]  bedeute;!  dann  die 
scheinbaren  Koordinatenfehler.  Wird  das  Achsenkreuz  in  seinem  Ur- 
sprünge um  den  Winkel  a  gedreht,  so  daß  es  in  die  Lage  Toj  und 
y'ot)  gelangt  und  bezeichnet  man  die  Punktabstiinde  von  den  ge- 
drehten Achsen  mit  i",  und  l),,  so  bestehen  für  jeden  einzelnen  Punkt 

die  Gleichungen: 

I  ^  i"  cos  a  —  l)  sin  u 

j^  =  f  sin  a  -j-  l)  cos  a 

und 

1=       ^cosa-^}]sma    \ 

t)  ^  —  ^  sin  cc  -\-  1]  cos  a.   ( 

Durch  Summierung  dieser  allen  Punktbestiinmungen  entsprechen- 
den Gleichungen  erhält  man: 

fiJ  =        [i]  cos  a  -j-  [jj]  sin  a  =■  0 
[l)]  =  —  [i]  sin  a  -j-  [»/]  cos  a  ==^  0. 

Werden  die  j  aus  den  Gleichungen  (1)  vor  ihrer  Summierung 
quadriert,  so  erhält  man: 

[f  l\  =  [^  'i]  cos-  aA-  \i )]]  sin  2  a  -[-  [)] )]]  sin-  a. 

Um  jenen  Wert  des  veränderlichen  Winkels  a  zu  ermitteln, 
welcher  \ii]  zu  einem  Extrem  macht,  setze  man  den  Differential- 
quotienten dieser  Summe  nach  a  gleich  Null.  Es  ergibt  sich  dann, 
wenn  dieser  besondere  Winkel  mit  «„  bezeichnet  wird, 

'—  =  —  2  [I IJ  cos  «o  sin  «o  -j-  2  [^  j/]  cos  2  «^  -j-  2  [>/  )\\  sin  «^  cos  «0  =  0 

Dasselbe  Ergebnis  bekommt  man  auch  bei  ähnlicher  Behandlung 
der  zweiten  Gleichung  von  (1).  Dividiert  man  Zähler  und  Nenner 
von  (2)  durch  die  Anzahl  der  überschüssigen  Punktbestimtnungen 
n — 1,  so  kann  man  auch  setzen: 

t^2«o  =  -^^-  (3) 

Da  die  Koordinaten  .'„  /y,  durch  direkte  Messung  bekannt  sind, 
so  können  die  scheinbaren  und  mittleren  Koordinatenfehler  nach  den 
Andeutungen  des  §  1,  aj  berechnet  werden,  nämlich 
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u:  = r  » 


Iliezu  rechnet  man  nach  (2)  —  oder  nach  (3)  —  das  Achsen- 
aicimut  av,  und  kann  nun  mit  dessen  Hilfe  die  extremen  Werte  der 
Fehlerquadratsummen  bestimmen  nach  den  Formeln 

U:  ):■  I  =  [I IJ  <^<'-^-  «0  +  [ I '/ 1  « ''n  2  «0  +  [  r,  i] ]8in  -'  a^     j 
[\)\)\=^\ll]i>m-'a^—\lil\>iin2cc^-\-\n^\coH-cc,>.  \  ' 

Mit  diesen  Werten  erhält  man  die   extremen  mittleren  Fehler: 


'  >■       n  —  1  ^"       ?;  —  1 

womit  die  Halbachsen  der  Zentralcllipse  bestimmt  sind. 

Da  der  Gleichung  (2)  zufolge  für  [^  tj]  =  0  der  Winkel  «„  ^  0, 
sowie  [j,iJ  =  [^^J  und  [i)i)J  =  [/pJ  wird,  sa  ist  die  Erfüllung  der  Be- 
dingung für  das  Verschwinden  des  niclitquadratischen  Gliedes  [^  >y] 
das  Kriterium  dafür,  daß  die  betreffenden  Koordinatenachsen  Tq^ 
und  Tq)i  bereits  eine  solclie  Lage  besitzen,  bei  welcher  [^£]  und  {)})}] 
extreme  Werte  annehmen.  Daß  diese  Achsen  sodann  mit  den  Haupt- 
achsen der  Wahrscheinlichkeit  zusamm-'ufallen,  kann  wie  folgt  be- 
wiesen werden. 

Nach  der  Gaußschen  Definition  ist  das  Quadrat  des  mittleren 
Fehlers  in  der  Richtung  der  ^-Achse  bestimmt  durch: 


Substituiert  man  hier  für  h\  den  im  ^  5,  S.  18,  abgeleiteten  Wert 

lg  flu  «22  ~~  ^12 

4  2  ttoo 

so  erhält  man 

/it;  = ^»  (o) 

■5       tti  1  a.,2  —  aü 

und  analog 

^?= '^^^—.--  (^) 


Der  Mittelwert  des  Produktes  ^  i/,  der  mit  u.^  bezeichnet  wurde, 
ist  bestimmt  aus  dem  Integral 


i  /' 


^"-.?  =  ^  /         I  ^'^^ 


Bestimmung  des  Azimuts  der  Wahrscheinliclikeitshauptachsen.  is   7. 


Zerlogt  man  den  Exponenten  von  e  in  die  zwei  Glieder: 

nnd  führt  man  für  K  seinen  Wert  aus  §  5,  S.  18  ein,  so  kann  man 
auch  schreiben : 


ut 


Kaiittjo  —  C(f2 


Setzt  man  in  dem  zweiten  Integral 

ty  2  a-i-,  —  «1^.  ^ 


j;c 


"^^^^L^  =  /,       also     ,= 
y  2  a.,o 


«o-, 


22 


r; 


«-22 


so  wird 


f 


3fli2 


<ij^ 


Es  ist  aber 

l-|-00  Ct\\  (tt*>  —  CT-|« 


—  oc 
C^l  1  <*22         '^*12  / 

2;toi2       "^y  ' 


t  —  <:/i2  b)  *^  "  '^  dt 


ay.,Y2  7C  j. 


Ya^ 


22 


+  CC  «11  «jj—«'^ 


|2g  2«...  ^    (/|. 


/+00  _  CTii  CT^.o—  a'-,o  j2  /»+  " 

|2e  2«..        -^|=/|2,-;- 


l  i2     ;>-  '    ^ 

2M 


2  ;r  «22 


folglich 


^l'?"«!! 


—  «12 


(aii«22  — a?2)^ 


(^) 


Ct22  —  ^'12 

Aus    den  Gleichungen  (5),  (6)  und  (7)    ergibt    sich    durch   Um- 
kehrung: 

f'ii  —    22 2 

—  __J1__ 

<^i'2  2      2  2 


a,.- 


f^h 


12  —     2    2  2 

Durch  Einführung  der  Werte  von  (5),  (G)  und  (7)  in  die  Formel  (3) 
des  §  7,  S.  24  geht  dieselbe  über  in: 


22 


'i?  2  c<o  = -2— ':V  = 


/*4  —  ^^        «n — «22 


(8) 
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welche  Formel  mit  (.'{)  des  i?  4,  S.  15  identisch  ist.  Damit  ist  bewiesen, 
daß  diejeni<^en  Achsen,  für  welche  die  (^uadratsummen  der  Punkt- 
abstände Extreme  sind,  mit  den  Wahrschciidichküitshauptachsen  zu- 
sammenfallen. 

Legt  man  also  umgekehrt  die  Hauptachsen  als  Koordinaten- 
achsen zugrunde,  S(j  erhält  man  die  Quadratsummen  für  ein  anderes, 
um  den  Winkel  a  gedrehtes  rechtwiiik''liges  Achsenpaar  aus  den 
Gleichungen : 

worin  ein  Glied  mit   [j,t}]   nicht  mehr  vorkommt. 

§  8.  Das  räumliche  Fehlergesetz. 

Mit  Berufung  auf  die  ziemlich  ausführlich  entwickelte  Theorie 
der  Fehler  in  der  Ebene  sei  hier  der  Vollständigkeit  wegen  auch 
eine  gedrängte  Darstellung  des  räumlichen  Fehlergesetzes   gegeben. 

Sind  Xi,  11 ;,  :,  die  durch  direkte  Messung  erhaltenen,  mit  zufäl- 
ligen Beobachtungsfehlern  behafteten  Koordinaten  der  mit  gleicher 
Genauigkeit  angestellten  n  Punktbestimmungen  im  Räume  und  A",  Y,Z 
die  wahren  Werte  der  Koordinaten  des  zu  bestimmenden  Punktes, 
so  sind  deren  wahr:?cheinlichste  Werte: 

)i  n  n 

Die  scheinbaren  Koordinatenfehler  sind 


i  =  Xi  —  Xo,  ,;,.  =  ?/,.  — ^0,  ^.  =  Zi  —  Z^„       (2) 


wobei  die  Bedingungsgleichungen  bestehen : 

[g]=0,  [^]=0,  [t]=0.  (3) 

Die  Wahrscheinlichkeit    für    das   gleichzeitige  Zustandekommen 
der  Fehlergruppen  (2),  welche  durch  das  Produkt 

ausgedrückt  ist,  soll  ein  Maximum  sein.  Da  {((lih^d^)"  einen  kon- 
stanten Faktor  darstellt,  so  kann  man  auch  den  Ausdruck 

Sl  =  (7  cp  (§1,  )ii,^i)  -j-  lg  cp  (l,,  }i2,  t)  H -Jgcp  i^n,  ij,,,  t„) 

zu  einem  Maximum  machen.  In  Ausführung  dieser  Operation  erhält 
mau  mit  Hinweis  auf  die  entsprechende  Entwicklung  im  ij  3  die  Be- 
dingungsgleichungen : 
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Du  diese  Gleichungen  mit  den  IJediniluUiren  (3)  oleichlautend 
sein  sollen,  so  schließt  mau  unter  ähnlichen  Erwägungen  wie  im  §  3, 
daß  die  partiellen  Dii'fereniialquotienten  vou  (4)  nach  t.  )j  beziehungs- 
weise ^  konstant  und  die  Funktionen  (4)  selbst  linear  sein  müssen. 
Man  darf  daher  setzen: 


«^(7 

Cfii. 

>i'i)_ 

"n 

^    1 

a,. 

H   ; 

"13 

t 

p^ 

^'^9 

'hi) 

"21 

ffoo 

'/-f 

a.j-_i 

<- 

^ 

C^lfJ 

U)_ 

«;ii 

b     1 

(i-di 

*M- 

"^3 

15) 


wobei  'fi-=«-i,  "i3=«3i,  «23  =  "32  ist.  Folglich  lautet  das  vollständige 
Differential  der  Funktion  /gcp{^,)},^)    mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (5): 

(/  l(j  (f  (i, »/.  fc)  =  («u  5  —  «.2 '?  -{-  «13 1)  '^1  -j- 

-i-  («21  §  -h  «22  '/  +  "23  t)  (h]  -|- 
-j-  («31  ^  ~r  «32  '/  +  «33  t)  <^^, 

woraus  durch  Integration  (vgl.  S.  13) 

/^f  9^  (i,  »y,  ^)  =   2  ^  "'  ^  ''  -1-  -^  ^"  i-  «12  i  '^  -  "i3  b  t  ^  «23 '/  fe  -r  <- 

oder 

qp  (t, »/,  c)  =  A  c  ■ 

erhalten  wird,  durch  welche  Formel  das  Fehlergesetz  im  Räume 
dargestellt  ist. 

Der  Ableitung  dieser  Formel  liegt  ein  Koordinatensj^stern  zu- 
grunde, dessen  Ursprung  mit  der  wahrscheinlichsten  Punktlage  zu- 
sammenfällt und  dessen  zueinander  senkrechte  Achsen  sonst  eine 
beliebige  Lage  im  Räume  einnehmen.  Erteilt  man  dem  Koordinaten- 
S3^stem  unter  Beibehaltung  seines  Ursprunges  im  Räume  eine  ganz 
bestimmte,  auf  S.  32  näher  präzisierte  Drehung,  wobei  die  ursprüng- 
lichen Koordinaten  h,  t],  t  in  die  transformierten  Koordinaten  y,  li,  5 
überi^ehen.  so  erreicht  man  das  Wegfallen  der  nichtquadratischeu 
Glieder  im  Exponenten  von  e.  Hiedurch  erhält  das  Fehlergesetz  die 
Form 

und  die  unendlich  kleine  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  durch  recht- 
winkelige Koordinaten  eingemessener  Punkt  innerhalb  des  unendlich 
kleinen  Parallelepipedes  c/^  (hj  dt  falle,  den  Wert 
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,r  —  (p  (t,  //,  t)  (II  <h]  (lt.  =  K  e  -  <^/$  ih]  (IL 

Da  die  Wahrächeiuliclikeit  eines  FeliliT.s  mit  dorn  Anwachsen  der 
Fehlergr<)ße  abnimmt,  so  müssen  die  Koeffizienten  .1  iiotwendij^  negativ 
sein.  Das  Fehlei'gesetz  erlangt  hiedurch  die  Form 

Analog  der  im  i?  4,  S.  lö  erhaltenen  Gleichung  d^dti  =  rix  d\) 
läßt  sich,  wie  aus  der  Theorie  der  Einführung  neuer  Variablen  in  ein 
dreifaches  Integral  hervorgeht,  beweisen,  daß  auch  die  Beziehung 
(l^(h](l<  =  (Jx'dt\(l^  besteht,  so  daß  ir  übergeht   in 

»•=  A  c     2     *  «     ilx(it)d^. 

Um  zur  Kenntnis  der  Konstanten  K  zu  gelangen,  integriere  man 
die  unendlich  kleine  Wahrscheinlichkeit  ii-  zwischen  den  nach  allen  drei 
Achsenrichtungen  genommeneu  Grenzen  von  — oc  bis  4"^^^!  dann 
ist,  weil  es  gewiß  ist,  daß  der  eingemessene  Punkt  irgendwo  im  un- 
endlichen Räume  sich  befinden  muß, 

J,+  x  ,+  :»  /.+  '«  (YlrY 

e-Hi"  rh:   /  e ->■>'-  dt)  /  e->-l^  t/j  =  ÜT  ^^-  =  1, 

folglich 

und  das  Fehlergesetz  lautet  in  seiner  endgültigen  Form: 

worin  /?j,  Ä,„  /)-  die  Bedeutung  von  Genauigkeitsmaßen  in  den  Rich- 
tungen der  drei  Koordinatenachsen  besitzen.  Man  kann  daher  auch, 
wenn  u,-,  «k,,,  j[t,  die  mittleren  Koordinatenfehler  bedeuten,  mit  Rück- 
sicht auf  die  Beziehungen 

/  1  ;  1  /   -      ^ 

.ajf2  uj2  »,]2 

das  Fehlergesetz  in  folgender  Weise  schreiben: 

^  (^' '/' ^>  =  i7^^ '      -"^     '•""     ''"'  • 

r  8  :r-*  ^  ft„  ft. 

Setzt  man 

V2  H2  i2 

J lJ! L-i2_  =  A-2.  (6) 

2  a2    '2  a2  ^  2  .«f  ' 

>  r  '11  '5 


■ » 
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also 


'^''•"■^^■=fi^ 


,-  i« 


0) 


worin  /.•  eine  beliebige  Konstante  bezeichnet,  so  haben  alle  Punkte, 
deren  Koordinaten  die  Gleichuno:  (6)  befriedigen,  dieselbe  Wahrschein- 
lichkeit und  liegen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung  durch  (G)  gegeben 
ist.  Läßt  man  den  Parameter  />•  variieren,  so  erhält  man  eine  Schar 
von  ähnlichen,  konzentrischen  und  ähnlich  liegenden  Flächen,  welche 
Ellipsoide  darstellen  und  daher  Flächen  gleicher  Wahrscheinlich- 
keit oder  Fehlerellipsoide  heißen.  Ihre  Halbachsen  sind: 

Sind  die  Genauigkeitsmaße  nach  allen  Richtungen  gleich,  so  geht 
(6)  in  die  Gleichung  einer  Kugeloberfläche  über,  nämlich 

Man  kann  nun  den  ganzen  Raum  durch  Fehlerellipsoide  derart 
abteilen,  d;iß  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Fallen  eines  Punktes  inner- 
halb eines  Ellipsoides  zu  der  Wahrscheinlichkeit  für  das  Fallen  eines 
Punktes  auUerhalb  dieses  Ellipsoides  in  einem  bestimmten  Verhältnisse 
zu  stehen  kommt.  Ist  v  das  Volumen  des  Ellipsoides  (6\  dv  die  Volum- 
änderung desselben  bei  der  Änderung  des  Parameters  k  um  dk.  so 
daß  also  dv  das  Volumen  der  von  den  Eilipsoiden  /.■-  und  {k  -j-  dk)'-  ge- 
bildeten Schale  darstellt,  so  ist 


V 


=  -r  ;r  /c^ 


n  ic^  ftj  jii,  ft^ 


J^ 


dv  =  4  Ks  ;r 


/*5  f*ti  ,«ä 


k^dk 


und  die  Wahrscheinlichkeit,    daß   ein  Punkt  in  die  unendlich    dünne 
EUipsoidschale  von  der  Dicke  (/k  falle,  mit  Rücksicht  auf  (7), 

4 
(P  (§,  'h  S)  dv  =  -7=  A--  e  -  '■•'  dk, 


Y^ 


folglich  ist  die  innere  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ellipsoid  k: 


^^'•=ßa, 


£,  rj,  t)  dv  =  :^  pr- . 


Y: 


0 


'-'■■*= r 


dk -^—  k  c ' 

Ytt 


ki 


und  die  äußere  Wahrscheinlichkeit  ir„==l — U',. 

Czuber  hat  in  seiner  „Theorie  der  Beobachtungsfehler",  S.  404, 
einige  Werte    von  M',-  angeführt,    die    wir   hier  wiedergeben  wollen: 
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k 

TT', 

k 

Fi 

k 

Wi 

k 

TT'.- 

Ol 

0-0014 

'    0-6 

0-2181 

1    12 

0-7011 

\    2-2 

09077 

0-2 

0U1U7 

0-7 

()-81()S 

1-4 

0-8824 

!    2-4 

0-9994 

0-3 

0-()3i4 

0-H 

0-4108 

1-6 

U-94»)'J 

2-6 

0-9999 

04 

0-07(i7 

0-9 

0-5119    ' 

1-8 

0-9790 

2-8 

0-9999 

0-5 

()1384 

10 

0-6084 

20 

0-9926 

30 

0-9999 

Dasjenige  Fehlerellipsoid,   für  welches  Wa=W;=:  -    ist,     wird 

das  wahrscheinliche  Fehlerellipsoid  genannt;  es  ist  durch  den 
speziellen  Parameter  k^  =  0-88807  bestimmt.  Seine  Halbachsen  sind 
daher : 


Ar 


h^,V2 


r255iiu 


J-» 


Bp=  1-2559  ;«,„ 


6' 


1-2559  u 


Der  Parameter  des  mittleren  Fehlerei lipsoides  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung  ir,  =  0-6826S  und  derjenige  des  durchschnitt- 
lichen Fehlerellipsoides  durch  11',=  0-57506.  Dasjenige  Ellipsoid, 
welches  das  Volumen  1  besitzt,  führt  nach  Bravais  den  Namen 
Fundamentalellipsoid;    dessen    Parameter    ist    bestimmt    aus    der 


Gleichung 


8f2 


nk^  (1^11^(1^  =  1. 


Das  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  (i^,  ^u,„  (i^  sei  das  Zentral- 
ellipsoid  genannt.  Es  ist  charakterisiert  durch  die  Länge  der  halben 
Diagonale  des  Achsenparallelepipeds,  welche  dem  mittleren  Punkt- 
fehler 

M  =  Y(i^^-\-(ili-(il 
gleich  kommt.  Die  Gleichung  des  Zentralellipsoids  lautet: 


vJ  +LJ  ^W 


2Ä-:=  1. 


woraus   sich  der  Parameter  /•' 


-7^  ergibt  Bezeichnet  man  die  räum- 
\2 


liehe  Hypotenuse  der  drei  Halbachsen  mit 

//  =  YA'-  -f  52  -!-  C'2  =  Ä-K2(a3  +  <tt2-i-;t3)  =  A-  f  2  M, 


so  hat  man  folgende  Zusammenstellunsr: 
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TT; 

0-3170 

0-5 

0-5751 

o-ns27 


0-7071 
0-8881 
0-9654 
1-1603 


H 

M 

1-2559  M 
1-3G53  M 
1-(U()9  M 


Bezeichnung 

Zentralellipsoid 

wahrscheinliches  Fehlerellipsoid 
cliirchsehnittliehes  Fehlerellipsoid 
mittleres  Fehlerellipsoid 


Es  erübrigt  noch  die  Bestimmiiu<i-  der  Richtungen  der  Fehler- 
ellipsoidachsen.  Damit  aus  dem  Exponenten  von  e  des  räumlichen 
Fehlergesetzes  die  Produkte  der  Variabein  verschwinden,  hat  man 
dem  Koordinatensystem  eine  Drehung  um  den  Koordinatenursprung  U 
zu  erteilen,  so  daß  die  ursprünglichen  Achsen  mit  den  EUipsoid- 
hauptachsen  zusammenfallen,  wobei  die  ursprünglichen  Koordinaten 
t,  )j,  t  in  die  neuen  Koordinaten  j:,  l),  3  ti-ansformiert  werden. 

Bezeichnet  man  die  Richtungskosinus  der  neuen  Achsen  U^, 
U)i),  U^  in  bezug  auf  die  ursprünglichen  Achsen  U^,  U%  Ut,  der 
Reihe  nach  mit 

(h,   ßx,    Tr,  f<\u   /^n,    }%  «3'    ßi^    n  (8) 

so    bestehen    nach    der    anal3^tischen  Geometrie    des  Raumes  die  Be- 
ziehungen: 


a- 


/3?  +  y?  =  i 


«?  +  ^?  +  y? 


?■•  =  «i- 1  +  ßi  n  +  3'j-  fe 

(9)  und       l)  =  «„H-/3t,7?  +  y„t 

h  =  cc^i^-  ßi  n^nt 


(10) 


Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  (10),  so 
erhält  man  z.  B.  für  die  erste  derselben: 

+  2r<,r,[|?]-:-2/3,v,['it].  (11) 

Soll  nun  [f  y]  bei  Erfüllung  der  Bedingungen  (9)  einen  extremen 
Wert  erlangen,  so  müssen  die  Richtuugskosinus  solche  Werte  an- 
nehmen, daß  die  Funktion 

[l^]-Hc^^.-\-ßl-^fP 

ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum  wird  (i?  54  des  1.  Bandes);  es 
müssen  daher  die  Bedintrungsgleichungen  bestehen: 


'to'^ö' 


WH] 


ft  i]  % 


j- 


hHl/5H-!l^M"^)r£=o. 
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Analogio  zwiselien  Schwerpunkt  und   Kernpunkt. 
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Hieraus    können    die  l.^nbokannten  «j-,  /j„  ;-,    berechnet  werden, 
wenn  der  hier  eingeführte  Multiplikator  l  aus  der  kubischen  Gleichung 

{U~n        \ln\ 
\nn-i\ 


\n\ 


\U\ 


oder 


=  0 


^-\-'^\U\\ll\\nl\={\ll\-^){n%\'^- 
+  {['P/1  -  A}f|t]2+{fee]-A}|£^j-' 

vorerst  ermittelt  wird,  wobei  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  den 
drei  Wertsystomen  (8)  entsprechen*).  Substituiert  man  diese  so  zu 
erlangenden  Kosinus  in  (11),  so  erhält  man  f;i-;rj  und  in  ähnlicher 
Weise  [l)  l)J  und  [55],  womit  die  mittleren  Koordinatenfehler  in  den 
Richtungen  der  Hauptachsen  berechnet  werden  können,  nämlich 


H=^ 


t*D 


n 


.«ä  = 


Ja  h] 
V  —  1 


'ß.  Vermittelnde  Beobachtungen. 

§  9.  Analogie  zwischen  Schwerpunkt  und  Kernpunkt. 

Die  bisher  angestellten  Untersuchungen  haben  zunächst  nur  unter 
der  Annahme  Geltung,  daß  der  wahrscheinlichste  Ort  der  beobachteten 
Punkte  der  Schwerpunkt  sei.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  daß  die 
wahrscheinlichste  Punktlage  durch  den  Kernpunkt  eines  Strahlen- 
systems bestimmt  sei,  so  sind  wir  zunächst  vor  die  Aufgabe  gestellt, 
zu  beweisen,  daß  bei  der  Veränderlichkeit  der  Koeffizienten  der  Fehler- 
gleichungen 

Oi  X  -\-hiy  —  /,•  ^=  Vi,  {i  =  1   bis  n) 

mit  der  Lageänderung  des  Koordinatensystems  und  der  hiedurch  be- 
dingten Änderung  der  mittleren  Koordinatenfehler  (§  47  des  1.  Bandes) 


^' 


^0 

VF. 

^0 


YTc 


aaA]  r     [«« 


[6  t] 


f*.'/  =  Tä=  = 


f*o 


der  totale  mittlere  Punktfehler 


Ur 


][bb]-[ahr- 

[aa] 
[aa]  \bb]  —  \ab]- 


*)  Vgl.  Czuber:  ..Vorlesungen  iiber  Differential-  und  Integralrecimung", 
2.  Aufl.,  1.  Bd.,  S  324  und  825.  (Bestimmung  der  extremen  Werte  der  Durchmesser 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung.) 

Wel  lisch,   Aiisgleichungsrecluiung  11.  3 


:U 


Analogie  zwischen  Schwerpunkt  und  Kernpunkt. 


>^    ^• 


Jl^^Yul-i-ul  = 


K  =."0 


r        ["  a]  4-  [b  h] 


[aa]  [6  6]  — [a  6]' 


(1) 


Fis.  i'v 


dnvdn  unabhängig-  bleibt.   Um  dies  zu  beweisen,    vollziehen  wir  eine 

Drehung  des  Achsenkreuzes,  dessen 
Ursprung  in  den  Kernpunkt  P^  ver- 
legt sei,  um  den  Winkel  r^-  (Fig.  5).  Es 
gelten  dann  zwischen  den  alten  und 
neuen  Punktkoordinaten  beziehungs- 
weise deren  Korrekturen  x,  y  und  j;,  l) 
die  Beziehungen: 

X  =■■  y  cos  ip  —  ^  sin  t^' 
y  =  5  sin  ^  -f  ^  c^-^'  ^' 

Da  die  Koeffizienten  der  Fehler- 
*  irleichungen  durch  diese  Transforma- 


tion  übergehen  in 

a  cos  tl^  -r  b  sin  t/>  | 
a  sin^}  -\-  b  cosxp  i 


(2) 


und  die  Fehlergleichungen  selbst  in 

Q/ i"  +  6;  t)  —  //  =  Vi,  ('■  =  1  bis  n), 

so  erhält  der  mittlere  Funktfehler  die  Form 

r- 


^y^\ = .«0 


i   loa]  [bb]  — [ab]-' 


(3) 


(4) 


Hierin  ist  mit  Rücksicht  auf  (2): 

[a  a]  =  [a  a]  cos-  xp  —  2  [a  h]  sin  il)  cos  ip  -\-  \h  h]  sin'^  ip  | 
[b  b]  =  [a  «]  sin-  il)  —  2  [a  b]  sin  ■^  cos  xl^-^  [hh]  cos-  xl)   j 

[a  b]  =  \(i  //]  cris-  il<  —  [a  a]  sin  il<  cos  ip  -r-  [b  h]  sin  ij^  cos  ih  —  [a  h]  sin'^  i\    (5) 

Bildet  man  die  Summe  der  beiden  Gleichungen  (i), 

[aa]-[bb]  =  [a«]-[66],  (G) 

so  erkennt  man  die  Gleichheit  der  Zähler  in  (1)  und  (3).  Bildet  man 
den  Ausdruck 

|a  a]  [b  b]  —  [n  b]  -  =  ( \a  a]  [h  h]  —  \u  b] "-)  {>iin'  ip~2  siif-  i'  cos'' i)  -f  cos '  j/-], 

so  macht  man,  da  der  letzte  Faktor  gleich  1  ist,  die  Wahrnehmung, 
daß  auch  die  Nenner  in  (l)  und  (3)  gleich  sind,  folglich  ist 
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d.  h.  der  mittlere  Punktfohler  ist  ein  von  der  Lage  des  Koordinaten- 
systems unabhän^n^^es  Genaui^'keitsmaß,  was  von  den  Fehlerkominj- 
nenten  /tr,  «,/  nicht  behauptet  werden  kann.  Sind  letztere  aber  vom 
Drehunpfswinkel  i/'  abhänt^ig^,  so  muß  es  irjj^end  eine  Lage  des  Achsen- 
kreuzes geben,  bei  welcher  die  Fehlerkomponenten  ihr  Maximum 
und  Minimum  erreichen.  Zur  Ermittlung  des  betreffenden  Drehungs- 
winkels {/'o  differenziere  man  die  veränderlichen  Zähler  der  für  die 
transformierten  Achsen  geltenden  Werte  der  niittl(>ren  Koordinaten- 
fehler, nämlich  die  Zähler  von 

'">■       \aa]\hh]-\abY-^'"-         '"»       [aa][b  h]  —  [ab]-^'  "^ 

oder  die  Summen  in  (4)  nach  i>  und  setze  die  erhaltenen  Differen- 
tialquotienten gleich  Null.  Dadurch  erhält  man 

J9l^}  ^  ._  ([f,  a]  —  [bb])  sin  2  i/;o  4-  2  [a  6]  cos  2  ^-o  =  0 

-~^  =       ( [a  a]  —  [b  b] )  sin  2i<^  —  2  [a  b]  cos  2  if-,,  =  0 

2  [ab] 

Aus  dem  hier  eingeschlagenen  Entwicklungsgange  erkennt  man, 
daß  jene  Achsen,  welche  ft,.,  /it.,  zu  extremen  Werten  (/«j-,  «t,)  machen, 
mit  den  Hauptachsen  der  Zentralellipse  zusammenfallen,  deren  Mittel- 
punkt in  dem  Kernpunkte  zu  liegen  kommt.  Die  Formel  (8)  hat  daher 
mit  der  Formel  (8)  des  ij  7,  S.  25  gleiche  Bedeutung.  Denn  multipli- 

ziert  man  Zähler  und  Nenner  von  (s)  mit  -z — ,  ..,  , ,       .. — r^r  >  so  er- 

[a  a]  [b  b]  —  \ab\- 

hält  man,  wenn  nach  (17),  ij  47  des  L  Bandes,  S.   1*^4, 


!l.r ,  =  [a  6]  -  -p^iy-  =  [«  6  •  1  ] 


und 


VJ^,  "  YWT]       ^"  f      f^'  b\  -^  -  \a  a]  [6  6] 

gesetzt  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Formeln  für  u,.,  «<„  (S.  3;j) 
die  Gleichung: 

welche  mit  der  entsprechenden  Formel  (8)  des  §  7  für  den  Schwer- 
punkt: 
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Analogie  zwischen  Schwerpunkt  und  Kernpunkt. 


§    9. 


/(/  2  «0 


wohl  dieselbe  Form  und  Bedeutimg  hat,  aber  mit  derselben  nicht 
auch  inhaltsirleieh  ist.  weil  in  der  Formel  für  den  Schwerpunkt  die 
mittleren  Fehler 


^H 


_[H]_ 

n —  1 


f*^ 


n—l 


wohl  gleiche  Bedeutung,  aber  nicht  dieselben  Werte  besitzen,  wie  die 
mittleren  Fehler  in  der  Formel  für  den  Kernpunkt: 


f*0 


[a  a .  1] 


2  __   f*0 

^!'~  [bb:\] 


^Xll 


fto 


xij 


[ab  .1] 


Um  für  die  Berechnung  der  auf  die  Richtungen  der  Haupt- 
achsen der  Fehlerellipsen  bezogenen  mittleren  Koordinatenfehler 
bequeme  Formeln  zu  erhalten,  substituiere  man  die  Werte  von  (4) 
in  (7),  so  daß,  wenn  zur  Abkürzung  mit  D  die  Koeffizienten-Deter- 
minante 

D=  [aa]  [bb]  —  [«6]  [ab] 

bezeichnet  wird,  geschrieben  werden  kann: 

~\D  =  [6  B]  =  [a  a]  sin-  xpo  —  [a  b]  sin  2ipo-\-  [b  b]  cos-  rpQ 

-|  Z)  =  [q  a]  =  [a  a]  cos-  ipQ  +  [a  b]  sin  2  t/>o  +  [6  6]  sm^  xlfQ. 

Führt  man  hier  nach  (8)  das  Azimut  4'(j  ein,  indem  gesetzt  wird: 
1  [aa]  —  [bb]  [aa]  —  [bb] 


cos  2  1^0  = 

sin  2  jpQ  = 

cos-  ipo  = 

sin-ip^  = 

[aa]  = 


Yl  +  tg^2  4>,       f  ( [a  a]  —  [6  />]  )^  +  4  [a  6]  2 
1  2  [a  b] 


W 

_  2  [ab] 
Y\-^cotcf-2iPc>~y{Vici]  —  [J>  b\y-  ^  A:[abY~    ^^' 

1  4-  cos  2  ^0  _  ^^  +  [«  «]  —  [^b] 
2  "~  2\V  ~ 

1  —  cos  2  ^0 11 '  —  [a  a]  -|-  [6  6] 

Z  ^  2W 

[aa]-^[bb]^W 


fb&]  = 


[aa]  -I-  [hh]  —11 


—  j 


so  resultiert  endlich: 
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.,  _    .  [aa]-\-\l>h\'     W  „         ,  [a  a]  -j-  [b  b]  +  W 

's  ~  ^'        2Z>        '  ^  -  N        2Tr 

^'    —  ^ -r  .",•;  — >"..        —jy 

Da    zwischen    den    mittleren  Koordinatunfehleni    und  ihren  ex- 
tremen Werten  die  Beziehungen  bestehen: 

(';  =  §['''')  f^^^l«"! 


SO  folgt: 


Yibh]  ]r[aa] 


Für  den  Winkel  i^o  ergeben  sich  aus  (8)  zwei  Paare  von  Lösunt,^en: 

^•o»  ^0  +  ^0"  beziehungsweise  i/^o  +  ISO»,  ,^(,-[-270", 

wovon  eines  dem  Minimum  und  das  um  90''  verschiedene  dem  Ma- 
ximum des  einen  oder  des  anderen  Koordinatenfehlers  entspricht, 
und  zwar  dient  zur  Entscheidung  hierüber  die  Hegel,  daß  bei  stets 
positiv  genommenem  Wurzelausdrucke  11'  das  Minimum  zu  i/'o  und 
das  Maximum  zu  1/^0+ 9*^*'  gehört.  In  welchem  Quadranten  2x1'^  zu 
liegen  kommt,  richtet  sich  nach  der  folgenden  schematisch  darge- 
stellten Vorzeichenanordnung  im  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  («): 

i=-4^>      ii=— t-,     111=-^,     iv=  "~ 


_i.  -  -  + 

Dieselben  Regeln  gelten  auch  bei  der  Formel  (8)  des  ^  7  für 
den  Schwerpunkt. 

Nicht  unerwähnt  mag  bleiben,  daß  in  der  Formel  (8)  dieses 
Paragraphen  statt  der  Koeffizienten  der  Normalgleichungen  auch  die 
Gewichtskoeffizienten  eingeführt  werden  können.  Setzt  mau  nach  (17) 
des  ^  47,  I.  Band,  S.  184: 

Jr[aa]  =  [ßß]n 
—  [ab]  =  [a  ß]  D 
+  [6  6]  =  [««]A 
so  erhält  (8)  die  Form: 

.    .  2  [aß] 

[a  a]  —  [ß  ß\ 


11  o 


Die  redale  ilor  Ellipse. 


i?    10. 


§  10.  Die  Pedale  der  Ellipse. 

Sind  iu  F'ig'.  6  7'„  ^  und  Tq  i]  die  der  Berechnung  und  Ausgleichung- 
direkter  Beobaclitungen  nach  dem  Prinzip  des  Schwerpunktes  zu- 
grunde gelegten  Koordinatenachsen,  und  entsprechen  die  zugeord- 
neten niitilereu  Koordiuatenfehler  den  Achsenstücken 


T  V 


/*.- 


TJV 


inn] 

V  —   1 


/   [U] 

sind    ferner    die    um    irgend  einen  Winkel  a  gedrehten  Achsen  7],  ^' 
und   7o  */  und  die  zugehörigen  mittleren  Koordinatenfehler 

Fig.  6. 

^1  ^ 


T„V'  =  ^i.,= 


f  [r  r] 


n 


Tq  W  =  fX^, 


bi  n'] 

n  —  1 


und  endlich  die  um  den  ausgezeichneten  Winkel  a^  gedrehten,  mit 
den  Hauptachsen  der  Zentralellipse  zusammenfallenden  Achsen  TqI 
und   7|j  l)  und  die  entsprechenden  mittleren  Koordinatenfehler 


T,^  =  ii,= 


Ml 

n—\ 


r,m  =  (i,= 


ML 

7i  —  l 


so  ist  der  von  der  Lage  des  Koordinatensystems  unabhängige  mitt- 
lere Punktfehler: 

Dividiert  man  die  Gleichungen  (9),  §  7,    S.  27  durch  n — 1,    so 
erhält  man  für  cc  =  Uo' 


i*l  =  ^l  C06-2  «„  -;-  ^uj  siii^  «„   ) 


(1) 


§  1". 


Die  Pedale  der  Ellipse 
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Addiert  num  diese  (ileieiiuugcu,  so  entsteht  das  liereits  bekannte 
l{esuitat: 

M^  =  }q-^f^,  =  i^-Li^  (2) 

oder 

ti  —  1  n  —  1 


.1/ 


Dasselbe  besai,'-t,  daß  die  mittleren  Koordinatenfehler  in  l)ezug 
auf  irgend  zwei  zu  einander  senkrechte  Achsen  die  Katheten  von 
rechtwinkeligen  Dreiecken  bilden,  deren  Hypotenusen  eine  konstante 
Länge  besitzen. 

Dieselben  Verhältnisse  bestehen  auch  für  den  Fall  der  Aus- 
gleichung vermittelnder  Beobachtungen  nach  dem  Prinzip  des 

Fig.  7. 


9 

w 

A 

^^ 

^f^" '~         """-^^ 

\^^ 

M 

/  / 
/  / 

.^--^ 

1                      ^„^ 

//v 

1                ^,0^"'''^ 
1         ^^^'^ 

0 

NN 

\         £0^ — 

+  x 


Kernpunktes.  Nur  tritt  dann,  wie  in  Fig.  7  dargestellt,  an  die  Stelle 
des  Schwerpunktes  7'„  der  Kernpunkt  7^,  und  es  erhalten  die  oben 
erwähnten  Elemente  folgende  Bedeutung: 


l\^  —^Uj.  — ,u„ 

f  [6  6] 
D 

/:  11- -«,-«„ 

7^,Sß_^a,_,ao 

f  [6  b] 
D 

1\  SS  -  u„  -  «„ 

r- 


\a  a\ 
D 

Mi 


oder 


\Fs  =  ."y  ^oa-  it'o  -r  ,uj  nhi^  i'^,  \ 
ft;  =  ii-^  sin-'  1^0  +  ^l  (^os-  i\y  f 


(3) 

(4) 
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Dio  Pedale  der  Ellipse. 
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r 


worin    lio 


^*'  ^'J    den  mittleren  Richtunjjsfehler  bedeutet. 


]    n  —  u 

In  beiden  Fällen  bilden  aber  die  extremen  mittleren  Koordi- 
natenfehler iij:,  a„  die  beiden  Halbachsen  .1,  B  der  Zentralellipse. 

Alle  Punkte  V,  V\  '-l\  .  .  .  sowie  H'.  11  ",  'ifö,  .  .  .  liegen  in  einer 
nach  beiden  Hauptachsen  der  Ellipse  sjmimetrischen  Kurve,  der  so- 
genannten Fußpunktskurve    oder  Pedale    der    Ellipse,    welche 

Fig.  8. 

*9 


als  der  geometrische  Ort  der  Fußpunkte  aller  aus  dem  Ellipsenmittel- 
punkte auf  sämtliche  Ellipseutangenten  gefällten  Lote  definiert  ist. 
Ihre  Konstruktion  ist  mit  Hilfe  der  sie  analytisch  ausdrückenden 
Gleichungen  (1)  oder  (3)  möglich  und  kann  mit  Hilfe  von  (2)  be- 
ziehungsweise (4)  kontrolliert  werden,  weshalb  sie  in  Anwendung  auf 
die  Fehlertheorie  auch  als  die  „Kurve  der  mittleren  Koordinaten- 
fehler" bezeichnet  werden  kann. 

Bekanntlich  findet  man  irgend  einen  Ellipsenpunkt  E  mit  Be- 
nützung der  beiden  über  den  Ellipsenachsen  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreise  (Fig.  8),  wenn  ein  beliebiger  Radius  mit  den 
beiden  Kreisen  in  C  und  2)  zum  Schnitt  gebracht  und  DFWO)!),  so- 
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wie  (r  E\\  Of  gemacht  wird;  der  Schnitt  K  der  beiden  Geraden  I)  J' 
und  (r  E  ist  dann  ein  Punkt  der  Ellipse.  Denn  es  sind,  wenn  f,  ^  die 
Koordinaten  von  E  darstellen,  die  Parametergleichungen  der  Ellipse: 

^  =  O  D  .  coü  q)  ^^  A  CO«  (p  \ 

t^^OC  .  sin  rp  =  B  s!n  cf  f  ^°' 

und  daher  die  Mittelpunktsgleichung  derselben: 

Quadriert  man  die  beiden  Gleichungen  (5)  und  addiert  sie  so- 
dann, so  wird 

f  +  V)^'  =  J2  coa-  cp^B^'  sin'-  cp  =  ÖE^  (6) 

oder  mit  Bezug  auf  (1)  beziehungsweise  (3): 

^2  cos2  (p  ^  ^l  sin'-  (P  =  f^l,  (7) 

d.  h.  der  durch  den  Zentriwinkel  rp  gegebene  Punkt  E  der  Ellipse 
hat  von  O  denselben  Abstand,  wie  der  demselben  Winkel  cp  entspre- 
chende Punkt  P  der  Pedale.  Schlägt  man  also  —  nach  einer  von 
Hauptmann  Exner  angegebenen  Konstruktion*)  —  einen  Kreisbogen 
mit  0  als  Mittelpunkt  und  OE  als  Halbmesser,  so  schneidet  derselbe 
den  Radiusvektor  0  D  in  dem  Punkte  P.  Für  jeden  beliebigen  Punkt 
Q  der  Pedale  muß  der  Radiusvektor  0  Q  senkrecht  auf  der  Tangente 
EQ  stehen. 

Die  Gleichung  (6)  oder  (7)  in  der  Form 

A^  cos^  (p  ^  B"^  sin^  (p  =  li~^  (8) 

gibt  den  mittleren  i'unktfehler  «g;=  0E^=  OP  in  der  Richtung  cp  an, 
wenn  .1  und  B  die  Halbachsen  der  Zentralellipse  oder  die  extremen 
mittleren  Koordinatenfehler  bedeuten  und  q)  von  der  großen  Halb- 
achse -1  aus  gezählt  wird. 


.  §  11.  Beispiel. 

(Gegenüberstellung  von  Kern-  und  Schwerpunkt). 
1.  Fall.  Der  Kernpunkt. 

Zur  Bestimmung  der  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
seien  folgende,  nach  der  allgemeinen  Form 


*)  Vgl.  J.  Kozäk:    „Theorie    des    Schießwesens    auf    Grundlage    der  Wahr- 
sebeinlichkeitsreehnung  und  Fehlertheorie.  I.  Teil.  VI.  Abschnitt,  Punkt  22. 
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I?eispiol. 


i?    11- 


«  du;  +  b  Öl/  -4-  IV  =  0  *) 

gebauten,  yleichj^ewichtigen  Vermitthmgsgleichuugen  gegeben  (>?  24): 

-f  51-2  ö.r          10-3  d//-j- 1-3  =  0 

+  70-4  23-6  —1-7  =  0 

4-  538  -r     61-5  -j- 0-8  =  0 

—  il'S  4-     63-5  --2-5  =  0 


114-2 


—  182-1 


0-7  =  0. 


Ilieriu  bedeuten  d.v,  öy  die  an   den  Näherungskoordinaten  :r,  // 
des  zu  bestimmenden  Punktes    anzubringenden  Korrektionen.    Diese 

Fig.  y. 


Im  Maße  2'.,  der  Xatur 


•i-X 


fünf  Gleichungen  sind  die  auf  ein  rechtwinkeliges  Achsensystem  mit 
dem  Näherungspunkte  {x,  y)  als  Ursprung  0  (Fig.  9)  bezogenen 
Gleichungen  von  fünf  Geraden,  deren  10  Schnittpunkte  1  bis  10  den 
mit  zufälligen  Beobachtungsfehlern  behafteten  Punktbestimmungen 
entsprechen.  Für  die  wahrscheinlichste  Punktlage  Q  erhält  man  aus 
den  Normalgleichungen : 

2521  9  (JiC -f- 2261  6  d// -f  173  =  0 
22616  0.^+41637  0?/—    36  =  0 


*)  Hier  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  iu  der  „österreichischen  Ver- 
messungsinstruktion"  —  l  =  tc  gesetzt. 


§    H 


Doispiel. 


4;] 


die  auf  den  Urspruu;^  <>  bezo^^eneu  Kourdinatenkorrektionen 
Öx,,  =  —  0-0149  d//y  =  -|-  0-00H9. 

Damit  erliält  muu  die  Verbesserunijen   r: 


n   d.r      +      A   Ä.'/      +          W       - 

=               V 

V  >• 

-0-763  ■  -0-01(2 

+ 1:< 

+  0-44 

01!)36   1 

-  1049 

+  0-210 

-1-7 

-2-54 

6-4516   1 

-  O-802 

-1-  0Ö47 

+  0-8 

+  0  55 

0:i!)2.'. 

+  0-615 

+  0-565 

-2-5 

-  1-32 

1-7424 

+  1-702  1  -  1-621 

-0-7 

-0  62 

1  '•  ^-J ' 

0-3«44 

=  9074:) 

und  den  mittleren  Fehler  einer  einzelnen  Richtungsbeobaclituno-: 

[vv]         ir  9-0745 


^0  = 


=  4-  1-7392. 


n  —  u       Jl     5  —  2        — 
Mit  Hilfe  der  Normalgleichungskoeffizienten  erhält  man: 
IJ  =  [a  a]  [b  b]  —  [a  b]-  =  538  560  047 


i^o 


.u;  =  ^  [b  b]  =  00002  3386, 


»2  =  '^  \a(.i\  =00001  4164, 
J/2  =  »2  -{-  «2  =  0-0003  7550, 


u^.  =  0-0153, 

u,,  =  00119, 
J/=  00194, 


ig  2  iU)  = 


2  [ab] 


4-45232 


[aa]  —  [bb\  —16418 

2  ^„  liegt  im  II.  Quadranten,  folglich  ist  2  i^o^=  109^' ö7' 

t^o=    54"  59'. 

Es  ist  ferner:   IT  =  V{[a  a]  —  [b  b]y  +  4  [a  6]^  =  +  48119 
Die  extremen  mittleren  Koordinatenfehler  sind: 


,,■!  =  ^'  [b  b]  =  0-0000  5262 
^«•jj  =  ^'  [a  a]  =  0-0003  228s 


I,.  =  0-0073 


«„  =  0-0180. 


Der  mittlere  Punktfehler   ist    übereinstimmend  mit  dem  ersten 


Ergebnisse: 
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J/-  =  ^-'-|-([,-j  =  00003  7550  37=00194. 

Zu  dem  Azimute  to  =    54"  59'  gehört  das  Minimum  |Uj=  0-0073 

i/-o  +  90"^  144"59'        „  ,     Maximum  ju„  =  00180. 

Für  die  charakteristischen  Fehlerellipsen  ergeben  sich  folgende 
Dimensionen: 

Zentralelhpse 1=00073  J5  =  00180 

wahrscheinliche  Fehlerellipse     ....              0-0085  0-0211 

durchschnittliche  Fehlerellipse  ....              0-0095  00235 

mittlere  Fehlerellipse 0-0118  00291 

Fuudamentalellipse 0-3585  0-8880. 

Die  letzteren  Maße  ergeben  sich  aus  der  Bedingung: 
kf=y =  34-9700 

. ij-  =  kf  uj  f  2,  B,  =  kf  ;i„  V2. 

In  der  Fig.  9  sind  der  Fteihe  nach  die  Zentralellipse,  die  wahr- 
scheinliche, durchschnittliche  und  mittlere  Fehlerellipse,  sowie  die 
im  §  13  berechnete  Grenzellipse  zur  Darstellung  gebracht. 


2.  Fall.  Der  Schwerpunkt. 

Angenommen;  es  seien  dieselben  10  Schnittpunkte  des  1.  Falles 
nicht  durch  vermittelnde  Beobachtungen,  sondern  auf  direktem  Wege 
durch  Abmessen  der  Koordinaten  erhalten  worden,  wobei  sich  fol- 
gende (in  Wirklichkeit  aus  den  5  Vermittlungsgleichungen  durch 
Kombination  je  zweier  dieser  Gleichungen  auf  analytischem  Wege 
berechnete)  Werte  ergeben  hätten: 


Schnittpunkt  1  .  .  . 

dx—  — 0-0068 

öl/  — -r  0-0924 

2  .  .  . 

00238 

—  0-0078 

3  .  .  . 

—  0-020(f 

-f  0-0263 

4  .  .  . 

—  0-0232 

4-0-0107 

5  .  .  . 

+  0-0403 

0-0483 

(i  .  .  . 

+  0-0090 

-- 00452 

7  .  .  . 

—  0-0322 

—  0-0240 

8  .  .  . 

—  0-0343 

—  0-0170 

9  .  .  . 

—  0-0370 

—  0-0194 

10  .  .  . 

—  0-0338 

—  0-0174 

Schwcipuukt     ^1 


öxa  =  —  0-0097 


dyA=  T  001(i4. 


J?  11- 


Beispiel. 
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Hieraus  erhält  man  durch  einfache  Mittelbildunt!:  die  Koordinaten 
öxa,  dij,i  des  Schwerpunktes  .1  und  damit  diu  scheinbaren  Koordi- 
natenfehlor : 


1  =:  Sxi  —  8.1- A 

\ 

V  =  ^!/i  —  S'JA 

u 

';»/ 

^>i 

+  0-0029 

+  0-0760 

841 

577  600 

+  22  040 

—  0-0141 

-  0  0086 

19  881 

7  396 

+  12  126 

—  00108 

+  0-(X»99 

10  609 

9  801 

—  10  197 

-  0-0135 

—  0-0057 

18  225 

3  249 

4-  7  695 

+  0-OJOO 

—  00647 

250000 

418  609 

—  323  500 

4-  0-0187 

+  ()-0288 

34  969 

82  944 

+  53  856 

+  0-0419 

-  00404 

175  561 

163  216 

-  169  276 

—  0-024'i 

+  0-0006 

60  516 

36 

-   1476 

-  00278 

-1-  00030 

74  529 

900 

—  8191) 

—  00241 

4-0-(MllO 

ÖS  0^1 

10  t 

2  410 

—  OOO04 

—  0-1  »OD  1 

708  212 

1  268  böl 

—  419  882 

Ferner: 


/^  2  «ü  = 


2  [^  n] 


838  664 


[U]-[nn\         —560  639 

2ßo  liegt  im  III.  Quadranten,  folglich  ist  2  «0  =  236"  14' 

a=  11 8"  07'. 


Es  ergibt  sich: 

[ll\         0-00703212 


^ 


^       n  — 1  9 


0-0007  8135, 


«.  =  00280. 


\nn\         0-01263851 
ft2  =  _LLJLL  = _ =  00014  0428, 


n 


»„  =  00375, 
19  '  '  »7 

.1/-'  =  ^at  -f-  u2  =  0-0021  8563,  3/=  0-0468. 

Die  extremen  mittleren  Fehler   ergeben    sich  wie    folgt.    Es  ist 
nach  (4),  §  7,  S.  25: 


[5j]  =0-0148  7913, 


[t)t)]  =0-0047  9150. 


daher 


^^ 


Ml 

n  -  1 


=  00016  5324, 


^«j  =  00407, 


«2  =  iHl-  =  00005  3239,  u„  =  0-0231, 

"       n  —  1 


und  zur  Kontrolle:  3/-'  =  ^u2  + ^2  =  0-0021  8563,  il/=0-0468. 

Zu  dem  Azimut  «0  =  118007'  gehört  das  Minimum  «„  =  0-0231, 

„        «0  — 90«^=    28»  07'        ,  .    Maximum  Ur=0-04O7. 
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Eine  Vergleichung  der  in  beiden  Fällen  erhaltenen  Ergebnisse 
läßt  dieselben  —  angefangen  von  den  Koordinaten  der  wahrschein- 
lichsten Tunktlageu  bis  zu  den  Elementen  der  Fehlerellipsen  —  als 
durchaus  widersprechend  erscheinen.  Um  zwischen  beiden  Berech- 
nungsweiseu  Übereinstimmung  zu  erzielen,  d.  h.  um  vermittelnde  ße- 
übachtungen  so  auszugleichen,  wie  wenn  sie  direkte  wären,  ist  es 
notwendig,  im  2.  Falle  ,. Koordinatengewichte"  einzuführen. 

§  12.  Koordinatengewichte. 

Bei  vermittelnden  Beobachtungen  hat  man  die  Unbekannten  r, 
//  der  Fehlergleichungen 

«,- x -|- />,?/  —  /,  =  ?v  (/  =  !,  2,  .  .  .  ?/) 

aus  den  Normalgleichungen 

[a  a]  X  -\-  [ah]y  —  [a  /]  =  0 
[ah]x—[hb\y—[b]]=0 

zu  berechnen  und  erhält  hiefür: 

_  JMJ^^J  —  [g  6]  [b  l]  _  [g  a]  [b  l]  —  [a  h]  [gl] 

^'  ~  [a  a]  [b  b]  —  [g  b]  [a  b]'  -^  ~  [a  a  [[6  6]  —  [a  b][a  b]  ' 

Löst  man  einerseits  dieSummenklammern  auf,  so  erhält  man  für  .>•. 
{bl+bl-^...){a,l,-[-a,l2-^--)-{oA+a,b,-{-...){hJ,-^b,U-]-..^) 
^-  (af  +  a|  +  ...)(6?  +  6i+--)-K&i  +  «e&2  +  ---)^ 

Wird  ausmultipliziert,  reduziert  und  in  Faktoren  vereinigt,  so 
entsteht: 

_      (gi  6..  —  ciz  bj)  {S.J  li  —  bi  /■>)  --  (ai  63  —  gg  61)  (63  Zi  —  6^  4)  -j 

^-  {a,b,  —  a,b,Y^{a,b,  —  a,b,Y-^... 

Berechnet  man  anderseits  aus  je  zwei  Vermittlungsgleichungen 
die  Koordinaten  der  betreffenden  Schnittpunkte,  so  erhält  man  z.  B. 
aus  den  Gleichungen 

gi  »■  -T  'hy—h^^^ 

das  Wertepaar: 

b.^  l^  —  61  A.  a^  l.y  —  Uo  ?i 

'^■^       r^i  62  —  gj6,  "*  "       gjig  —  «2''! 

oder  aus  den  Gleichungen: 

ayx   ybiy—li  =  () 

«3  X  -\-hy  —  h  =  ^ 


ij    13. 


Knui-diiiMtoiiijcW!'  Iito. 
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das  Wertepaar: 


.V 


hli 


-  ^  /. 


1  -3 


a,  63  —  a..hi 
usw.  Setzt  iiian  der  Kiir/.e   woffen: 


.'/1.3 


g,  ^3  —  gg  /, 

Ul  63  —  «3/^1 


<h  /-'s  -   "3  ^1  =  ^i 
«.1  h^i  —  a-i  hc,  =^  7t» 


:) 
.  3,    USW. 

so  läßt  .''ich  der  obige  Ausdruck  für  r  wie  folgt  umschreiben: 


71, 


X^ 


^2.3 


^1  .  2  +  ^1  . 3 

Analog  erhält  man  für  y: 

^i.zVx.i  +  3^1.3  2/1.3  -T^-i-z  yi.3  + 


y  = 


3^1 . 1'  +  3f  1 . 3  +  Jr^ 


•  3 


Die  aus  vermittelnden  Beobachtungen  berechneten  wahrschein- 
lichsten Werte  der  Unbekannten  gehen  daher  auch  aus  der  Regel  des 
allgemeinen  arithmetischen  Mittels  hervor,  wenn  die  Koordinaten- 
gewichte 7t  in  Rechnung  gestellt  werden.  Dieser  Satz  wurde  zum  ersten 
Male  von  Jacobi  (1841)  in  Grelles  Journal  ganz  allgemein  in  Deter- 
minantenform mitgeteilt. 

Die  Erprobung  dieser  Regel  sei  an  dem  Bei-spiel  des  §  11,  2.  Fall 
durchgeführt;  wobei  die  Koordinatengewichte  durch  10000  gokürzt 
eingeführt  seien.  IMan  hat: 


■n 

nSx 

nSif 

37         -    0-25 

137         —    3-26 

80         —    1-60 

1102         —  25-57 

94         -f    8-79 

296         -r    2-66 

1025         -f33(>l 

855         - 12-18 

;         77         -    2-85 

21S2         -  73-75 

+  3-42 
+  1  07 
+  210 
-f  11-713 

-  4-54 
+  13-3«  ' 

—  24-60 
+    6-04 
-f    1-4«)  i 
-^-  37-!l7 

."):j85 

—  su-oo 

+  4S12 

1 

Ö.r,,^ 


\7t  da-] 


=  —  0-0149, 


dlfn 


-f  0-0089, 
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§    12. 


das  sind  genau  die  Koordinaten  des  Kernpunktes  S.  43.  Kann  man 
also  auch  nach  dem  Jacobischon  Satze  mit  Benützung  der  Kegel  vom 
arithmetischen  Mittel  zu  den  wahrscheinlichsten  Werten  vermitteln- 
der Beobachtungen  gelangen,  so  zeigt  ein  noch  so  einfacher  Versuch, 
daß  diesem  Verfahren  eine  praktische  Bedeutung  nicht  beigemessen 
werden  kann.  Nur  des  theoretischen  Interesses  wegen  sei  daher  noch 
folgende  Weiterrechnung  angestellt,  —  Verlegt  man  den  Koordinaten - 
Ursprung  in  den  Kernpunkt  und  bezieht  die  Punktkoordinateu  auf 
die  neuen  Achsen,  so  erhält  man: 


1' 

'';' 

^r§' 

71  r/  r{ 

ttI'V 

+  0-0081 

-  00089 

-  0-0051 

-  0-0083 
+  0-0552 
+  0-0239 
+  0-0471 

-  0-0194 

-  00221 

-  0-0189 

+  0-0835 

-  0-0011 
+  0-0174 
+  0-0018 

-  0-0572 
+  0-0363 

-  0-0329 
+  0-0081 
+  0-0105 
+  0-0085 

0-0024 
0-0109 
0-0021 
0-0759 
0-2864 
01691 
2-2739 
0-1336 
0-0:i76 
0-7794 

0-2580 
0-0002 
0-0242 
0-0(136 
0-3076 
0-3900 
1-1095 
0-0233 
0-0085 
0-1576 

+  0-0250 

+  0-0013 

0-0071 

-00165 

-  0-2968 
+  0-2568 

-  1-5883 

-  0-0558 

-  0-0179 

-  0-3505 

3-7713 

2-28-25 

-  2-0498 

40996 


,  ____2_[jr|V]_ - 


2ßo'  =  289"58' 
c.,;  =  7/,(,-j-900=1440  59', 


«„ 


900  =  i/;o=540  59'. 


Das  sind  aber  genau  die  Azimute  der  Achsen  der  auf  den  Kernpunkt 
bezogenen  Fehlerellipsen  S.  43. 
Es  ist  ferner: 

[nii\  =  [n I' I']  C06-2 «(,'  4-  \7C I'  f/J  8>n  2  «„'  -r  [^ n  n]  ^'^'«^ «o'  =  5-207682 
[:i  ^t)]  =  [n  I'  ^'J  sin^  a,'  —  [n  ^'  rj']  sin  2  «„'  -j-  [n  rj'  >/]  cos^-  Uq  =  0-846118 ; 

Die  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  sind: 


f* 


4»        n  —  1 


04190 


^i 


s  _  [^ V  y]  _ n. 


=  0-2536 


^4,  =  0-6473 


u„  =0-5030 


0-6726 


§    13.  Aussclicidunp  wiclorsprecliemlcr  l'unklhfRiiiiuiuiii^^on.  j  ft 

(i;  =-^^^^-==()-b78Vy  u     =0-7607 

(i;  =  -!— ^-^  -=  (10940  u.  =  0-3060. 


0-6726 

Folglich  ist  i¥o  =  f*7?~P^=  KiIfT7«~=  0-8201. 

Die  mittlereu  Fehler  einer  PuuktbestiiumuDg  voii  dem  empirisch 
ermittelnden  Gewichte  in:,,  =  1790  sind: 

-7^=0-0153  =  /x.,  -4?==  0-0119  =ft, 

^  =  00180  =  ft^  pL=z  0-007  B=fi, 


t 


J/=-7^  =  o-oi;m, 
also  genau  übereinstimmend  mit  den  Ergebnissen  S.  43  und  44. 

§  13.  Ausscheidung  widersprechender  Punktbestimmungen. 

r-         11- 
Für  die  Fehlerellipse  -  -  -j-  -—„  =  k"    ist    nach  ij  6    die  Wahr- 

scheinlichkeit,  daß  ein  Punkt  außerhalb  derselben  falle,  oder  kurz 
die  äußere  Wahrscheinlichkeit  Tf'„  =  e-^'  und  die  innere  Wahrschein- 
lichkeit 11'/=  l  —  e-'-\ 

Für  die  wahrscheinliche  Fehlerellipse,  für  welche  bei  v  Punkt- 
bestimmungen   —  innerhalb  und        außerhalb  derselben  gesetzlich  zu 

liegen  kommen  sollen,  ist 

n 

w„  =  w,  =  -  =  -- 

n        2 

Für  diejenige  Ellipse,  welche  bei  //  Punkten  nur  einen  einzigen 
Punkt  gesetzlich  ausschließen,  die  übrigen  //  —  1  Punkte  aber  um- 
schließen soll,  ist 

||„  =  ('        =         und     11, = 

II  n 

Die.-=!e  Ellipse  gibt  die  Grenze  an.  außerhalb  welcher  alle  Punkt- 
bestimmungen bis  auf  eine  einzige  als  dem  Grenzgesetze  wider- 
sprechend  vor    der    definitiven    Berechnung    der    wahrscheinlichsten 

Wollisch.  AusgleichnngsrecTiTning  IT.  4 


50  Genauigkeit  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden.  ij    14, 

l'unkllage  besser  auszuscheiden  wären,  denn  eine  gesetzliehe  Berech- 
tigung, außerhalb  dieser  Grenzellipso  zu  fallen,  kommt  eben  nur  einem 
einzigen  Punkte  zu.  Die  Halbachsen  der  Grenzellipse  berechnen  sich 

wie  folgt:  

7.        VH  n 

Inf/  e 

A„  =  A-„  V2  ft,.,  B„  =  h;,  Y2  «„ . 

Nach  diesen  Formeln  erhält  man  folgende  Werte  für  einige  n: 

n=      10  Ä'„  =  1-5174  /.•„/2  =  2-1460 

20  1-7308  2-4477 

30  1-8442  2-6081 

40  1-9206  2-7162 

50  1-9756  2-7939 

100  2-1460  3-0349 

500  2-4929  3-5255 

1000  2-6283  3-7169. 

In  dem  Beispiele  des  §  11  ist  für  den  1.  Fall: 

11  =  10,  J.io  =  214  60^Uj=0-0157,  ^jo  =  2-1460 /^t,  =  0-0386. 

Nachdem  diese  in  Fig.  9,  Seite  42,  dargestellte  Ellipse  die  Grenze 
angibt,  bei  welcher  von  10  Punktbestiramungen  gesetzlich  nur  eine 
einzige  außerhalb  derselben  fallen  darf,  in  Wirklichkeit  aber  alle  von 
dem  zweiten  Strahle  herrührenden  Schnittpunkte  1,  5,  6,  7  von  der 
Grenzellipse  ausgeschlossen  sind,  so  wäre  man  berechtigt,  diesen 
widersprechenden  Strahl  als  zweifelhaft  auszuscheiden. 

§  14.  Genauigkeit  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden. 

Die  Bestimmung  der  Genauigkeit  eines  durch  rechtwinkelige 
Koordinaten  festgelegten  Punktes  durch  Ermittlung  der  mittleren 
Koordinaten  fehler  /^t^,  fi^  und  des  mittleren  Punktfehlers  J/=  K  ^^  -j-  fi^ 
geht  darauf  hinaus,  die  Genauigkeit  des  Schnittpunktes  zweier  auf- 
einander senkrechter  Geraden,  nämlich  der  Abszissen-  und  der  Or- 
dinatenlinien.  zu  bestimmen.  Diese  Aufgabe  ist  daher  nur  ein  spe- 
zieller Fall  eines  allgemeineren  Problems,  welches  lautet:  Es  ist  die 
Genauigkeit  des  Schnittpunktes  P  zweier  unter  einem  fehlerfrei  vor- 
ausgesetzten Winkel  cp  geneigten  Geraden  PL" und  PI' zu  bestimmen. 
(Fig.  10,  S.  51.) 

Bei  der  Bestimmung  des  Punktes  P  von  den  Festpunkten  T  und 
V  aus  rührt  zwar    die  Unsicherheit    der  Punktbestimmung   von    den 


i 


ij  1 1. 


Genauigkeii  des  Scluiitiijunktes  zweier  Gfradon. 


.')! 


hiebei  beganuenen  l{ic'htun<4sft'hlorn  wV/,,  und  '/f/,  Iilt,  web-he  9  um  die 
alt^^ebraische  Summe  der  Richtuugsfeliler  vcrändci'u  und  Querabwoi- 
chuiiiren  von  der  Größe 


,  (^+d(p^+dcf. 


Zp^^--- 


<i«f,  r----^ 


u 


vx/ 


erzeugen  (Fjg-.  11).  Da  aber  die  Richtungskorrektionen  %„,  //(jr,-  oder 


P^  so  kloin  sind,  daß  die  beobachteten  und 


u 
die  Verhältnisse   -jrr '    p  t- 

die    verbesserten    Richtungen    als   zueinander   parallel  angenommen 
werden  können,    so    wird    man    die  Querabweichungen  »,  /■  nie  Pa- 

Fig.  11. 


rallelverschiebungen  der  Strahlen  l'l'  und  l' V  ansehen  und  daher 
(f  als  fehlerfrei  betrachten  können,  so  daß  die  Punktbestimmung  mit 
den  komponentalen  Fehlern  ?/,  r  oder  mit  dem  resultierenden,  totalen 
Punktfehler  d  behaftet  erscheint.  Hiebei  finden  folgende  Beziehungen 
statt:  Nach  dem  C am ot sehen  Lehrsatze  ist 


d^-  =  PQ'-^QP^-^2PQ.QP'  eng  tf. 
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Da  aber 


so  ist 


sin  cp  smq) 

«2  ^2  2  UV 

+  7i::^-z  +  TTTiTi  cos  9?. 


sni'-'  (p   '   sin-  q>   '   sin'^  (p 

Hat  man  den  Punkt  P  durch  überschüssige  Strahlen  überbe- 
stimmt, so  ergibt  sich  nach  dieser  Formel  der  mittlere  Punkt- 
fehler M,  wenn 

//  —  1  '  7^  —  1       ^"'  n  —  1 

gesetzt  wird: 

sin^  9>  '«  —  1  sin^  (p 

Da  aber  mit  Hinweis  auf  die  Entwicklungen  des  §  25  des 
I.  Bandes  [uv]  =0  ist,  weil  die  Produkte  +w,t";,  welche  gleich  wahr- 
scheinlich positiv  und  negativ  auftreten,  in  ihrer  Summe  sich  gegen- 
seitig aufheben,  so  ergibt  sich  schließlich  die  zuerst  von  Helmert 
(1868)  angegebene  Formel  für  den  mittleren  Fehler  des  Schnitt- 
punktes zweier  Geraden: 

IX  ~T~  u,  y  tt"  "•"  (/"' 


sm-(p  sm(p 

welche  für  fp=90o  iu  die  spezielle  Formel  für  rechtwinkelige  Koor- 
dinaten übergeht: 

Jf2  =  ^^  +  ^^  =  ^  +  ^. 

Man  kann  auch  Genauigkeitsuntersuchungen  nach  der  Richtung 
hin  anstellen,  daß  man  Kurven  konstruiert,  in  welchen  alle  Punkte 
ein  konstantes  M  besitzen.  Hiedurch  erhält  man  Kurvenscharen  gleicher 
Genauigkeit,  welche  Fehler-  oder  Genauigkeitskurven  genannt 
werden. 

Derartige  Untersuchungen  wurden  angestellt  von  Jordan*) 
für  Vorwärts-,  Seitwärts-  und  Rückvvärtseinschneiden,  sowie  für  ein- 
fache Triangulierungen  und  von  Klingatsch**)  für  photogramme- 
trische  und  topographische  Aufnahmen. 


*)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik;  1871,  S.  397  bis  427  oder  „Hand- 
buch für  Vermessungskunde",  I.  Bd.  ;5.  Aufl.  V.  Kap. 

**)  Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien;  Math.- 
naturw.  Kl.,  1906,  S.  10ü9  bis  1030  und   1907,  S.  937  bis  974. 


11.  Absclmilt. 
Triangulierungsausgieichung-. 


Fig.  12. 


J1.  Winkelausgleiehung. 
§  15.  Einfache  Winkelmessung, 

Der  Winkel  wird  in  der  praktischen  Geometrie  als  der  Unter- 
schied zweier  Richtungen  definiert  und  demgemäß  durch  Richtungs- 
beobachtungen gemessen.  Es  ist  der  im  Scheitel  0  gemessene  Winkel 
AOB  (Fig.  12)  gleich  der  Richtung  O  I>  minus  der  Richtung  O  A. 

Umgekehrt  wird  aber  auch  die  Richtung  eines  Strahles  (JA  durch 
den  Winkel  gemessen,  den  derselbe  mit  der  positiven  Abszissenachse 
eines  rechtwinkeligen  Koordinatensj'stems  oder  mit  irgend  einer  fest 
angenommenen  Xullrichtung  Ox  einschließt; 
man  kann  daher  auch  sagen: 

'^AOB  =  '^xOB  —  >zxOA. 

Ist  ,u,.  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen 
Richtung,  so  ist  der  Definition  des  Winkel- 
begriffes zufolge  der  mittlere  Winkelfehler  u,. 
nach  dem  Fehlerübertragungsgesetze,  §  23  des 
I.Bandes,  S.  93,  bestimmt  durch  die  Gleichung Q 

u,r  =  u,.  Yl 

und  es  ist,  wenn  7,   das  Richtungsgewicht  und  (],r  d«s  Winkelgewicht 

bedeutet, 

1 

d.  h.  eine  Winkelmessung  hat  im  Vergleiche  mit  einer  Richtungs- 
messung, wenn  sonst  keine  näheren  Umstände  hinzukommen,  nur  das 
halbe  Gewicht. 
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Für  geodätische  Zwecke  ist  es  einerlei,  ob  mit  Wiukelii  oder 
mit  Riclitungen  operiert  wird;  man  erhält  immer  dasselbe  Ergebnis, 
nur  muß  bei  Genauigkeitsuntersuchungen  wegen  Beachtung  der  ver- 
schiedenen Anzahl  der  in  die  Ausgleichung  eingeiienden  Beobachtungen 
stets  darauf  Rücksicht  genommen  werden.  Wurden  z.  B  aul'  einer 
Station  zur  Festlegung  aller  Strahlen  IT  Winkel  (ohne  Eiurechnung 
des  bloß  zur  Probe  dienenden  Horizontabschlußwinkels)  und  R  Rich- 
tungen gemessen,  so  muß  /('=  H'-|-  l  sein;  in  einem  Dreiecksnetze 
mit  /-Tunkten  besteht  daher  die  Beziehung: //-^  11'—/-'. 

So  wie  die  Genauigkeit  der  Winkel-  oder  Richtungsmessung  — 
als  des  wichtigsten  Elementes  der  Triangulierung  -  durch  Verbes- 
serung der  Winkelmeßinstrumente  und  der  Winkelmeßmethoden  erh(")ht 
wird,  so  wächst  auch  das  Vertrauen  zu  den  aus  Messungen  gewon- 
nenen Ergebnissen  durch  die  Anwendung  der  methodischen  Aus- 
gleichungsrechnung, indem  ihr  die  Aufgabe  zufällt,  aus  den  trotz  der 
Benützung  ausgezeichneter  Instrumente  und  Meßmethoden  immer  noch 
widersprechenden  Messungsdaten  die  wahrscheinlichsten  Resultate  zu 
ziehen  und  den  Grad  der  noch  zurückbleibenden  Unsicherheit  in 
denselben  anzugeben. 

Je  nach  den  zur  Verfügung  stehenden  instrumentalen  Mitteln 
und  dem  gewünschten  Genauigkeitsgrade  kommen  verschiedene 
Methoden  der  Winkel-  oder  Richtungsmessung  zur  Anwendung,  und 
zwar : 

1.  Die  einfache  oder  reine  Wiukelmessung, 

2.  die  multiplizierte  oder  repetierte  Winkelmessung, 

3.  die  Winkelmessung  aus  Summenwinkeln, 

4.  die  Winkelmessung  aus  Satzbeobachtungen. 

Bei  der  einfachen  Winkelmessung  wird  jeder  Winkel  für  sich 
allein  wiederholt  gemessen,  wobei  man  Gelegenheit  findet,  durch 
Ablesung  an  diametral  gegenüberliegenden  Nonien  oder  Mikroskopen, 
durch  das  Durchschlagen  des  Fernrohres  und  durch  die  nach  jeder 
Wiederholung  wechselnde  Anordnung  der  Einstellungen  nach  dem 
linken  und  nach  dem  rechten  Objekte  die  Instrumentalfehler  so  gut 
als  möglich  unschädlich  zu  machen.  Hat  man  den  Winkel  y<-mal  ge- 
messen, so  ist  das  arithmetische  Mittel  allt-r  Einzelmessungen  sein 
wahrscheinlichster  Wert,  der  mittlere  F'ehler  einer  einzelnen  Messung 


ist  u  = 


n  —  1 


und  der  mittlere   Fehler  des  arithmetischen  Mittels 


f*« 


Vn 
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Bei  der  eiiiraclieii  Wiakelinessiiii^-  koinnioii  zwei  un:ibiiüii{j:i'jfe 
Einstellfeliler.  auch  Visur-  oder  Ziulfelilei-  <4enannt,  und  zwei  unal)- 
liängigo  Ablesefehler  in  Betracht.  Bezeichnet  man  den  mittleren 
Einstollfehier  mit  c.  den  mittleren  Ablesefehler  mit  n,  so  ist  der  einer 
einzelnen  Kichtun^' anhaftende  mittlere  Kichtungsfehler  m  :=¥  c- -{- a-, 
der  bei  dem  einfach  gemessenen  Winkel  erzeugte  mittlere  Winkel- 
fehler   

n,i=,nY2  --^Y2  {e^ -^  a')  (1) 

und  der  bei  v^mali^'^er  W^iederholung  dem    arithmetischen  Mittel  an- 
haftende mittlere  Winkelfehler 


Hin  -■= 


ni, 


Yn 


(e2  +  «-'). 


(2) 


d.  h.  durch  Wiederholung  der  Winkelmessung  wird  der  EinflulJ  beider 
Fehler  in  gleichem  Maße  im  Verhältnis  zur  Quadratwurzel  der  Wieder- 
holuniiszahl  vormindert:. 

Wird  an  diametralen  Nonien  oder  Mikroskopen  abgelesen    und 
von  beiden  Lesungen  das  Mittel  genommen,    so  ist   der  Einfluü   des 

Ablesefehlers  -y=>  und  obige  Formeln  gehen  über  in 
I  2 


^1  = 


."" 


r 


2(c^+j)=Y2e^-{-a^ 


r 


a^ 


n\     ^  2 


r 


-^(2t"^-f«a 


(^) 


(^) 


Macht  man  die  Winkelmessungen  überdies  in  beiden  Kreislagen. 

C  Ol 

so    wird    der   Einstellfehler  =-y=.,   der    Ablesefehler   = -;?=   und  es 


r2 


K4 


gehen  (1)  und  (2)  über  in 


r' 


.■-'  + 


a- 


."« = 


K-+f 


§  16.  Repetierte  Winkeimessung. 

Bei  der  repetierten  oder  vervielfältigten  Winkelmessung  wird 
der  y?-fache  Winkel  bekanntlich  derart  gemessen,  daß  nur  am  An- 
fange für  das  erste  Objekt  und  am  Ende  des  ;<-fachen  Winkels  für 
das  zweite  Objekt   am  Teilkreise    abgelesen    wird,    die  Einstellungen 
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aber  bei  jedem  einfachen  Winkel  tremacht  werden.  Während  der  Ein- 
stellfehler c  sohin  2  //-mal  begangen  wird,  macht  man  Ablesefehler  a 
nur  zweimal,  so  daß  für  den  ?/-fachen  Winkel  der  mittlere  Fehler 


m 


'  =  f  2  (/?  C'2 -f- «2) 


und  für  den  einfachen  Winkel  der  mittlere  Fehler  der  n-te  Teil  da- 
von, also 

^:: = — = -  -  f  2  (// .2 -f- a2)  (1) 

n        n 

wird,  was  insofern  gegenüber  der  wiederholton  einfachen  Winkel - 
messung  als  ein  Vorteil  erscheint,  als  dem  Bestreben,  den  schon  von 
Tobias  Mayer  dem  Älteren  (1750)  und  von  Borda  (1755)  erkannten 
großen  Einfluß  des  Teilungs-  und  Ablesefehlers  auf  die  Winkelge- 
nauigkeit herabzumindern,  hiedurch  Genüge  getan  ist.  Arbeitet  man 
mit  Instrumenten,  die  mit  diametralen  Ablesevorrichtungen  ausge- 
rüstet sind,  so  geht  (1)  über  in 


^i;,  =  jy2ne^'i-a^.  (2) 


Führt  man  überdies  die  Messungen  in  beiden  Kreislagen  aus, 
so  wird 

(3) 

übersichtlich  zusammengestellt  hat  man  daher  folgende  Formeln 
für  den  mittleren  Winkelfehler  bei  Winkelmessungen  in  beiden  Kreis- 
lagen und  für  diametrale  Ablesevorrichtungen: 


tf 

1 

f 

^2 

,"„  = 

n 

1    ne' 

Y 

Bei  einfacher  Winkelmessung 


„    wiederholter  „  ...      .u',  =  1    -(e--\-  —  j 

"    repetierter  „  ...     ^;;  =  |^  1  (^^2^  |i^. 

Um  den  wahrscheinlichsten  Wert  eines  durch  Repetition  ge- 
messenen Winkels  zu  ermitteln,  braucht  man  nur  den  zwischen  der 
ersten  und  letzten  Einstellung  enthaltenen  Bogen  durch  die  Anzahl 
der  Kepetitionen  zu  dividieren.  Eine  Verschärfung  des  Ergebnisses, 
verbunden  mit  einer  wirksamen  Kontrolle,  kann  man  herbeiführen, 
wenn  man  auch  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Kepetitionen,  z.  B. 
immer  nach  je  n  Kepetitionen  am  Limbuskreise  Zwischenablesungen 
macht. 


§  ItJ. 


Repetierte  Winkelmessung. 
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Hat  man  den  Winkel  fp  im  oranzen  .\'-mal  repetiert  und  hiebei 
III  Repetitionen  des  //-fachen  Winkels  erhalten,  so  muß  A^=  «/ //,  also 
VI  ein  aliijuoter  Teil  von  A'  sein,  bezeichnet  man  nach  dem  Vor- 
i>ange  von  Bessel  mit  ./•  den  wahrscheinlichsten  Wert  der  Mittel- 
lesung und  mit  //  den  wahrscheinlichsten  Wert  des  //-fachen  Winkels, 
sind  ferner  /,  /,,  l.j.  .  .  .  /„,  die  Ablesungen  am  Kreise  zu  Anfang  der 
Messung  und  nach  der  //-,  2//-,  .  .  .  »///-fachen  Repetitiim,  so  bestehen, 
je  nachdem  ///  gerade  oder  ungerade  ist,  die  Gleichungen: 

///  ungerade: 


///  gerade 


/// 


X 


U 


X 


X 


2 


/ 


X 


X 


y 


y  =  h 


Ml  — 1 


=    1. 


y 


=  1. 


X 


keine  Mittellesung 
1 


y 


=  1 


m  +  l 


\2 
III 


x  + 


2)ij  =  l,„^.i 

II 

!/  =  '., 


■"^di 


in  —  2 


•^•-f  (2—1)2/ =^'"-1 


-2)^=/, 


/// 

2 


I  '"  7 


III 

"2 


Diese  je  m  -{-  1  Gleichungen  haben,  da  die  beiden  Unbekannten 
.r,  //  voneinander  unabhängig  sind,  die  allgemeine  Form  der  Ver- 
mittlungsgleichungen : 

ax  -\-  by  =  1. 

Die  wahrscheinlichsten  Werte  von  x,y  ergeben  sich  daher  aus 
den  Normalgleichungeu: 

[(/  a\  X  -{-  [a  b]  1/  =  [a  l\ 
[ab\x-^[bb\y=[bl]. 

Hiebei  ist  für  ///  gerade: 

[aa]=in-l,  [ab]=0,  [al]  =  [l], 
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{bl>\ 


,^|,»-    ,    {ni-2)'    ,    0»  — 4)-    , 


^:} 


y/i 


|i  '1=12- ('...-')    ,         2 


-(L_i  — /i)H — -^(/„,_8-   L) -\ h 


+  2('"H..-'^'-.)}' 


soll  in  ist: 


a; 


f/1 


///  -f- 1 


III 


uud 


(L  -  /)  T-  (/"  —  2)  (/„,_!  -  /,)  -I-  •  •  ■  +  2  f /^        —  /-^_   ) 

V    2  "*" 2  / 

//<2  -f  (,„  _  2)2  -f  {m  —  4)2  -^ 1-4 

y 


rp  = 


n 


Wenn  ///  ungerade  ist,  erhält  man  nur  eine  andere  Formel  für 
y,  nämlich: 


y 


in  {l,„  —  l)    1    ('"  —  2)  {L  -  1  —  /,)  +  ••■  +  (In  +  i  -  L-i) 

V        2  2     / 


m2  -f-  (m  —  2)2  -{-  {in  —  4)2  J 1-  4 

Durch  Substitution  der  so  gefundenen  x,  y  in  die  Vermittlungs- 
gleichungen erhält  man  die  scheinbaren  Fehler,    z.  B.  für  m.  gerade : 


m 


2  -^ 


■i=x  —  (^^  —  iJy  —  h,  usw. 


Alsdann  ist  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung 

^0  = 


[ci-\ 


I 


I    [vv] 


I     {in  -f-  1)  —  u       ]    m  —  1 

worin  m -j- 1   die  Anzahl  der  Gleichungen  und  u  =;  2  die  Anzahl  der 
Unbekannten  bedeuten.  Es  ist  ferner 

der  mittlere  Fehler  von  o-     .     . 


^0 


y\aa.l] 


ß 


I3eispiel. 

Unter    den  Annahmen  A'  =  8,    n  =^  2,   m  =^  4    seien    folgende  ge- 
mittelte  Ablesungen   erhalten  worden: 


i?  ItJ 


RepetiiTte  WiiikcliiK'ssuiij^. 


.')it 


Erste    Ablesun*!: 
2-faclu'r  Winkel 

8-      . 


0"(lO'Oü"00=       0"00'00" 
5S    12  44-00  -=    58    12  40 
IIU    25  30-75  ^116    25  20 


-j-  O'OO 
r  4-00 
1-  10-75 


174    3S  0800  ^174    38  00    --    S'OO 


232    50  44-25  =  23-i    50  40 


IL' 


\r\  =2700 

Iiideni  mau  das  Vielfache  einer  runden  Winkelgröße  wegläßt 
und  sich  in  der  Berechnung  auf  die  Einheiten  der  Sekunden  /"  be- 
schränkt, gehört  dann  das  ermittelte  //"  zu  dem  zweifachen  Näherungs- 
wert 58^  12'  4o"  und  das  gerechnete  .'"  zur  genäherten  Mittellesung 
116"  25'  20".  Die  Rechnung  gibt: 

4(4-25  — 0-00) -f  2(8-00  — 4-Oü)  25-00 


,'/ 


16-1-4 


j/  =  2  9  =  58"12'4l''25, 
9;=  29    06  20-63, 

Es  ist  ferner: 

r  =  a-   —  2  ij   —  / 


20 
27-00 


X    = 


=  1-25 


5-40. 


x-=n60  25'25''40. 


4-  2-"90 

/;'  =  -!- 0-15 

/;'  =  _5-35 

Z^=  — 1-35 

x"  -f  2  y"  —  ?;'=:+3-65 


ri=x  —    y 

1-2  =^  x" 

1-3  =  x"  +    y 

I'a  = 


(jUd,    [rv\  =  52-2000, 


."0  = 


/^  52-2000 


=  +  4''l7. 


Rechnet  man  aber  ohne  Zwisehenablesungen,  so  erhält  man: 

(f  =  232"  50'  44"25  :  8  =  29»  06'  20"53. 

Man  kann  auch  die  Zwischenablesungen  zu  einem  Mittel  ver- 
einigen und  für  die  verschiedenen,  durch  Kepetition  erhaltenen 
Beobachtungsresultate  auch  Gewichte  einführen  nach  der  Formel  (3): 


«- 


.7 


i^'>:r 


w 


CO 


(4) 


c2  4-  —       n  f2  -j 


wenn  für  ein  bestimmtes  Instrument  die  bekannten  Zahlenwerte  von 

2": 


c  und  a  eingesetzt  werden.  Es  ist  z.  B.  für  c  =  1"  und  ft 


y 


«'H-~2 


(I) 
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Statt  des  strengen  aber    umständlichen  Gewiehtsausdruckes  (4) 

setzt  Gerliug  (1843)  einfach 

g  =  u  (II) 

und  Dolezal  (1904): 

r/  =  ??2.  (ill) 

im  obigen  Beispiele  erhält    man   unter  Zugrundelegung    dieser 
drei  Gewichtsannahmen  folgende  Ergebnisse : 


n 

w-faclier  Winkel 

Doppelter 
Winkel 

/" 

Gewichte  nach              1 

I 

n 

-    1 

0 
2 
4 
6 
8 

00  00"  00  "00 

58  12    44-00 

116  25  30-75 

174  38  08-00 

232  50   44-25 

58»  12' 44 -'00 
58  12  45-38 
58  12  42-67 
58  12  4106 

4-00 
5-38 
2-67 
l-0() 

1 

2-7 
4-5 
6-4 

2 
4 
6 

8 

1 
2 

3 
4 

4 
16 
36 
64 

1 

4 

9 

16 

L'/J  = 

14-6 

10 

30 

gjj=290  06'2l''28,     9)^^  =  29°  06' 21-35,     9)^^^  =  29^  06' 2111. 


§  17.  Horizontabschluß. 

Hat    man    auf    einer  Beobachtungsstation    mehrere    aneinander 
gereihte  Winkel  und  zur  Probe  auch  den  zwischen  der  letzten    und 

ersten  Richtung  liegenden  Winkel,  welcher 
Fig.  13.  den    ganzen  Horizont  von  3'iO"    sozusagen 

„abschließt",  für  sich  gemessen,  so  soll 
die  Summe  aller  Einzel winkel  gleich  360<* 
sein.  Trifft  dies  aber  nicht  genau  zu,  so 
muß  der  zutage  tretende  Horizontwider- 
spruch  10  auf  360°  abgestimmt  werden. 

Bei  gleichen  Winkelgewichten  geschieht 
die  Aufteilung  des  Horizontwiderspruches 
auf  alle  Winkel  zu  s^leichen  Teilen,  bei  un- 
gleichen Gewichten  jedoch  umgekehrt  pro- 
portional den  Gewichten.  Dieser  Satz  sei 
nachstehend  bewiesen. 

Hat  man  auf  der  Station  S  (Fig.  13) 
außer  den  drei  Winkeln 

ASB  =  a,  BSC  =  ß,  CSD  =  y 

auch  den  Schlußwinkel  DSA=^d  gemessen  und  hiefür  die  Beob- 
achtungswerte a  ,  ß' ,  y' ,  d'  mit  den  Gewichten  (/„,  f/^,  ;/..,  //^  erhalten,  so 
besteht  zwischen  den  wahren  Werten  die  Bedingungsgleichung: 
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(^ -\- ß -\- y -\- ä  = -660^ 
und  zwischen  den  beobachteten  Werten  die  Widerspruchsgleichung: 

a'  -f  /3'  -f  7  +  Ö'  =  3600  4-  „,_ 
Eliminiert  man  :ius  den  zugeordneten  Fehlergleichungen 

a  —  a  :^  v^ 

ß  -  ß'  -  '-ß 

r  —  7  =  '"v 

d  —  d'  -=  /v^ 

mit  Hüte  der  Bedingungsgleichung  eine  Unbekannto,  z.  B. 

^=3600  — a  — /5  — 7, 

so  erhält  man  folgende,    nunmehr  voneinander  unabhängige  Fehler- 
gleichungen : 

a  —  a'  =  v^ 

ß  -ß'  =  >-ß 

—  «  —  /?  —  7  +  360»  —  d'  =  re. 

Um  keine  großen  Zahlenwerte  in  die  Rechnung  hineinzubringen, 
führt  man  Näherungswerte  a„,ß„,y,„ö„em,  deren  Summe  genau  360" 
geben,  so  daß  der  Überschuß  oder  der  Abgang  dieser  Summe  gleich 
IC  sein  muß.  Man  setzt  also: 

u  =  a„  -j-  X  a'  =  cc„  -j-  Uq 

ß  =  ßn-i-y  und  ■ß'  =  ß„^ß,, 

r  =  y»  '-  -  r'  =  y.,  H-  j'o 

d  =  dn-\-t  ö'  =^  ö„  -\-  ^0- 

Die  nur  wenige  Sekunden  betragenden  Werte  c<(„ßo,yo,^^,  treten 
jetzt  als  Beobachtungswerte  der  unbekannten  Zuschläge  .v,y,z,t  zu  den 
Näherungsworten  auf.  Addiert  man  die  letzten  zwei  Gleichungsgruppen, 
so  ergibt  sich: 

cin-\-ßn  +  y„^d„  =  360» 
«+/5+r+^  —  360^  =  x  -\-  y   A-z   -f  <    =0 
«'  +  /?'  +  r'  +  ö'  -  3 600  =  a,  +  /5o  +  yo  +  d,  =  >r. 


«„  —  «0  =  .V  —  «0 


Es 

ist 

ferner 

'•«  = 

-  a 

r 

—  CC 

■—cc„ 

i 

und 

ebenso 

^•ß 

=  y 

~  ßo, 

^T 

^-- 

—yo, 

«0 

t—dQ  =  —  x  —  y  —  z  —  do. 


Horizontabschluß. 


§    17. 


Folfilieli   hillton   die  umibhäiiffiijen   Fehlerüfleiehunueu: 


—  a,)  =  v«  mit  dem  Gewichte  (f^ 


V 


y  —  ~  —  (^0  =  ''o 


und  die  Normalgleichimgen : 

i9a  +  9r)'V-^  m  y^ 


9'[ 
9h 


90    -  —  (9a  «0  —  9?.  f^o)  ^  t) 

9r.     -  —  {9f.  ßo  —  9o  ^o)  =  0 

0, 


9i  ^+  9o  y  +  i9-{+9^)-—i9-iyo  —  9?j^o) 

welche  für  gleiche  Gewichte  übergehen  in: 

2x-\-  ?/  +  z  —  («e,  —  öo)  =  0 
x-^2y^  z-{ß,,  —  ö,)  =  0 
X-^     y  4-2;  — (;'„-do)  =  »'. 

Hieraus    ergeben    sich    die    wahrscheinlichsten  Werte    der  Ver- 
besserungen der  Näherungswerte 


X 


(  8  «0  —     ßo 


i  II 


ß,i 


.V=4(— «o-J-3/5, 


=   ^   (-  «0 


Vi)  —       ^ü)   =  ^0 

ßo  --  3  3',,  —     do)  =  j'o 


ir 
4 

J 

//■ 
4 


1  u- 

<  =  -(—«(.—     ßo  --     yo  +  3  do)  =  öo  —  —  y 

womit  bewiesen  ist,  daß  bei  gleichen  Winkelgewichten  die  Aufteilung 
des  Horizontwiderspraches  to  auf  alle  Winkel  zu  gleichen  Teilen 
erfolgt.  Für  ungleiche  Gewichte  geschieht  die  Aufteilung  von  tr  in 
Gemäßheit  der  aus  den  betreffenden  Normalgleichungen  gewonnenen 
Ausdrücke 


X 


IV 


CCa 


Vo 


^a 


y-=ß. 


w 


1 


9- 
ir 

i 


"'{}} 


t-^ö„  — 


9, 


9 


umgekehrt    proportional    den    Winkelgewichten.    Die    Winkelverbes- 
serungen lauten  dann: 


>j    1<S. 


Stationsaiisgleichung. 


ii'.i 


1 

ir 

'•«  -  •'  -  0:0  =  - 

1 

-9 

1 

w 

1 

'•3  =^  y  -  ßo 


r>  =  f  —d„=  — 


'.V 
1      II) 


1^1 


und  es  ist,  da  die  Anzahl  der  Bedingungsgleicliiingen  y^^l   ist,   der 
mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit: 


.«0  =  1^ 


[y  ^  v\ 


IV 


1 


Der  mittlere  Fehler  eines  ausgeglichenen  Winkels,  z.B.x,  ist  nach 
§  55  des  1.  Bandes: 

r 


— 1„ 9a 


Mx  =  w 


Hf-1-') 


Bei  II  gemessenen  Winkeln  mit  gleichen  Gewichten  wird 

VIT- 


w 


fio  =  r>^    und    J/=  7Ü 

y  n 


n 


=  >«o 


r. 


n  —  l 
n 


Die  Aufgabe  des  Horizontabschlusses,  die  hier  durch  Zurück- 
führung  auf  vermittelnde  Beobachtungen  gelöst  wurde  und  selbst- 
verständlich auch  nach  dem  Korrelatenverfahren  behandelt  werden 
kann,  ist  nur  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Problems  des  Stations- 
abschlusses, welches  im  folgenden  Paragraphen  durchgenommen  wird. 

§  18.  Stationsaiisgieichung. 

Wenn  auf  einer  Beobachtungsstation  mehrere  Winkel  zu  messen 
sind,  so  wird  man,  um  die  Genauigkeit  zu  erhöhen,  zweckmäßig  nicht 
bloß  die  einzelnen  W^inkel,  sondern  auch  die  Summen  von  zwei  und 
mehreren  Winkeln  messen,  wodurch  eine  entsprechende  Anzahl  von 
Bedingungsgleichungen  auftreten, denen  die  wahrscheinlichsten  Winkel- 
werte  strenge  zu  genügen  haben.  Am  zweckmäßigsten  ist  hiebei  die 
Anwendung  der  Winkelmessung  in  allen  Kombinationen. 

Hat  man  auf  der  Station  S  (Fig.  14,  S.  64)  die  vier  Winkel 


1  *S  2  =  A, 


\:s^  =  B. 


1  .V  4  =  C, 


\Sb=D 
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Fig.  U 


ZU  bestimmen,    so  wird  man  als  überschüssige  Beobachtungen    auch 
noch     die    Winkel     2  S3  =  E,  2  S  4  =  F,  2  S ö  =  G,    sowie    3  >b' 4  =  7/, 

3Ä'5  =  ,y  und  4:Sb=^K  dazu  nehmen.  Es 
liandelt  sich  nun  darum,  aus  den  10  Be- 
obachtungen Ä',  B\  C,  D\  E',  F',  Ct,  IT, 
J',  K'  die  wahrscheinlichsten  Werte  der 
4  Winkel  ^1,  B,  (\  I)  durch  Ausgleichung 
zu  berechnen. 

Führt  man  wieder  wie  bei  dem  Hori- 
zontabschluß Näherungswerte  ein,  so  geht 
die  Aufgabe  dahin,  aus  den  restlichen  Er- 
gänzungen ^0  bis  Ä'o  zu  den  Näherungs- 
werten A„  bis  Kn  die  den  4  Näherungs- 
werten Ä„,  Bn,  C\,y  D„  zukommenden  wahr- 
scheinlichsten Ergänzungen  .r,,  .t\,,  x^,  x^ 
zu  ermitteln.  Da  zwischen  den  ausgeglichenen 
Werten  A  bis  K  der  10  Winkel,  deren  Nä- 
herungswerten J^„  bis  A'„  und  deren  wahrscheinlichsten  Ergänzungen  a:, 
bis  .^10  die  6  Bedinguugsgleichungen  bestehen: 

■£■«  +  a.-5  =  {B„  +  x<i)  -  {A„  +  Xi) 
Fn  M-  a-6  =  ( C  '„  4-  Xg)  -  (.4,,  +  x^ ) 

Gn  +  X-i    =  {D„  +  Xi  )  —  {A„  +  x, ) 
Hn^-  X^    =^{C  'n  -r  X-i)  -  {B„  +  X2) 

J„  +  xc)  =  {D„  -f  X4)  —  {B„  +  X2) 


E=B-A  \E„^B„-A„ 
F^C-A  F„=C„-A„ 
G=D-A  G„  =  D„-A„ 
H=C-B  ]H„  =  C„-B„ 


^5 

—  «^2 

—  .tl 

x^ 

=  ^-'s 

-  •'^•l 

x^ 

=  a.-4 

-Xi 

Xg 

=  X3 

—  X2 

Xq 

=  Xi 

-X2 

XlQ 

=  ■^•4 

~^3) 

J  =  D-B     J„  =  D„-B 

K^D-  C  i  K„  =  D„-  Cn  I  /C+  a^lo  =  {Bn-\-x,)-{C„  +x^) 

so  erhält    man    in    ähnlicher  Weise    wie  bei  dem  Horizontabschlusse 
10  Fehlergleichungen  von  der  allgemeinen  Form 

a  a"i  -\-  bx2-\-  c  X3  -\-  dx^  —  i  ^  ?;, 
welche  nur  die  voneinander  unabhängigen  vier  Unbekannten  x^   bis 
Xi  enthalten,  nämlich: 


Xi 

A^  —  Vi 

X2 

Bq    =  Vj, 

• 

Xs 

^0    ^*3 

• 

^i—D^,  —  ^\ 

Xi  -\-  X2 

■  -1\-v, 

Xi 

—  .x-s 

■-Fo-r, 

Xi 

«•-1  —  ^0  —  ^'7 

X2 

-1-^3 

//o  —  /•« 

•   —  X2 

.  — 

X^              o/q  /  9 

.   - 

—  Xs  + 

^4    ^0          *  1(J 
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Nimmt  man  fj:leiche  Gewichte  an,  so  lauten  die  entsprechenden 
Normalofleichiinffen : 


4  U-l   X.  .*•;,   —         ./.i    —   (  .  1„  —    A'„  —  /  o  —   Öj,)  =  0 

—  Xi-{-4.Xi—    Xs—    X4  —  (/i„  +  En  —  Äo  -  •^)  =  0 

—  ct-i—    cc2  +  4a:3—     .r,  —  (C,,  +  Fo+^o  —  A'o)  =  " 

—  .r,  —     x-3  —     .i-3  +  4  0:4  -  (/>o  -|-  6^0  +  -^  +  ^0)  =  0. 


(1) 


Beispiel.  (Entlehnt  aus  Gerling:  „Ausgleichungsrechnung  der 
praktischen  Geometrie",   1843.) 

Zwischen  vier  Strahlen  seien  folgende  sechs  Winkel  .L'  bis  /'" 
gemessen  worden,  wozu  wir  die  gewählten  Näherungswerte  (Grade 
und  Minuten)  und  die  übrigbleibenden  Zuschläge  (Sekunden)  ansetzen: 

A'=    48M7'01''4    '.1„=    48"17' 
B' =    96    52  16-8       ß„=    96    52 

C=  152    54 

D„=    48    35 

E„  =  104:   37 


C'  =  152  54  06-8 

D' =    48  35  14-8 

^'  =  104  37  07-8 

F' =    56  Ol  48-9 


-lo 

=  -     1-4 

^0 

—  -1-  16-8 

Co 

=  —    6-8 

^0 

—  -r  14';5 

Eo 

—  4-    7-8 

F„=    56    02     1  7^0  =  — ll'l- 


Bei  der  Bestimmung  der  Näherungswerte  ist  zu  beachten,  daß 
sie  die  Bedingungsgleichungen  richtig  erfüllen.  Um  dieser  Forderung 
gerecht  zu  werden,  wurde  für  F„  =  56"  02'  und  nicht  56''  Ol'  gesetzt. 


Fehlergleichungen : 

Xi  —    1"4  =  Vi 

X2  — I6'8  =  r2 

X3—    6-8  =  r3 

—  -'i  —  -^'i  —  14-3  =  Vi 

—  Ji  -\-Xs—    7-8  =  ^5 

—  ajg  4"  '^3  +  1 1  '1  =  'V,- 
Absolute  Glieder  der  Normalgleichungen: 

Zi  =  —  1-4  — 14-3—  T-8  =  -|-20-7 
Zg  =  —  16-8  —  14-3  —  111  =  —  42-2 
/3  =  —    6-8—    7-8-f-iri=—    3-5. 

Normalgleichungen : 

3  Xi  —    Xs  —     X3  -f  20-7  =  0 

—  x\  -^  3  .rj  —     X3  —  42-2  =  0 

—  Xi  —     X.2  —  3  3-3  —    3"5  =  (\ 

Auflösung  der  Normalgleichunsren: 


Xi  =  -\-  VI,  a\i  =  -|-16'8. 

Wellisch,  Auspleiclmncsrechnunji  II. 


.i-,  =  -4-7-l. 


(j,;  Winkelmessung  in  allen  Kombinationen.  §    19 

Ergebnisse: 

A  =  A„^Xi=  48'M7'01''1 
B=-B„  -tx.j=  96  52  16-8 
C=  C„-\-X3  =  152   54  07-1. 

§  19.  Winkelmessung  in  allen  Kombinationen. 

Das  Problem  der  Ausgleichung  von  Winkelmessungen  in  allen 
Kombinationen  zeichnet  sich  durch  eine  besonders  übersichtliche 
Anordnung  aus.  Bildet  man  die  Summe  der  Normalgleichungen  (1) 
des  §  18: 

.ri  +  X,  +X3-\-Xi  —  (.4o  +  ^0  +  Co  +  i>o)  =  0 

und  addiert  man  diese  Summengleichung  zu  jeder  einzelnen  Normal- 
gleichung, so  ergeben  sich  die  Unbekannten  in  der  Form: 

2Ä,  +  {B,-E,)  +  {C„-Fo)  +  (D,  -  Go) 


.f.. 


Xo 


2J5o 

+  Mo  +  ^o) 

5 

-riCo- 

-6fo)-r(^o- 

-Jo) 

2  Co 

5 

So)  +  (^0  - 

-  Ko) 

2Do 

+  (A  +  ^o) 

5 

Jo)+(Co-T 

-A'o) 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  herauslesen,  daß  der  wahrschein- 
lichste Wert  irgend  einer  Winkelergänzung  x  in  der  Weise  sich  be- 
rechnet, daß  aus  dem  doppelten  Betrage  seines  unmittelbar  er- 
haltenen Wertes  und  den  einfachen  Beträgen  aller  aus  den  übrigen 
Winkelmessungen  durch  Subtraktion  oder  Addition  abgeleiteten 
Werte  das  allgemeine  arithmetische  Mittel  genommen  wird.  Was  für 
die  Winkelergänzungen  gilt,  findet  selbstverständlich  auch  auf  die 
Winkelgrößen  selbst  Anwendung.  Man  kann  daher  auch  sagen:  Um 
den  wahrscheinlichsten  Wert  eines  Winkels,  der  in  allen  möglichen 
Kombinationen  gemessen  wurde,  zu  erhalten,  nehme  man  die  zu 
seiner  Bestimmung  direkt  angestellte  Messung  mit  dem  doppelten 
Gewichte  und  alle  diejenigen  Winkelwerte,  welche  aus  den  übrigen 
Winkelmessungen  indirekt  sich  ergeben,  mit  einfachem  Gewichte  und 
bilde  daraus  mit  Rücksicht  auf  diese  Gewichte  das  allgemeine  arith- 
metische Mittel. 

In  dem  Beispiele  des  §  1  •*  ist  übereinstimmend  mit  den  Er- 
gebnissen auf  S.  65: 


^    19. 
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Ao  =  1-4 

A  =  1-4 

Bo-Do  =  2-5 

6'o -/?.,  =  — TO 


/>'o=16"8 

Co  —  E„  =  lT9 
^„  +  /)„=-  1.V7 


C'o  =  6"8 

C'o  =  6-8 

.lo  -r  ^0  =  9-2 


n. 


/■; 


:)-7 


Mittel: 


Xt  =  11 


x,. 


lfJ-8 


a-,  =  71. 


Durch  Hinzufüguog  dieser  Verbesserungen    zu  den  genäherten 
Winkelwerteu  ergibt  sich : 


A  =  A„-\-Xi=  48"17'0l''l 
B  =  Bn-{-X2=  96  52  16-8 
C=C„^X3=lö2    54  071 


JJ=  48"35'15''7 
^=  104  37  060 
F=    56   Ol  50-3. 


Vergleicht  man  diese  ausgeglichenen  Winkel  mit  den  gemessenen 
Winkeln  S.  65,  so  erhält  man  die  übrigbleibenden  Fehler  v: 

—  o^'3,  O-'O.  +  0''3,  +  1''4,  —  1''8,  -f  1^4 

und  damit  den  mittleren  Fehler  eines  gemessenen  Winkels: 


ti  = 


II  —  II       ]     6  —  3 


=    1    1  Ob. 


Macht  man  Winkelmessungen  in  allen  Kombinationen  zwischen 

a  Strahlen,    so  ist  — ^^ — die  Anzahl    aller    Winkel    und    s  —  1    die 

Anzahl  der  unabhängigen,    unbekannten  Winkel,   folglich  ist  die  An- 
zahl der  überschüssigen  Beobachtungen 

6(6-1)  {8-l){8-2) 

n-u  =  -~^—{s-l)= 

und  der  mittlere  Fehler    eines  gemessenen  Winkels  vor  der 
Ausgleichung: 


f* 


2  [v  v] 


(s-l){s-2) 


(1) 


Führt  man  die  Rechnung  in  der  Form  von  Richtungen  durch, 
so  hat  man,  da  eine  Richtungsmessung  im  Vergleiche  zu  einer  Winkel- 
messung das  doppelte  Gewicht  hat  (ij  15),  für  den  mittleren  Fehler 
einer  gemessenen  Richtung  die  Formel: 

r 


u 


(.9— 1)(5— 2) 


(2) 


Aus    den  Normalgleichungen  (1)  des  §  18,  S.  65,  erhält  man  die 


Gewichtsgleichungen 
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4  [aci\  —     [(cß\  —     \(cy\  —     {aÖ\  =  1 

—  [a  cc] -i- i  {a  ß\  [c(y\—     [ad]~=0 

—  [a  et]  —     [ci  ß]  -;-  4  \a  y]  —      \a  ö]  =  <) 

—  [««I-       Wß\~     |a-r|  n    4[«()|-=ü 

und  hieraus,  wenn  wieder  die  Summengleichung 

[aa]-i-[aß\  +  \ay]~-  \ccd]=l 

zu  jeder  einzelneu  Gewichtsgleiehung  hinzugefügt  wird,  die  Gewichts- 
koeffizienten; 


und  analog: 


[aßj=-,    [«/3]=0,    [ay]=0,    [ad] 

0 


[a  ß]  =  0,     [ß  /3]  =  ^  >    [ß  y]  =  0,   [ß  d\  =  0  usw, 


In  diesen  Ausdrücken  ist,  wenn  allgemein  s  Strahlen  vor- 
kommen, statt  ö  überall  .«^  zu  setzen.  Damit  erhält  man  die  Winkel- 
gewichte nach  der  Ausgleichung  bei  ö-  Strahlen: 

1      _      1      _ 

Mr~W]  "■■■ 

und  den  mittleren  Fehler    eines  Winkels    nach    der  Ausglei- 
chung: 


F 


s 
2 


Yp 


2 
6- 


(3) 


.« 


In  dem  voranstehenden   Beispiele  ist  6  =  4,  also  M= -j.^=+ l''10. 

V  2 

Bezeichnet  man  das  Gewicht  einer  Richtung  nach  der  Aus- 
gleichung mit  Q,  wobei  das  Gewicht  eines  Winkels  vor  der  Aus- 
gleichung zur  Einheit  genommen  wird,  so  hat  man,  da  das  Winkel - 
gewicht  halb  so  groß  ist    als    das  Richtungsgewicht,    die  Beziehung: 

Q  s 

~-  =  P=     ,    sohin   Q  ^=  8. 
2  2 

Hat  also  bei  der  Winkelmessung  in  allen  Kombinationen  mit 
«  Strahlen  ein  gemessener  Winkel  das  Gewicht  1,  so  hat   jeder 

ausgeglichene  Winkel  das  Gewicht  /-*^=  -  und  jede  ausgegli- 
chene Richtung  das  Gewicht  Q  =  8.  Legt  man  aber  einer  beob- 
achteten Richtung  das  Gewicht  1  bei,  so  hat  ein  gemes- 
sener Winkel    das  Gewicht   ^,    und    es  kommt  jedem   ausgegli- 


Hl. 


Winkeltncssunt;  in  allen  Kombinationen 


«0 


ebenen  Wink(!l  das  Gewicht      und  jeder  ausgeglichenen  Rich- 
tung das  Gewicht    .^  zu.    Der  mittlere  Fehler    der  Gewichtseinheit 

ist    hiebei    nach    den  Formeln  (1)  und  (2)    /u    rechnen,    je    nachdem 
Winkel-  oder  Kiehtungsmessungen  zugrunde  gelegt  werden. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  daß  die  auf  einer  Station 
in  allen  Kombinationen  angestellten  Winkelmessungen  ersetzt  werden 
können  durch  einen  einzigen  vollen  Satz  von  Kiehtungsmessungen 
mit  einem  bestimmten  Richtungsgewichte,  welches  von  der  Anzahl  s 
der  Strahlen  und  der  Anzahl/^  der  Wiederholungen  abhängig  und  daher 
durch  das  Produkt  it  a  ausgedrückt  ist.  Haben  in  einem  Dreiecksnetze 
die  einzelneu  Stationen  verschiedene  Anzahlen  von  Richtungen  und 
verschiedene  Wiederholungen  der  Kombinationsmessungen,  so  werden 
die  den  letzteren  äquivalenten  Richtungssätze  verschiedene  Richtungs- 
gewichte iiiSi,  ><•_. 6v.,  /<3«3 besitzen,  wodurch  die  Gesamtaus- 
gleichung erschwert  wird.  General  Schreiber  (l'^Ti)  hat  daher  vor- 
geschlagen, die  Wiederholungszahlen  n  so  zu  wählen,  daß  die  Pro- 
dukte n  s  möglichst  gleich  werden,  also  alle  Richtungen  des  ganzen 
Netzes  annähernd  gleiche  Gewichte  erhalten,  wobei  jedoch  die  Wieder- 
holungszahlen daran  gebunden  sind,  daß  die  Richtungen  behufs 
möglichster  Eliminierung  der  Teilungsfehler  um    aliquote    Teile    de:; 


Kreisumfanges,  nämlich  um 


180' 


n 


gleichmäßig  verstellt  werden  müssen 


so  daß    sich    die    Gleichheit    der    Gewichte    n  s    im    allgemeinen    nur 
annähernd  erreichen  läßt. 

Schreiber  setzt  uö  annähernd  gleich  24,  z.  B.  für  ö-^:=l2, 
/t  =  2,  für  «^^8,  vi=3,  für  6=y,  n^^-i,  für  .s=:5,  ii=^b.  Bei  *==4  Rieh- 
tungen und  «  =  6  Wiederholungen  ergeben  sich  z.  B.  folgende  Kreis- 
stellungen, wobei  I  und  II  die  beiden  Fernrohrlagen  andeuten: 


Winkel 

ASB 
A  S  C 
ASD 
BSC 
BSD 
CSD 


Mit    Rücksicht    auf    die 


II 


00 

300 

60" 

90» 

12()0 

10 

40 

70 

100 

130 

,  20 

50 

80 

110 

140 

1  20 

50 

80 

HO 

140 

!  10 

40 

70 

lOO 

130 

0 

30 

60 

90 

120 

löO» 

1(J0 

]7(i 

17U 

160 

löO 


Wiederholungszahl    n    ergibt    sich    bei 

die 


Winkelmessungen  als    mittlerer   F'ehler    der    Gewichtseinheit 
Formel: 


•jQ  Satzbeobachtungen.  i<    20. 


r 


'         I     (.•_l)(6--2) 
und  als  mittlerer  Fehler  des  Winkelmittels: 


/         2  n  [r  i-]  ^^^ 


(5) 


(s-l)(.-2) 

Für  Richtungsmessungen  entfällt  im  Zähler  von  (4)  und  (ö) 
der  Faktor  2. 

Die  wesentlichsten  Vorteile  des  Schreiberscheu  WinkelmeO- 
verfahrens  sind: 

1.  Alle  Richtungen  des  Netzes  erlangen  gleiche  Gewichte. 

2.  Die  Teilungsfehler  werden  rationell  aufgehoben. 

3.  Die  Stationsausgleichung  gestaltet  sich  sehr  bequem. 

4.  Bei  möglichster  Zeitersparnis  wird  auch  an  Genauigkeit  ge- 
wonnen. 

Näheres  hierüber  enthalten  die  Mitteilungen  von  General  Schrei- 
ber: ,Die  Königl.  Preuß.  Landestriangulation.  Hauptdreiecke,  II.  Teil, 
2.  Abt.  1874"  und  ,Über  die  Anordnung  von  Horizontalwinkelbeob- 
achtungen auf  der  Station"  in  der  Zeitschr.  f.  Verm.  1878,  S.  209  bis  237. 

§  20.  Satzbeobachtungen. 

a)  Vollständige  Richtungssätze. 

Die  Methode  der  Satz-  oder  Richtungsbeobachtungen  besteht 
bekanntlich  darin,  daß  man  von  der  Beobachtungsstatiou  aus  alle 
Zielpunkte  der  Reihe  nach  zuerst  in  der  einen  Kreislage  und  sodann 
in  umgekehrter  Reihenfolge  bei  durchgeschlagenem  Fernrohr  in  der 
anderen  Kreislage  beobachtet  und  an  allen  Mikroskopen  abliest.  Hie- 
durch  befreit  man  die  Beobachtungen  vom  Kollimations-  und  Exzen- 
trizitätsfehler, sowie  von  dem  Einflüsse  der  durch  die  Sonnenbe- 
scheinung  hervorgerufenen  Instrumentendrehung.  Bei  Anstellung 
mehrerer  Sätze  verstellt  man  den  Limbuskreis  um  aliquote  Teile 
des  ganzen  Umfanges,    und    zwar  bei  n  Sätzen  um  einen  Bogen  von 

—  Spannung,  wodurch  man  von  dem  periodischen  Teilungsfehler  un- 
abhängig wird. 

Hat  man  auf  einer  Station  einen  vollen  Richtungssatz  bei  ver- 
schiedener Limbusstellung  mehrfach  wiederholt,  so  kann  man  von 
den  Ablesungen  je  eines  Zielpunktes  in  allen  Sätzen  einfach  das 
arithmetische  Mittel  als  Schlußergebnis  der  Satzmessung  nehmen, 
wobei  ein  Horizontabschluß  entfällt. 
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Wurden  beispielsweise  auf  der  Station  iS  die  vier  Sichten  nach 
A,B,C,IJ  zu  einem  Satze  vereinigt  und  dieser  Satz  bei  der  jedes- 
mal um  30*^  verstellten  Kreislage  sechsmal  wiederholt,  so  stellt  sich 
das  Gesamtergebnis  wie  folgt: 


Richtungen  von  >'  nach 


Limbusstellu 


n  g 


0« 


300       60«       90"      120"      150« 


Richtangs- 
mittel  I 


A:  0"00' 
B:  67  lö 
C:285  46 
i':332  21 


o^o' 

o-'ol 

170 

20-5 

U-0 

44-r) 

21-5 

19-5 

o'o| 

20-0' 
47*5 
20-0 


0-0 
210 
48-5 
23-51 


O'^l 
18-5 
400 
21-0 


0''0 
14-5 
47-5 
18-5 


A,..=  0^00 
5m  =18-58 
e,„=  45-33 
D,n  =  20-(J7 


Satzmittel   II: 


•20-G3 


Satzverdrehung  III— II:  ''+ 0-52 


21-  3 


0-(J2 


21  SS 


0-73 


i3-25     1!)-8S    2U-13,    III  =  -JllJ 


•2-loU-l-27-f  1-02 


000 


^':  359"  59' 
£':  67  15 
e':285  46 
Z'':332  21 


60-52 
17-52 
44-52 
2202 


60-02 
20-52 
44-52 
19-52 


59-27 
19-27 
46-77 
19-27 


57-9U 
18-90 
46-40 
21-40 


61-27 
19-77 
41-27 
22  27 


61-0'^ 
15-52 
48-52 
19-52J 


60-00 
18-58 
45-33 
20-67 


Satzmittel  11' 


21-15    21-ir)     -Jl-l.")     2VV)     -21-15     21-15     111  =  21-15 


r  =  < 


A,„—Ä' 
B,n  —  B' 
Cm  —  C 


i  -  0-52 

—  0-02 

-  0-73 

+  2-10 

1-27 

-102 

+  106 

-1-94 

-0-69 

-0-32 

-1-19 

+  8-06| 

+  0-81 

+  0-81 

-1-44 

-1-07 

+  4-06 

—  319 

-  1-35 

+ 1-15 

+  1-40 

-0-73 

—  1-60 

+  1-15 

000 
0  02 
002 
0-02 


OÜO      0-00,      000  —  0-02      0-0<>      000 


0-02 


.J 


i;2  = 


0-27 

0-00 

053 

4-41 

1-61 

1-12 

3-76 

0-48 

0-10 

1-42 

0-66 

0-66 

2-07 

1-14 

16-48 

1-S2 

1-32 

1-96 

0-53 

2-56 

7-86 
16-24 
31-19 

9-51 


i|     3-87|     5-741     5-04|     6-18!   22-07|   21-90   It-r]  =64-80 

Man  berechne  das  Gesamtmittel  III  sowohl  aus  den  Richtungs- 
mitteln I  als  auch  aus  den  Satzmitteln  II,  wobei  sich  dasselbe  bei 
richtiger  Rechnung  gleichlautend  ergeben  muß.  Die  definitiven  Rich- 
tungen sind  dann : 

S—A:      0"00'00"00 

S  —  B:  67  15  18-58 
»S — C:  285  46  4533 
S—D:332   21  2067. 

Addiert  man  die  Satzverdrehungen  III  —  II  zu  den  einzelnen 
Richtungen  A,B,C,D,  so  ergeben  sich  die  verdrehten  Richtungen 
.4.',  B',  C,  D',  deren  Satzmittel  11'  nunmehr  alle  gleich  werden.  Durch 
Vergleichung  der  verdrehten  Richtungen  A',B',C,D'  mit  den    Rieh- 
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tiingsmittolu  -1„.,  B„„  C„„  J^l,,,  erhält  mau  die  scheinbaren  Fehler  t\ 
welche  in  vertikalen  und  horizontalen  Zeilen  addiert  bis  auf  kleine 
Abrundungsdifferenzen  überall  die  Summe  Null  ergeben  sollen,  wie 
es  der  angewendeten  Regel  des  arithmetischen  Mittels  bei  gleichen 
Messungsgewichten  entspricht.  Der  mittlere  Fehler  einer  Richtung  in 
einem  Satze  ist   dann  (s.  Formel  7,  S.  76) 

'"  =  !'  (.-i)(.-i)  =  r  -5;t  =+^^«' 

wobei  n  die  Anzahl  der  Sätze  und  s  die  Anzahl  der  Richtungen  in 
einem  Satze  bedeutet.  Der  mittlere  Fehler  einer  ausgeglichenen  Rich- 
tung, welche  als  das  Mittel  aus  sechs  Sätzen  hervorgegangen  ist,  ergibt 
sich  zu 


M 


^ 


Ye 


=  =  +  0-"85. 


h)  Unvollständige  Richtungssätze. 
c()  Bessels  atrcnge  Methode. 

Sind  die  einzelnen  Sätze  nicht  alle  vollständig,  was  bei  An- 
wendung von  Heliotropen  durch  das  Ausfallen  einzelner  zeitweilig 
unsichtbarer  Objekte  oft  eintritt,    so  erfolgt  die  Ausgleichung  nach 


Fig.  15. 


dem  von  Bessel  angegebenen  strengen  Ver- 


fahren in  folgender  Weise. 

Sind  auf  einer  Station  S  die  Winkel 
0^1=^1,  o:S2  =  B,  0,S'3=6',  QS^  =  ]J 
(Fig.  15)  durch  Satzbeobachtungen  zu  be- 
stimmen, so  bedarf  es  zu  deren  strengen  Aus- 
gleichung der  Einführung  desjenigen  Winkels 
"2  A',  den  die  Nullrichtung  des  Limbuskreises  mit 
der  ihr  zunächst  liegenden  Richtung  bildet. 
Denn  wenn  man  die  Größe  des  Einflusses, 
welchen  die  Verbesserungen  der  Richtungen 
auf  den  Anfangspunkt  üben,  kennen  lernen 
will,  um  daraus  zu  erfahren,  wie  große  Än- 
derungen dieselben  an  das  Resultat  der  Be- 
obachtungen aller  Richtun.^en  auf  jedem  Dreieckspunkte  anzubringen 
nötigen,  so  wird  es  erforderlich,  auch  die  zum  Anfange  gewählte 
Richtung  unbestimmt  zu  lassen.  (Bessel-Baeyer:  Gradmessung  in 
Ostpreußen,  S.  134.) 

Liegen   unvollständige  Richtunussätze  vor,   so  teilt  man  alle  vor- 
handenen Beobachtungen  in  Grui)pen  ein;,  die  immer  dasselbe  Ausgangs- 
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objekt  euthalten  und  worin  auch  dieselben  Objekte  vorkommen. 
Erteilt  man  den  in  die  1..  2.,  ;j.,  .  .  .  Gruppe  eingereihten  Beobach- 
tungen die  Fußiudizes  l,  2,  3,  .  .  ..  den  zu  den  verschiedenen  Sätzen 
gehörigen  Beobachtungen  die  Kopfzeichon  '.  ",  '",  .  .  .;  bezeichnet 
man  ferner  die  Mittel  der  Lesungen  für  die  Dichtungen  u,  1,  2, 
3,  .  .  .  im  r-ten  Satze  mit 

.r,.,  A,.,  B,.,  C\.,  D,. 

und  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Richtungen  im  r-ten  Satze  mit 

X,    AV  pJ,    AV-rA    X,.-\-C,    X,.  +  IJ, 

daher  die  übrigbleibenden  Fehler  für  den  /-ten  Satz  mit 

XV- Ao   A,.  —  (X,.+Ä),  Br    -{X,.^B),   t',.— (X.H-C),  l>r~{Xr^D), 

so  hat  man  für  die  erste  Gruppe,  worin  alle  vollständigen  Sätze  auf- 
genommen erscheinen  und  //[  Sätze  mit  s^  Objekten,  also  n^  s^  Glei- 
chungen vorkommen,  folgende  Summe  von  Fehlerquadraten: 

-  =(xi-XO'-f  (^li--Vi--0^-^(5i-Ai--ß)^'^-(C\-A',-Cr-r 

4-(A-A;-Z>)2-r 
-  {x[ -  X[r-  -r  {A[  -  Xi  -  A)^  -r  {B'-X[  -  By  ^  {C[-  X\-  Cy  -^ 

^(Di-X[-Dr--^ 
+  {x';-  AT)2  -r  {A['-X['-  Ar  +  {B';-X['-By^  +  (C'i'- AT  -  cy  + 

-r(D;'-A7-i>)-^-r 

Für  die  zweite  Gruppe    mit  it.j    Sätzen    und  .sj  Objekten,    worin 
also  D  nicht  mehr  vorkommt,  ist: 

2;.,  =  {x..—x.y  -  {A,  -a:.  -  A)-'  -t  (/>'..— a; —i^)-+(C,— A'2-C)-  + 
+  (xi  -  x:,y'  -r  W,  -  x:,  -  Ay  -i-  {B,-  a;  -  By + (C,-  a^-  cy  ^ 
4-  (.»•;'— Aä)^  -r  (a:—  a;'—  Ay  -r-  (bö—  x::—  By  ^{c:-  x:^—  o-  - 

Für   die  dritte  Gruppe  mit    113  Sätzen    und    s.,  Objekten,    wobei 
C  und  D  ausgelassen  erscheinen,  ist: 

^^3  =  (^3  —  A's)-^  -r  (^3  -  A's  —  Ay  -t  {B,  —  A,  -  By  -h 

-h  {X',-  x',y  +  {A.^-x^-Ay  -f  (5;-  X',-By  - 
-r  K -  a;')^  -t  {a:^-  A3'-  Ay  4-  (5:  -  a;'~  ny  + 

usw. 
Um  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten 

A,,  Xi,  a;-,  .  .  .  x„  x:,  xi  .  .  .  x,,  x:.  a:-,  . .  .  a.  b.  c,  d 
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zu  ermitteln,  hat  man  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Summe 

2J=2Ji-\-  2J2  -\-  2Ji-\ nach  jeder  Unbekannten  gleich  Null  zu  setzen 

und  aus  den  hiedurch  erhaltenen  Normalgleichungen  die  Unbekannten 
zu  berechnen.  Man  erhält: 


1    ^2: 


1    92: 


2  T:\7=^='^^"^'^'~-'"^'-(^-^^'+^^'+^^'+^2'H-('-^+^+C'+i>) 


1 1^ 
1    92: 


=  0  =  6-2  X,  —  X,  -  (A,  +  ^2  -r  c,i-f-  (^  +  5  -!-  C) 
=  o  =  8,Xö-x;,—  (Js -p  i^ä  +  <^ 2)  +  U -\- B 4-  C) 

=  0  =  6-,  AI'-  .r^'-  (.4;'  -L  B:^  +  r-)  4-  (.1  +  B-^C) 


T  -0^-  =  0  =  6-3  A3  -  .X3  -  ( J  3  +  i?3 )  -r  ( ^4  +  5) 


0  =  6-3  AI  -  X',  —  {A^  4-  ^3)  +  {Ä^B) 


2 

c^A,' 

1 

52; 

2 

9  AI' 

1 
2" 

1 

0-^2; 

2 

9X^ 

1 

9Z 

2  ^a;' 


=  0  =  «3  X^'— ic:' -  W  +  ^3')  +  (^  -  J5) 


(1) 


(2) 


(3) 


1    92: 

2     9A 


0  =  X,i-Ai  +  A7  + 
-p  A2  -}-  Xa  +  X2'  + 

+  X3+Xn-X3'  + 


.J^n,A-{A,-^A{-^A['^...)i- 


1 

0 

c-^2: 

^7i 

-  0  -  X\  +  A^i  +  Ar  + 

+  X2  ■     Xj-j-  Aj  -p 
-f-  A3      X3  +  A  3  -1- 

1 

2 

5C 

=  0  =  Xi4-Xi  +  Xi'  + 

+  A^2  +  A1+A7  + 

1 
2 

92: 

9D 

-  0  -  Xi  +  Xi  +  A^i'  H- 

+  /.,ß-(ß,-l-5;-f5;'  + 

•  +  v/,e-(Q  +  c;  +  c,'  + 

4-7,, />-(A4-A'+A'+ 


•)  + 
•) 

■)  + 
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oder  die  letzten  vier  Gleichuny:en  in  einfacherer  Form: 

0  =  I A-,  J  +  [X.J  H-  [X,]  4-  •  •  •  +  ^1  {>i,  +  n,  +  7/3  +  •  •  •)  - 

-  [A,]  -  [A,]  -  [A,]  - 
0=[X,]  4-  [X]  +  [A'3]  +B(v,-^n,-\-v,)-\Ii,]      [B,]-[n,\  (4) 

ü  =  [  A'.]  +  [X]  +  C{n,  i-  w,)  -  [C\]  -  [C,] 
0=[X,]-{-n,D-\D,]. 

Um  aus  diesen  Gleichungen  die  Ililfsgrößen  [A',],  [A'^,],  [A'3],  .  . 
zu  eliminieren,  bilde  man  aus  (1),  (2),  (3),...  beziehungsweise: 

[A',]  =i{[.r,]  4-  [A,]  +  [B,]  +  [C\\  -p  [Aj}-"'-  (.1 -f  7i -i-  C  - />) 
[XJ  =-^  {[x%]  +  M2]  +  [B,\  +  tX'2]}-';;?M  +  5+C) 
[X,\  ^  Um  +  Ms]  +  [B,]}-'-;^{A  -f-  J5). 


n 
womit  die  Gleichungen  (4)  übergehen  in  (5) 


o=4k +  ,„  +  ,,  +  . ..-r^  +  ^  +  ^+-)}-5{!-'+r  + 


03 


] 


-f  [A]  -  [<^VJ  --  [A])---([^2]  i-  f^i.]  -  [A]  +  [Q])- 

-~([a;3]-{-M3]-r[53])} 

-{[CJ  ^  [Ce]  -  -([X,]  4-  MJ  +  [5,]  -  \C,\  -  [A])- 

-l([cc,]4-[42]-[^2]4-[C.])| 
o  =  -^^-5"'-C'^-Z)('»,-"^)-j[A]-'(ki]-rM>]- 

.*i  .9,  «1  V  61  /        l  61 

+  [ßi]i-[C^i]-fA])}- 
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Aus  diesen  vier  Normalgleichungen  erhält  man  die  zu  suchenden 
Unbekannten  ^4,  B,  C,  D.  —  xVucli  hier  wird  man  vor  der  Aus- 
rechnung der  Normalgleichungen  zweckmäßig  Näherungswerte  ein- 
führen, und  zwar: 

.1,,  =  ^  — .1,,,    B„  =  B  —  Bo,    r„=c—Co,    n„  =  D  —  Do, 

wodurch  die  übrigbleibenden  Fehler  für  den  r-ten  Satz  übergehen  in 

A,.  —  A',  —  A  =  Ä,.^  A„  —  X,.  —  .4o  =  JI,.  —  X,.  —  Ä^,  usw., 

worin  die  Größen  il^,=  J^,-  —  A„  gewöhnlich  nur  wenige  Sekunden 
betragen  werden.  Die  Ausdrücke  für  die  übrigbleibenden  Fehler 
haben  also  durch  Einführung  von  Näherungswerten  ihre  Form  bei- 
behalten, aber  sie  enthalten  dann  statt  der  großen  Zahlen  A,.  nur 
noch  sehr  kleine  Zahlen  M,.,  was  auch  bei  den  Unbekannten  Aq,  Bq,  .  .  .  , 
die  nunmehr  die  Verbesserungen  der  gewählten  Näherungswerte  dar- 
stellen, der  Fall  ist. 

Der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Richtung  rechnet  sich  nach 


der  Formel  u 


/    [v  v\   ^  ^^,Q  y  ^^g  übrigbleibenden  Fehler  und  li  —  u 
R — u 

die  Anzahl  der  überschüssigen  Beobachtungen  darstellen.  Diese  An- 
zahl wird  in  folgender  Weise  festgestellt:  Wurden  nach  .s-  Zielpunkten 
in  11  Sätzen  im  ganzen  R  Riehtungen  beobachtet,  so  ist  s — 1  die  An- 
zahl der  unbekannten  Nullpunktskorrektionen  (Orientierungswinkel), 
also  n  =  «-{-«  —  1  die  Anzahl  aller  Unbekannten  und  es  ist  allgemein : 

Fig.  16. 

u  - 


r' 


\_cv\ 


R—n 


(6) 


Sind  alle  Sätze  vollständig,  so  ist  R 
und  (B)  geht  über  in 


:  n  s 


f  [^-  ^\ 


'    (n-l)(s-l) 


(7) 


Beispiel.  Als  Zahlenbeispiel  seien  die 
auf  der  Station  Nidden  der  „Gradmessung 
in  Ostpreußen"'  zur  Bestimmung  der  zwei  Winkel 

KNG  =  A     und     KXL  =  B 

von  Bessel  angestellten  Beobachtungen  gewählt  (Fig.  16).  Die  betref- 
fenden, auf  die  Nullrichtung  K  reduzierten  Lesungen  nach  den  drei 
Zielpunkten  if^^^  Kalleninken,  (r  =  Gilge  und  />  =  Lattenwalde  er- 
scheinen in  der  folgenden  Tabelle   eingetragen. 


"S          '^^'^ 

• 

kja\,£tuxs^'ijc 

«i^itbiiijgbiit . 

1  • 

1!    0   i> 

b  :i  1-  h  t  u  n  g  0  n 

\'  e  r 

b  e  s  8  e  r  u  II 

gen 

Knileninken   | 

1 

Gilge              Lattonwalde 

n                          T* 

v'  =  A,~    1 

v"  =  Ji,— 

K 

0                        L 

r"  =  x-J^ 

-^\-\ 

^^^r-J^» 

O»  00'  00" 

26" 14' 50" 

87" 04' 50" 

+  o''oo 

4-  0"00 

-h  2''75 

-1-  0-'85 

-l''36 

+  0-51 

0-00 

3-r)0 

2-75 

-0-32 

+  0-98 

—  Ü-ÜC 

000 

1-25 

3-00 

1      +0-35 

—  0-Hl 

+  0  26 

000 

3-25 

4*75 

'      -  0-90 

+  014 

+  o-7(; 

000 

22.-) 

3-75 

-  -  0-24 

—  o-in 

f  0-43 

0-00 

3-70 

3.25 

—  0-57 

+  0-9Ö 

-  0-41 

000 

—  0-25 

1-25 

+  1-43 

—  lOH 

—  0-41        ' 

0-00 

1-25 

1-75 

1      +  0-7(5 

-0-19 

—  0-57 

0-00 

2-25 

1-00 

-t-0-6H 

+  0-73 

-1-41 

000 

0-nO 

2-25 

+  0-85 

—  0-86 

+  001 

0-00 

100 

4-75 

—  0-15 

- 1-3(; 

+  1-51 

000 

1-00 

2-25 

+  0-68 

—  0  53 

-0-16 

[x,]=U-UU 

[A^]  =  19-7:) 

[i>'J  =  83-5U 

-f  3-42 

—  3-30 

-014 

[vv\  = 

6-51 

8-70 

6-49 

+  0-00 

4-4-25 

—  1-02 

+  1-02 

• 

GOO 

300 

-0-40 

+  Ü-4U 

1              0-00 

0-75 

+  0-73 

-0  73 

000 

3-50 

-0-65 

+  0-65 

0-00 

400 

-0-90 

+  0-90 

000 

2-50 

^  0-15 

+  Ü-15 

000 

1-25 

4-  0-4S 

-0-48 

0-00 

4-50 

—  1-15 

+  1-15 

0-00 

3-00 

-0-40 

+  0-40 

000 

6-00 

-1-90 

+  1-9(1 

0-00 

1-75 

+  0-23 

-  0-23 

000 

2-75 

—  0-27 

+  0-27 

000 

2-25 

—  0-02 

+  U02 

000 

OOU 

+  1-10 

-1-10 

0-00 

2-00 

-1-  U-10 

—  0-10 

0-00 

1-75 

+  0-23 

—  0-23 

1              000 

0-25 

-fO-98 

-0-98 

i           n-no 

l-()0 

+  0-6U 

—  0-60 

!         000 

400 

-0-90 

+  0-90 

;  [.r.]  =  0-00 

[--I2I  =  48-50    [lin]  =  0 

-  3-31 

+  3-31 

1 

[vv\  = 

]         11-82 

11-82 

+  0-00 

+  5-00 

-  0-96 

+  0-96 

000 

5-75 

-1-33 

+  1-33 

000 

5-50 

—  1-21 

--  1-21       ! 

1              000 

7-00 

— 1-96 

+ 1-96       ! 

000 

200 

-f  0-54 

—  0-54 

000 

2-75 

+  0-17 

-017 

0-00 

1-50 

-rO-79 

—  0-79 

000 

2-50 

+  0-29 

—  0-29 

000 

0-5U 

--  1-29 

—  1-29 

000 

1-75 

ll      +  0-67 

—  0-67       1 

0-00 

100 

"       +  1-04 

—  1-04 

0-00 

2-00 

+  0-54 

—  0-54 

;  [.,-.,]  =z 000 

[-13]  =  0       1  !/;,]  =  37-25 

—  OIH 

+  Ol  3 

1 

1             [vv]  = 

12-49 

1 

12-49 

1 

1 

1 

' 

! 
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Alle  Beobachtungen  zerfallen  in  drei  Grupi)en,  und  zwar  die 
erste  Gruppe  mit  allon  drei  Objekten  K,G,L  und  zwölf  Sätzen,  die 
zweite  Gruppe  mit  den  Objekten  A',  G  und  neunzehn  Sätzen  und  die 
dritte  Gruppe  mit  den  Objekten   /\',  /.  und  zwölf  Sätzen.    Es  ist  also 

s.>  =  2  «2=19  ih  »2  =  38 

S-i  =  2  7^3  =  1  2  /?3  «3  =:  24 

ö  =  3  w  =  43  A'=98. 

Die  Normalgleichungen  (6)  erhalten  für  zwei  Unbekannte  A,B 
unter  der  Beachtung,    daß  alle  x  gleich  Null  sind,   folgende  Gestalt: 

+  [i?J)-i[53]}. 
Mit  den  Spezialisierungen  für  die  Normalgleichungskoeffizienten : 

12  +  19-^  — —  =  +  17-50,  i^=  +  4-00 

^  3  2''  3  ' 

12        12         , 

12  +  12 =  +  1400 

'  3  2' 

und  für  die  Absolutglieder: 

19-75 +  48-50  — -(19-75  +  33-50) 48-50=  -^  2ö"250 

3  2 

33-50  +  37-25  —-  (19-75  +  33-50) 37-25  =  +  34-375, 

sowie  unter  Einführung  der  an  die  Näherungswerte  -4,,^  26''14' 50"^ 
und  ii„^  87"04' 50"  anzubringenden  wahrscheinlichsten  Ergänzungen 
Äq,  Bq  als  neue  Unbekannte  erhält  man  die  speziellen  Normalglei- 
chungen 

+  17-50  J-o—    400/^0  — 26-250  =  0 
—    4-00^0+  14"00  ^0  —  34-375  =  0. 

Die  Auflösung  gibt:  A^  =  +  2''205  ^o  =  +  3-"085, 

Näherungswerte :  .4,,  =  26»14' 50"Q00         /j„=  87"  04' 50"000 

Ergebnisse:  .1  =  26«  14' 52''205  7?=  «70  04' 53''085, 
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Um  die  scheinbaren  Fehler  v  zu  erhalten,  ist  die  Kenntnis  der 
eliminierten  Orientieriinosiohler  A'  erforderlich.  Dieselben  ergeben 
sich  einfach  aus  den  Gleichuni^en  (1),  (2)  und  (3).  Es  ist  z.  B. 

,,        000  -1-  2-75        2-205  -j-  3-085 

A,  = ' i =  0-917  -1-763  =  — 0-84Ü 

o  o 

X[  =  2083  —  1-763  =  -}-  0-320 

A7=  1-417—  1-763  =  — 0-346,  usw. 

X.2  =      (4-25  —  2-205)  =  -f  1023 

A'a  =  -  (3-00  —  2-205)  =  +  0-398,  usw. 

Die  scheinbaren  Fehler  sind  dann  bestimmt  nach  den  allffe- 
meinen  Formeln 


r 


0 


X,.  —  X,.,  v'  =  A,.  —  A",.  —  ^„7  v"  =  B,.  —  A',.  —  B„. 


So  ist  z.  B.  in  der  ersten  Gruppe  für  Gilge: 

r;  =  0-00  4-  0-846  —  2-205  =  —  1-36 
c',  =  3-50  —  0-320  —  2-205  =  -f  0-98 
v's  =  1-25  +  0-346  —  2-205  =  —  0-61   usw. 

oder  in  der  ersten  Gruppe  für  Lattenwalde: 

v'i  =  2-75  +  0-846  —  3-085  =  -1-  0-51 
V2'  =  2-75  —  0-320  —  3-085  =  —  0-66 
{•3'  =  3-00  -f  0-346  —  3-085  =  +  0-26   usw. 

Selbstverständlich  sind  die  scheinbaren  Fehler  c^  für  Kalleuinken 
ohne  weiteres  gleich  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genom- 
menen, entsprechenden  Orientierungsgrößen  X,  da  alle  x  =  0  sind. 
Also  ist  in  der  ersten  Gruppe: 

fO  =  0-00  -f  0-846  =  -h  0-85 
vi  =  0-00  —  0-320  =  —  0-32 
v»  =  0-00 -|- 0-346  =  -|- 035  USW. 

In  der  zweiten  Gruppe  ist  für  Kalleuinken:  v%= — 102,  i"?4  =  —  0-40 
usw.,  und  für  Gilge: 

fi'g  =  4-25  —  1-023  —  2-205  =  —  1-02  =  —  1^3 

v^i  =  3-00  —  0-398  —  2205  =  4-  0-40  =  —  r?*   usw. 

Bei  richtiger  Rechnung  sollen  folgende  Summen  bis  auf  die 
Abrundungsdifferenzen  auf  Null  ausgehen : 
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[,.0]  ^__  ü-42  — ;r3 1  —  0-1 3  =  —  0-02 
[r'J  =  —  3-30  J-  3-31  =  -f  O'Ol 

[v"]  =  —  014 —  013=  — 0-01 

[rj    =    [vO\    -.-    [r\    4-    |r"|    =-0-02. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  98  Verbesserungen  ist: 
[vv]  =6-51 +  8-70-)-  (i-49-h2  (11-82+  12-49)  =  70-32, 
folglich  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Richtung  nach  der  Formel  (6): 
1  ^  70-32  1^70-32         ,     „ 

Um  den  mittleren  Fehler  eines  ausgeglichenen  Winkels  kennen 
zu  lernen,  hat  man  zunächst  folgende  Gewichtsgleichungen  aufzu- 
stellen : 

+  17-50  [««]—    4-00[ß/i]=l  +17-50  [ß/i{J  —    4-00  [/5 /^JJ  =  0 

—    4-00  [ßßj  +  14-00  [«/3]  =0  —    4-00  [k/:}J  +14-00  f/5/jJ  =1. 

Deren  Auflösung  liefert  die  Gewichtskoeffizienten: 

[af/j  =  4- 0-0611,  [«/3j  =  +  0-0175,  [/3/3]  =  + 0-0764. 

Demnach  ist  der  mittlere  Fehler  von  .1:  /t.i  =  !-iY\cc  a]  =  +  0-'28, 
und  der  mittlere  Fehler  von  B:  fi2i  =  ^uV\ßß]  =4:0"32. 

ß)   Clarkcs  Näher  imysmethode. 

Eine  zweckmäßige  Xäherungsmethode  zur  Ausgleichung  unvoll- 
ständiger Richtungssätze  wurde  bei  der  Landesvermessung  von 
Großbritannien  und  Irland  angewendet.  (Clarke:  Ordnance  trigonome- 
trical  survey  of  Great  Britain  and  Ireland,  1858.) 

In  Anwendung  auf  das  vorstehende  Zahlenbeispiel  besteht  dieses 
Näherungsverfahren  darin,  daß  zunächst  von  allen  auf  die  Nullrichtuug 
A'  reduzierten  Beobachtungen  /  (Seite  77)  für  eine  und  dieselbe 
Richtung  die  Mittel  Mk  =  0,  Mn  =  26»  14'  52''20,  Mj,  =  87"  04'  52''95 
gebildet  werden,  welche  Mittel  zugleich  eine  erste  rohe  Näherung  der 
Ergebnisse  darstellen.  Sodann  bildet  man  die  Differenzen  M — *!  =  /-, 
z.  B. 

v'g=  26«  14'  52"20  —  26"  14'  50"00  =  -j  2''20 
v'ö  =  26"  14'  52''20  —  26"  14'  53"50  =  —  l-'30 
v'f^  =  87"  04'  52''95  —  87"  04'  5-2''75  =  --  0''20 

und  hierauf  die  Mittel  x  der  zu  je  einem  Satze  gehörigen  r,  z.  B. 

x   =  -  (0-00  +  2-20  +  0-20)  =  +  0-'80 
3 


§    21.  Felilerdiffereuzgleichungen.  81 

a;"=      (0-OU  — l-3()    •    0-20)  =  — 0"37. 

Nun  addiere  man  diese  Mittel  .r  zu  den  JJeobachtuny:eu  /,  z.  B. 
l'j.-^.  x'  =    0"  00'  OU-'OO  -J-  0''80  =    0"  00'  00''80 
l'a  -f  x'  =  260  14'  50''00  ^  0''80  =  26»  14'  50"80 
l'^  -j-  x"  =  26«  14'  53''50  —  0"37  =  26°  14'  53''l3, 

so  geben  die  Mittel  A'  der  um  die  Satzverdrehungen  .<■  orientierten 
Richtungen  l-\-x  bereits  die  annähernd  ausgeglichenen  Richtungen. 
Man  erhält: 

^V£:=359"59'59-"964,  iV^;  =  26M  4' 52''l87,  A';:  =  87"  04' 53''u26. 

Sohin  lauten   die  annähernd  ausgeglichenen  Winkel: 

A  =  i^r;  —  AV=  26"  14'  52''223,  B  =  Nj^  —  Nk=  87"  04'  f)3''U62. 

Wiederholt  man  die  ganze  Rechnung  mit  den  um  x  annähernd 
orientierten  Richtungen,  die  immer  noch  als  unmittelbare  Beob- 
achtungswerte anzusehen  sind;,  da  die  einzelnen  Sätze  nur  eine 
Verdrehung  um  eine  konstante  Größe  erfahren  haben,  so  kann  man 
allmählich  auch  zu  den  strengen  Resultaten,  S.  78,  gelangen. 

Die  streng  theoretische  Ausgleichung  unvollständiger  Richtungs- 
sätze nach  Bessels  Methode  wird  ihrer  Seh  werf  älliukeit  wegen  gegen- 
wärtig vermieden  und  durch  andere  geeignete  Verfahren  (ij  19)  oder 
einfache  Näherungsmethoden,  wie  z.  B.  die  eben  beschriebene,  ersetzt, 

§  21.  Fehlerdifferenzgleichungen, 

Wenn  die  zu  suchenden  Größen  ^r,ij,z.  .  .  .  nicht  durch  einfache 
Beobachtungen  I,  sondern  durch  Beobachtungsdifferenzen  ('—  l"=7 
bestimmt  werden,  wie  dies  bei  Winkelbestimmungen  durch  satzweise 
Richtungsbeobachtungen  (§  20)  oder  bei  Gradmessungen  durch  Pol- 
höhenbestimmungen (v?  49)  der  Fall  ist,  so  erscheinen  die  Angaben  / 
durch  die  Fehler  zweier  Beobachtungen  entstellt,  so  daß  man  für 
eine  Reihe  von  n  Beobachtungen  I,  bis  1„  beziehungsweise  //  —  1 
Bestimmungen  I2  bis  /„  folgende  Fehlerdifferenzgleichungeu  auf- 
stellen kann: 


03  a;  -f-  63  2/  H ]^=vg  —  vi 

a„  x^b„y-f-  ■■■  —  l„  =  v„  —  i-j 


t(   Unbekannte 
ii  Beobachtungen 
//  —  1    Gleichungen 


'to' 


(1) 


worin  lj  =  U  —  Ii,  h^'U  —  U,  ■■■  l>  =  L  —  Iibedeutet  und  wobei  es  ganz 
gleichgültig  ist,  welche  von  den  Beobachtungen  (wie  z.  B.  hier  I,)  bei 

Wellisch,  AusgleichungsrecUnung  n.  Q 
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der  Bildung  der  Beobachtungsdiffereuzen  als  Anfangs-  oder  Nullrichtung 
genommen  wird.  Gehören  zu  den  einzelnen  I,,  I2,  .  .  .  l,  beziehungs- 


weise 


i'i,  i-o.    .  .  .  v„  die    Gewichte    cji,  (j^, 


</„,    so    kann  man  mit 


Benützung  des  Ausgleichungsprinzips  [7  v  v]  =  min  nur  n  —  1  von  den 
iu  der  Anzahl  //  vorkommenden  v  eliminieren,  so  daß  in  den  hiedurch 
entstehenden  n  Normalgleichuugen  außer  den  a  Unbekannten  a',  t/,  .  . 
auch  noch  ein  v  als  Unbekannte  auftritt.  Da  man  also  durch  die 
Differentiation  von  [gvv]  nach  den  u  Unbekannten  xy,  .  .  .  nur 
u  Gleichungen  mit  «  -f-  1  Unbekannten  erhält,  so  hilft  man  sich  damit, 
daß  man  irgend  ein  r,  z.  B.  Vi  schon  bei  der  Differentiation  von  [gvv] 
als  eine  Unbekannte  betrachtet,  wodurch  dann  aus  den  /t  Fehler- 
gleichungen 


'•!     •        •    —  ^'l 

9i 

a.,x  -j-  b.,y  -i-  L\  —  h,       Vo 

9^ 

«3  .-c  —  63  ?/  +  t\  —  h  —  ^"3 

9z 

o„  .r  -T^n!/   i    t'i       l,  —  v„ 

9n 

u  Unbekannte 
n  Beobachtungen 
//  Gleichungen 


(2) 


folgende  Normalgleichungen  entstehen: 

[gaa\x-~  [g  ah]y  ^  [g  a]  v,  =  [g  aJ] 

[gah]x^[gbb]y+[gb]v,=  [gbl]  (3) 

{ga\x+    [gb]y^    [g]vi=    [gl].. 

Da  man  es  in  der  Praxis  gewöhnlich  mit  mehreren  Systemen  (2) 
zu  tun  hat,  worin  die  eigentlichen  Unbekannten  x,  y.  .  .  .  immer 
dieselben  Werte  besitzen,  die  Verbesserungen  Vj  der  willkürlich 
gewählten  Anfangsrichtung  aber  immer  andere  Werte  annehmen,  so 
arbeitet  man  sich  leichter,  wenn  man  die  t\  vorerst  eliminiert,  weil 
man  dann  in  den  hiedurch  entstehenden  reduzierten  Normal- 
gleichungen 


\ 


[9]  y 


\[gab] 


[.9^]  [g^] 


p  =  [gal]  — 


[9<^]\9n 


(1> 


IL9-]  f^p^,^.^.  f^j        j.-.^.  j^j 

alle  ersten  Gleichungen,  alle  zweiten  Gleichungen,  usw.  durch  bloße 
Addition  zu  einem  einzigen  Normalgleichungssystem  vereinigen  kann. 
Beispiel.  (Ausgleichung  von  Richtungsbeobachtungen.) 
Auf  einer  Beobachtungsstation  S  seien  folgende  Richtungs- 
beobachtungen nach  den  fünf  Objekten  ^1, 5,  d',  Z),  £"  in  vier  Gruppen 
und  in  gleicher  Zahl  von  Sätzen  angestellt  worden,  wobei  die  an- 
geführten Daten  die  Mittelwerte  aus  allen  Sätzen  darstellen : 
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Objekt 

wert 

1.  rtruppc 

S.  (Jruijpe 

3.  Gruppe 

i.  Gruppe ' 

()0  00'  00" 

'    o'oo 

O'OO 

0"00 

0    IM) 

B 

u  17  ao 

2-64 

— 

4-98 

0  69 

C 

82  33  10 

t;-liO 

!l-2!l 



— 

1        ^ 

198  24  20 

2-62 

3-64 

— 

l-r)4 

E 

27.J  12  40 

210 

2-38 

2-78 

> 

Betrachtet  man  die  zu  den  Näherungswerten  gehörenden  wahr- 
scheinlichsten Ergänzungen   als  Unbekannte,    so  hat   man  zu  setzen  : 

^ASB=  440l7'ö0"~x 
■<.ASC=  82  33  10  -  >j 
^ASD=  198  24  20  -~z 
^AiSE=2To    12    40   — /. 

Somit    lauten    die    Fehlergleichungen    in     gruppenweiser    An- 


y-\-Vi  —9-2  9  =  1«; 
2  -f-  <•;  —  3-64  =  v't 


schreib 

ung: 

. 

■  ^'l 

. 

i'i 

X 

4-i-i 

—  2-64 

1-2 

y 

+  ^1 

—  6-90 

= 

i'3 

z 

-\-i\ 

—  2-62 

t^U 

f 

—  ^-1 

—  2-10 

— 

^•r, 

X  — 1\ 


4-98  =  n 


/ 

'•l 

2-38 

^■^. 

. 

. 

'"l" 

. 

.      . 

i-i" 

X 

1 
1 

^1 

0-69 

-^ 

c-{ 

z 

t 

l'\" 

1-54 

i-r 

/_|_r;'— 2-78  =  1-5 
Damit  erhält  man  die  Normalgleichungen,  gruppenweise  angesetzt: 


X- 

y^z^t   ^    oi\ 

14-26  =  0 

X    . 

...      -r     i'i  — 

2-64  —  0 

//     •     •       -^     ^'i 

6-90  =  0 

Z                ,         Vi 

2-62  ^0 

.     .     .    t  '       rj 

2-10  —  0 

y-{-z^t-,    4i?, 

15-31  —0 

• 

.'/     •     ■        i       ^1 

9-29  —  0 

.      .       z    .         ,       Vi 

3-64  —  0 

. 

.     .     .   t-    v{  - 

2-38  =  0 

X 

•     .    -f-  /  -r  3  ri'  — 

7-76  =0 

X 

1                " 

...      -h    vj 

4-98-0 

.     .     .    t^     ri'  - 

2-78  —  0 

X 

-  r   .      -  3  ri"  — 

2-23-0 

X 

.     .     .      -f     fi"- 

0-69  =  0 

. 

■      ^    •      +1-1 

1-.j4  =  0 
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oder  zusammengefaßt: 

x-\-y  +  z-\-t-j-oi\  —14-26  =  0 
.  .  7/-}-c  +  /-j- 4r;  --15-31  -  0 
X  .  .  .  -f^-f  3i-i'  -  7-76  =  0 
;r    .       ---      ■  3  <•;"—    2-23  =  0 

3  cc  4-  i\   .     .   ~-  rj'  -f  i\"  —    8-3 1  -=  0 

2  ?/ -f  ri  -f  t-j'  .     .     .     .—16-19  =  0 

3  ~  +  n  -r'^i  ■     ■  -7-  'f-'i"  —    "'80  =  0 
3  ^ +  ri +ri'    -vi'    .     .   —    7-26  =  0 


1^) 


(ö) 


Eliminiert  man  mit  Hilfe  von  (5)  die  r  aus  dem  S3'stem  (6),  so 
erhält  man  die  sogenannten   „Normalgleichungen  im  engeren  Sinne'": 

—  2-133  X  —  0-200  y  —  0-533  .^  —  0*533  t  —  2-095  =  0 

—  0-200  X  -{-  1-550  y  —  0450  s-  0'450  /  —  9510  =  0 

—  0-533  X  —  0-450  y  ^  2'217  z  —  0*450  t  —  0-344  =  0 

—  0533  X  -  0-450  y  —■  0-450  z  -j-  2-217  t  -\-  2*006  =  0, 

deren  Auflösung  dem  Leser  überlassen  bleibe.  Der  mittlere  Fehler 
einer  einzelnen  Richtuugsangabe  ergibt  sich,  da  im  ganzen  15  Beob- 
achtungen und  4 -j- 4  =  8  Unbekannte  vorkommen,  nach  der  Formel: 


/<- 


r^'vvj^    j)gj.  mittlere  Fehler  eines  aus  einem  einfachen  Satze 
15  —  8 

hervorgehenden  Winkels  ist  dann :  ;u,^.  =  a,.  ]  2. 

'ß.  Punktausgleiehung. 
§  22.  Vorbereitende  Erklärungen. 

Bei  der  Bestimmung  von  trigonometrischen  Netzpunkten  im  An- 
schlüsse an  eine  bereits  vorhandene  Triangulierung  werden  zwei 
Hauptfälle  unterschieden:  das  Vor  wärt  sein  sehn  ei  den,  wobei  aus- 
schließlich Richtungen  von  den  gegebenen  Punkten  nach  dem  zu 
bestimmenden  Punkte,  sogenannte  „äußere  Richtungen"  beobachtet 
werden,  und  das  Rückwärtseinschneiden,  wobei  ausschließlich 
Richtungen  von  dem  festzulegenden  Punkte  nach  gegebenen  Punkten 
hin,  sogenannte  „innere  Richtungen"  beobachtet  werden.  Finden  so- 
wohl äußere  als  innere  Richtungsbeobachtungen  statt,  so  gelangt  das 
kombinierte  Vorwärts-  und  Rückwärtseinschneiden  zur  An- 
wendung. 

In  allen  drei  Fällen  erfolgt  zuerst  die  Ermittlung  der  ge- 
näherten Koordinaten  x^y  des  eingeschnittenen  Punktes  auf  elemen- 
tarem Wege,  und  zwar  im  Falle    des  Vorwärts-    oder   kombinierten 
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Einschneidens  aus  zwei,  beim  Rüekwärtseinsclineiden  aber  aus  drei 
unter  günstiijen  Bedingunj^^en  sich  schneidenden  Strahlen.  Die  ge- 
näherten Koordinaten  werden  selbstverständlich  nur  jenen  Beob- 
achtungen vollkommen  entsprechen,  welche  zu  deren  Berechnung 
herangezogen  wurden,  hingegen  werden  sie  den  überschüssigen  Beob- 
achtungen infolge  des  Einflusses  der  zufälligen  Beobachtungsfehler 
^nicht  strenge  genügen.  Um  die  hiedurch  entstehenden  Widersprüche 
auszugleichen.,  sind  an  den  Näherungskoordinaten  x.  y  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  solche  Änderungen  ((x,(ly*)  anzu- 
bringen, welche  bewirken,  daß  bei  gleichgewichtigen  Beobachtungen 
die  Summe  der  Quadrate  der  infolge  der  vorgenommenen  Koor- 
dinatenänderungen an  den  Beobachtungen  anzubringenden  Verbes- 
serungen i:,  oder  bei  ungleichgewichtigen  Beobachtungen  die  Summe 
der  mit  den  entsprechenden  Gewichten  y  multiplizierten  Quadrate 
der  Richtungsverbesserungen  /•  ein  Minimum,  daß  also  die  Bedingung 
erfüllt  werde: 

[v  v]  =  min  beziehungsweise   [  g  v  rj  =  viin. 

Bevor  zur  Ausgleichung  der  Koordinatenwidersprüche  geschritten 
wird,  ist  noch  eine  Reihe  von  Vorarbeiten  zu  erledigen.  Zunächst 
w^erden  aus  den  genäherten  Koordinaten  x,  y  des  zu  bestimmenden 
Punktes  Q  und  den  gegebenen  Koordinaten  .r.-,  y,  derjenigen  Netz- 
punkte P„  von  oder  nach  welchen  Richtungen  beobachtet  worden  sind, 
die  genäherten  Richtungswinkel  ö-  (Azimute  der  Richtungen)  von  dem 
zu  bestimmenden  Punkte  nach  den  gegebenen  Punkten,  so- 
wie die  Seitenlängen  s;=QPi  nach  den  Formeln 

^  X; X         ^Xi 


s.  =  -^^  = 7r=  /    AXi-r^y:  (2) 

sniGi       cos  6;       I' 

berechnet**),  wobei  die  Richtungswinkel,  welche  in  Österreich  ,. Süd- 
winkel", in  Deutschland  „Neigung"  heißen,  von  der  positiven  x-Achse 
aus  im  Sinne  der  Uhrzeigerdrehung  gezählt  werden,  und  deren  Größe 
beziehungsweise  deren  Quadrantenlage  aus  dem  stets  positiv  ange- 
nommenen spitzen  Winkel  9?  und  den  Vorzeichen  der  Koordinaten- 
unterschiede z/ar,  Ay  aus  folgender  Zusammenstellung  zu  entnehmen  ist : 


*)  Diese  Änderungen  können  hier  als  Differentiale  aufgefaßt  werden. 
**)  Zälüt  man  den  Südwinkel  in  entgegengesetzter  Richtung    von  den  gege- 
benen Punkten  nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte,  so  tritt  ff' +  180"  an  Stelle  von  c 
und  es  ändern  J  ,v,  _/  .>•,  sowie  sin  a\  con  a'  ihr  Vorzeichen.  (Vgl.  §  28.) 
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äx 

^y~ 

+ 
+ 

+ 

— 

— 

— 

+ 

1. 

Quadrant  = '          I 

II 

III 

IV 

"~\ 

9» 

180»  —  g) 

180"  +  q> 

3600  —  9 

Bezeichnet  (>  =  (>'-i-f/ö  den  aus  den  verbesserten  Koordinaten 
X  =  a:  — f/x  und  Y=y-\-chj  von  Qq  berechneten  ausgeglichenen  Süd- 
winkel, so  erhält  man  die  durch  die  Änderung  der  Koordinaten  um 
dx  und  dij  hervorgerufene  Änderung  des  Südwinkels  do  durch  Dif- 
ferentiation von  (1)  wie  folgt: 

Q  =  arc  tg  ^ ^  =  arc  tcj  — 


'  arc  tg 


da=^ 


Es  ist  aber 


3x 


Xi — X  "  zlx 

^y         '^      .  ^y 

— -^             9  arc  tq  — ^ 
^x  -.                     ^  ^x  , 
dx  -i ^ dy. 


arc  tg 


^y 

Ax 


Ay 


Ax 


^y 


9x 


9x 


'    \AxJ 


arc  tq  ^ 9  arc  tq  — ^ 

^  X: — x  -^  A.r 


».f^j  uLr 


1 

Ax 


'^y 


folglich  ist: 


>-'// 


m 


Ax'—Ay 


—  Ax 
Ax'  --  A  y 


Ay^ 


Ax 


,        Ay  j        Ax 
(16  =  — ^  dx dy 


oder  mit  Rücksicht  auf  (l)  und  unter  gleichzeitiger  Einführung   des 
kleinen  Winkels  da  in  Bogenmaß: 

de       sin  ö'    ,         cos  o'   , 

„  = dx dy, 

Q  s  s         ^' 

worin  r)"=  1 :6/// 1  "  =  206  265  bedeutet.    Setzt  man,  die  im  Vorhinein 
berechenbaren  Größen  zusammenfassend, 


„  sin  6 


a. 


„   C<I6  0  , 

9   — --  =  ^ 

6' 


so  liefert  jeder  Visierstrahl  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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dG=adx-\-l>(hi,  (3) 

worin  da,  rhv,  dy  unbekannt  sind  und  die  soofenannten  ,Richtungs- 
koeffizienten"  a  und  b  im  vorhinein  berechnet  werden  können.  Hie- 
bei  ist  zu  beachten,  dafj  die  Vorzeichen  von  (t  und  sin  n  überein- 
stimmend, jene  von  h  und  cos  ö  jedoch  entgegen^^esetzt  sein  müssen 
(Über  einfache  und  anschauliche  Ableitungen  der  Formel  (3)  siehe 
die  Notizen  „über  die  Differentialformel  der  Azimute"  in  der  ..Österr. 
Zeitschr.  f.  Vermessungswesen,"   1905,  S.  4  und  29.) 

§  23.  Vorwärtseinschneiden. 

Zur  Bestimmung  der  Koordinaten  des  Punktes  Q  durch  äußere 
Richtungen  seien  auf  den  gegebenen  Punkten  K,Pi..  .  .  .  P„  Richtungs- 

Fig.   17. 


unterschiede  gemessen  worden  zwischen  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  Q  und  den  umliegenden,  gegebenen  Dreieckspunkten  -rli,^.. 
.^3,  .  .  .;  Bi,  B.,B^.  .  .  ..•  C\,  Co,  Cg.  .  .  .,  usw.  (Fig.  17).  Sind  tl'^.tl'., 
tl?3,  .  .  .  die  bekannten  Südwinkel  der  gegebenen  Dreiecksseiten  von 
P„  nach  Ai.Äz.Aa,  .  .  ..  und  i.>t  R  der  Südwinkel  der  Richtung  von 
der  Station  P„  nach  Q,  so  hat  man.  wenn  die  beobachteten  Richtungs- 
unterschiede auf  der  Station  Pa  mit  «i,«.,,  «3,  .  .  .  bezeichnet  werden, 
für  die  zu  bestimmende  Richtung  B  die  verschiedenen,  mit  zu- 
fälligen Beobachtungsfehlern  behafteten  Werte 

Ri  =  ^-i  4-  Kl 
R2  =  ^2-r  «2 

-??3  =  ^3  +  ^-3 
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deren  arithmetisches  Mittel  die  orientierte  Rielitung  F^^  der 
Beobachtungen  auf  P„  nach  Q  genannt  wird.  In  gleicher  Weise  er- 
hält man  für  alle  Beobachtungsstationen  die  den  Punkt  Q  bestim- 
menden orientierten  Richtungen,  welche  an  Stelle  der  direkten  Beob- 
achtungen treten  und  welchen  je  nach  der  Anzahl  der  zu  ihrer 
Berechnung  zu  einem  Mittel  vereinigten  Einzelbeobachtungen  ver- 
schiedene Gewichte  (Anschnittszahlen)  beigegeben  werden  können. 
Bezeichnet  mau  (Fig.  18)  mit  cd  die  Abweichung  der  orientierten 
Richtung  i?o  von  dem  genäherten  oder  vorläufigen  Südwinkel  e'  und 
mit  r  die  Abweichung  der  orientierten  Richtung  von  dem  ausge- 
glichenen oder  endgültigen  Südwinkel  ö,  so  finden  für  jeden  Strahl 
nach  Q  die   Beziehungen  statt: 


Fig.  18. 

+  y 

/ 

'  \ 

1  1 

/ 

iXi'".---'' 

/ 

'y^. 

/      y' 

y 

1 

/      / 

X 

1 

/^ 

K 
1 

/// 

*^—  y-y 

--'                                                         +X 

6'- 

—  ^0  —  « 

G 

-i?o-i- 

dQ-- 

=  G 

—   G           V         CO 

V  —  dG-\-  CO. 

Wird  der  Wert  von  dö  in  die  Gleichung  (3)  des  §  22  eingesetzt 
und  gleichzeitig  dx,  Öy  statt  dx,  dy  eingeführt,  da  die  Koordinaten- 
änderungen eigentlich  keine  Differentiale  sind  (Fußnote  S.  85),  so 
erhält  man  für  die  Verbesserung  der  orientierten  Richtung  in  all- 
gemeiner Form  die  Fehlergleichung: 

a  dx  -\- h  Öy  -\-  G)  =  v, 

m 

worin  der  Abweichung  co  der  Charakter  einer  direkten  Beobachtung 
zukommt.*)  Solche  Fehlergleichungen  können  in  der  Anzahl  der 
Stationen  /-*„  bis  P„  aufgestellt  werden.  Ihre  Auflösung  erfolgt  nach  den 


*)In  t;  1,  Punkt  b  ist  u- =  —  /  gesetzt.  Vgl.  Fußnote  S.  42. 
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Regeln  der  Ausorleichung  vermittelnder  Heobaohtungen  (I.  Band, 
III.  Abschnitt). 

Als  Zahlenbeispiel  diene  das  in  der  österreichischen  „Instruk- 
tion zur  Ausführung  der  trigonometrischen  und  polygonometrischen 
Vermessungen"  enth:dtene  Muster  XI a  für  Vorwärtseinschneiden: 
Bestimmung  des  Punktes  3  durch  äufjere  Richtungen  aus  den  fünf 
gegebenen  Netzpunkten  „Spielberg  S,  4,  1,  Hadi  H  und  Neuer  Berg  N". 

Die  gegebenen  Koordinaten  a;,,  y,  und  die  aus  den  Beobach- 
tungen hervorgegangenen  orientierten  Richtungen  7?„+180"  von  Q 
nach  Fi  sind: 


'    Punkt 
Pi 

Abszissen 

Xi 

Ordinalen 
Vi 

Orientierte 

Richtungen 

von  Q  nach  P,  d.  i. : 

Üo  ±  180»          \ 

S 

— 109  689-27 

-16  547-54 

von  3  nach  S 

780  34'  54- 

4 

—  111354-16 

- 17  784-32 

3             4 

108   33  17 

1 

-112  370-96 

—  18  755-73 

.3.1 

138   50  50 

H 

,   —112  753-60 

-  21 902-76 

1       .      3      „      H 

213   03  55 

N 

1 

—  10!)  ()57-72 

-20  926-11 

1       .,     3      ..      N 

j 

327    55  11 

Nun  rechnet  man 

1.  Die  Näherungskoordinaten  von  3:  ic=  —110470-66,  /y  =  — 2041654 

2.  Die  Koordinatenunterschiede  Ax,  /Jy,  die  genäherten  Südwinkel  Q 
und  die  Seitenlängen  s: 


1 

Punkt 

1 

J  x  = 

=  x;  —  X 

=  Vi  —  .'/ 

g'  aus 

t,J  G'  =     -^ 

■'             J  X 

loij  s  aus          ( 

—    -,  oder          ,   i 
ein  G              cos  a 

S 

+    781-39 

+  3869-00 

78»  34' 55 -'3 

3-5963 

4 

—    883-50 

+  2632-22 

108   33  15-3 

3-4435 

1 

—  1900-30 

-f  1660-81 

138   50  50-8 

3-40-20 

H 

—  2282-94 

— 1486-22 

213   03  52-5 

3-4352 

N 

+    812-94 

—   509-57 

327   55  10-3 

2-9820 

3.  Die  Koeffizienten  und  Absolutglieder  der  Fehlergleichungen: 


Punkt 

^^  sin.  a' 

<-,,s  a' 

!,  ■             n" 

to  =  a-  —  (Ro±  180") 

S 

S 

!        +    51-2 

—   10-3 

+  1-3 

4 

-    70-4 

+    23-6 

-1-7 

1 

+   53-8 

+    61-5 

+  0-8 

H 

-    41-3 

+    63-5 

-25 

N 

-  114-ä 

—  182-1 

—  0-7 
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4.   Die  Koeffizienten  und  Absolutglieder  der  Normalgeichuutren: 


/' 

o  a 

„,. 

II  (O 

hl 

b  ca 

CO   Ü> 

s 

-h  2621 

-  527 

-f  67 

+  1Ö6 

-   13 

+  1-69 

4 

4956 

-i-  1661 

-120 

557 

-  40 

2-89 

1 

2894 

+  3309 

+  43 

3782 

+  49 

0-64 

H 

1706 

—  2623 

+  103 

4032 

—  159 

6-25 

N 

13042 

+  20796 

+  80 

33160 

+  127 

0-49 

+  25219 

+  22616 

+  173 

+  41637 

-  36 

11-96 

Die  Normalgleichungen  lauten: 

25219  0a;  J- 22616  07/-- 137  =  0 
22616  d.r-f  41637(5?/—    36  =  0. 

Es  sind  dies  dieselben  Gleietiungen,  von  denen  im  §  11  ausge- 
gangen wurde.  Die  dort  gefundenen  Ergebnisse  der  Genauigkeits- 
untersuchung mögen  hier  der  Übersichtlichkeit  wegen  den  Resultaten 
angeschlossen  werden. 

Genäherte  Werte  von  Q:           .r  =  — 110470-66  ?/  =  — 20416-54 

Koordinatenverbesserungen  :  Öx  =  — 0'0149    dy  = --  0-0089 


) 


20416-53. 


Ausgegl.  Koordinaten  von  ^:  A'=  —  11047067 

Mittlerer  Fehler  einer  beobachteten  Richtung:  u,,  =  +  l-'74, 
mittlere  Koordinatenfehler:  fi^.-  =  +  0-015  w,     a„  =  +  0-012  )n, 
mittlerer  Punktfehler:  J/ =  + 0-019  w, 
extreme  mittlere  Koordinatenfehler: 

^y=  +  0"007/»  zum  Südwinkel     54^59'  gehörend. 
^„=-r  0-018  WA       ,,  „  144«  59'  ,, 

Berechnet  man  mit  den  verbesserten  Koordinaten  A',  )'  von   Q 
die  endgültigen  Südwinkei  0  nach 

Y 


tg  6 


?l- 


fi^' 


so  müssen  die  Differenzen  6  —  -?Jo  =  ^"  mit  den  im  i^  1 1  direkt  er- 
mittelten V  bis  auf  die  unvermeidlichen  Abrundungsfehler  überein- 
stimmen. Als   Rechenproben  hat  man  nach  (10)  und    (13)    Seite    226 

des  I.  Bandes: 

\bco.lY- 

~    \hb.l] 

|ao]2       [ba.lY- 

J(ü,]  \bh.l] 


[r  r]  t=:  [o  oj ,  2]  ^=  [«  (j  .  1 


[v  v]  =  \co  co] 


11-96  — 119  —  1-71 
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oder  auch  nach  (14)  Seite  227  des  I.  liandes,  wenn  darin  l  =  —  w 
gesetzt  wird   (Fußnote  Seite  42): 

[vv]  =  [g)co\  -{-  [aa]  dx-\-  [h  co\  dy  =  IfPf;  —  2-57     -  0:52  =  9-07, 

nach  beiden  Formeln  übereinstimmend  mit  der  direkten  IJerecbnung 
im  §  11,  S.  4;]. 

§  24.  Rückwärtseinschneiden. 

Hat  man  auf  dem  zu  bestimmenden  Punkte  Q,  als  Instrumenten- 
standpunkt, die  Richtungen  nach  den  umliegenden  gegebenen  Punkten 
P,,  J\,  .  .  .  P„  beobachtet,  so  erscheint  damit  der  Richtungssatz  noch 
nicht  nach  den  Koordinatenachsen  orientiert;  er  kann  daher  beliebig 
um  den  Standpunkt  gedreht  werden.  Um  dem  ganzen  Richtungssatze 
eine  vorläufige  Orientierung  zu  geben,  ermittelt  man  von  dem  zu 
suchenden  Punkte  Q  auf  elementartrigonometrischem  Wege  Näherungs- 
koordinaten x,y  und  berechnet  irgend  einen  Richtungswinkel  Gi  von 
Q  nach  P,  mit  Hilfe  der  genäherten  Koordinaten  x,y  von  Q  und  der 
gegebenen  Koordinaten  a.-,,?/,  von  P;  nach  der  Formel 

X; X 

Dreht  man  nun  den  gemessenen  Richtungssatz  so  lange,  bis  die 
Richtung  -ß,  des  ausgewählten  Strahles  Q.  P;  mit  seinem  genäherten 
Richtungswinkel  öl  vollkommen  übereinstimmt,  so  erscheinen  auch 
alle  übrigen  Richtungen  um  denselben  Winkel 

gedreht  und  vorläufig  orientiert.  Bezeichnet  man  mit  i?,  das  arith- 
metische Mittel  aller  von  Q  nach  Pi  angestellten  Richtungsmessungen, 
so  erhält  man  die  genäherte  orientierte  Richtung  ?„  irgend  einer 
anderen,  von  Q  nach  P,„  zielenden  Visur,  wenn  das  arithmetische 
Mittel  aller  Richtungsmessungeu  nach  P,„  mit  R,„  bezeichnet  wird, 
durch  Bildung  der  Summe 

Die  auf  diese  Weise  für  alle  inneren  Riehtungen  ermittelten 
genäherten  oder  vorläufig  oi'ientierteu  Richtungen  r^  treten  an  die 
Stelle  der  direkten  Beobachtungen. 

Der  genäherte  Drehungswinkel  c,  welcher  nur  jenen  drei  Rich- 
tungen entspricht,  die  zur  Bestimmung  der  Näherungskoordinaten 
von  Q  beliebig  ausgewählt  wurden,  ist  aber  noch  nicht  derjenige 
Winkel,  welcher  sämtlichen  Richtungen  gleichzeitig  am  besten  genügt. 
Der  Winkel  c    verlangt    infolge    der    fehlerhaften    Richtungsbeobach- 
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tuno-en  noch  eine  im  Sinne  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu 
bestimmende  Korrektion  dz,  den  sogenannten  „Orieutierunii:sfehler", 
auch  .Kichtungskorrektion"  oder  „Nullpunktskorrektion "  genannt, 
welche  den  Unterschied  zwischen  den  genähert  orientierten  Rich- 
tungen 7o  und  den  endgültig  orientierten  Richtungen  /t*e,  bildet.  Be- 
zeichnet man  die  Abweichung  der  genähert  orientierten  Richtung  Vr, 
von  dem  genäherten  Richtungswinkel  (?'  mit  ir  und  die  Abweichung 
der  endgültig  orientierten  Richtung /?„  von  a'  wie  beim  Vorwärtsein- 
schneiden mit  o,  so  hat  man  die  Beziehungen: 

'o  —  Äo  "=  ^~ 

ö'  —  To  =  w 

6  /?o  =  03 


B, 


0- 


G) W 

dz  ~\-  w. 


Die  Differentialformel  der  Azimute  lautet  wie  beim    Vorwärts- 
einschneiden 

da  =  a  dx  -\-  b  dy. 


Die  allgemeine  Form  der  Fehlergleichungen  des  §  2b :  do -y  a  =  v 


oder 


geht  daher  über  in 


«  dx -\-  b  dy  -y  (o  ^=  V 
a  dx  -j-  b  dy  -^  dz  -\-  ^v  = 


Bei  II    gemessenen   Richtungen    hat  man  die  Fehlergleichungen 
üidx  -\-  bi  dy  -f-  dz  -\-  Wi  =  r^ 
«..  dx-\-  b.,  du  4-  dz  -\-  Wo  =^  v-,    ,  ,  , 


a„  dx  -j-  b„  dy  -j-  dz  -f-  jü„  =  i\, 

und.    da    die    Koeffizienten    der    dritten    Unbekannten    dz  durchaus 
gleich  1  sind,  die  Normalgleichungen; 

\a  a\  dx  -j-  \ab\  dy  -\-  \a\  dz  -j-  [a  \c\  =  0 
[a  b]  dx  -j-  [b  b]  dy  -\-  [b]  dz  +  [b  lo]  =  0    .  (2) 

[a]dx-^-    \b]    dy4-    n    d:  +    [w]   =0. 

Durch  Elimination  der  für  die  Punktbestimmung  ganz  gleich- 
gültigen Nullpunktskorrektion  dz  erhält  man  nach  den  Regeln  des 
1.  Bandes,  §  44^  S.  167  die  von  dz  befreiten  Normalgleichungen.- 

[[«  a\-^^[a]\dx^-[[ab\  -  ^   f6]}d.v  +  {[a  w]-^^[w\\  =  Q   ' 


\a  b]  -  f^-  f«l}  dx-i-  {\hb\-^^  [b]]  dy  4-  {[6  w]  -  i^  [ic]]  =  0, 


(^) 


v<   24.  liückwärtseinschneiden.  93 

woraus  die  Kotn-dinateii-Verbesserunj^ou  f).'-,  dij  in  üblicher  Weise 
berechnet  werden  können.  Man  kann  aber  die  Elimination  von  dz 
auf  be(jueme  Art  auch  nach  der  Methode  der  reduzierten  P^'ehler- 
gleichungen  (§  45  des  I.  Bandes),  wie  sie  auch  schon  Oauß  (1822) 
angewendet  hat,  wie  folgt  vornehmen.  Wird  das  Gleichungssystem  (1) 
addiert  und  durch  n  dividiert,  so  ergibt  sieli : 

Diese  Gleichung  von  den  einzelnen  Fehlergleichungen  subtrahiert, 
liefert  die  von  dz  befreiten,  reduzierten  Fehlergleichungen: 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
a  -^-A 


a.. 

\a\ 
n 

— 

^^2 

a„ 

[«] 

_ 

A„ 

Oi- 

n 

-B, 

b,- 

n 

—  B., 

h.- 

1^] 
n 

=  B„ 

"'i 

ir 
n 

=  ]f\ 

"'2 

IC 

— ir. 

"•»  — 

H 

n 

-w,„ 

n 

wobei  die  sogenannten  reduzierten  Koeffizienten   A.B  und  absoluten 

Glieder   ir  die  Abweichungen    der    ursprünglichen    Koeffizienten  a,b 

[a] 
und   absoluten  Glieder  w  von  ihren  arithmetischen  Mittelwerten — » 

11 

-~  ,    ~  bedeuten  und  daher  zur  Kontrolle 
n         n 

[A]  =  [B]  =  [\y]=^o 

sein  muß,  so  kann  man  auch  schreiben : 

-^1  da;  -\-  Bi  dy  -^\  1=^  i\ 

Aod.r~-B..dy--\r.=v.-  ,,, 

-    J  -         -    i  (4) 


A„  dx  -\-  B„  dy  ^^\'„^^  v„. 
Die  zugehörigen  Normalgleichungen  lauten  dann: 


t,^  Kückwärtseinschneiden.  js   24. 

1^  .1]  dx-}-\A  ß]  dy  +  [A  W]  =  0 


[A  B\  öx  ^  [B  B\  öij  +  [B  W]  =  0.  f  ^""^ 

Dieselben   sind  identisch  mit  den  Gleichungen  (3),    wovon  man 
sich  leicht  überzeugen  kann,  indem  man  z.  B.  bildet: 

,,,,  =  .,, .4|  +  ...  =  (,_M)>(<,-M)V...= 

=  [a„)  -2  |aj  M  +  M  1«)  =  l««J-If/  \a\. 

Werden  die    Verbesserungen    der    Richtungswinkel    in    gleicher 
Weise  reduziert  wie  die  a,  6,  w  und  setzt  man 

[da] 


d(?i 


11 


[da] 


V 

-"1 


(Jö'o  — =  2^2 

11 


86„ 


IM 

11 


wobei  zur   Kontrolle   [Z]  ^^  0  sein    muß,    so    bestehen    auch    die   Be- 
ziehungen; 


Avomit  die  Richtungsverbesserungen  v  berechnet  werden  können.  Alles 

weitere    geschieht    wie    beim  Vorwärtseinschneiden    mit    dem  bloßen 

Unterschiede,  daß  in  der  Formel  für  den  mittleren  Fehler  einer  ein- 

\v  v] 

im  Nenner  w  =  3  zu  setzen  ist,  da  drei 


zelnen  Richtung  Uf,  = 

"    n  —  u 

Unbekannte  dx,  öy,öz  vorkommen^  während  beim  Vorwärtseinschneiden, 
wo  ein  unbekannter  Orientierungsfehler  dz  nicht  auftritt,  u=2  anzu- 
nehmen ist.  Es  geht  diese  Unterscheidung  auch  schon  daraus  hervor, 
daß  zur  eindeutigen  Bestimmung  eines  vorwärts  eingeschnittenen 
Punktes  zwei  Richtungen  genügen  und  daher  n  —  2  Richtungen 
überschüssig  sind,  während  zur  eindeutigen  Bestimmung  eines'Punktes 
durch  Rückwärtseinschneiden  drei  Richtungen  unumgänglich]  not- 
wendig sind  und  daher  nur  n  —  3  Beobachtungen  als  überschüssig 
zu   bezeichnen  sind. 

Haben  die  Beobachtungen  ungleiche  Gewichte,  so  treten  an  die 
Stelle  von  (2)  die  folgenden  Normalgleichungen: 


§    24. 
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f(7a6]da-r  f^^/.Jd//T-  [r//;Jd.v    :-  [ryi  »rl  -- U    j         (6) 

\9  «J  da-  -r     [9  ^1  «^2/  +     l^J  ^--  \9  "-J  -^  ^   I 

und  an  die  Stelle  der  von  Ö::  befreiten  Gleichuni,^en  (3)  folgende: 


f^l 


([^«aj  -i-^^'J  Uja\)d,v-:    [\g  a  M  - 'f^7  l/y^J  j^Z/ 


[9  «J 


[^1 


([^-'•]-if;;;J  [."•])=<> 


Setzt  man: 


«. 


A..  =  a 


[^«] 


B.  =  6.  - 


[.9  6J 

b  b] 
\9\ 

[93 

'\9] 


(7) 


H',  ^«; 


W..  =  w..— 


\9^'-\ 
{9\ 

[9''-'] 
[9\ 


"  "         [9\ 


B„ 


[93 
^[9] 


1 1 ',.=  "• 


(8) 


so  erhält  man  die  Normalgleichungen  (7)  in  der  Form 
[yAA]  dx  +  [g  A  B]  Öy  -\-  [g  AW\  =  0  \ 
[gAB]  dx^  [gBB]  öy  +  [g  BM'\=0\ 

Zur  Kontrolle  für  die  Berechnung  der  reduzierten  Ausdrücke 
A,B,  W  hat   man  die  Bedingungsgleichungen 

[gA]  =  [gB]  =  [gM']=^0. 

Als  Zahlenbeispiel  benützen  wir  das  Muster  XI  l>  der  öster- 
reichischen „Instruktion  für  Theodolitvermessungen":  „Bestimmung 
des  Punktes  53  durch  innere  Richtungen  nach  den  gegebenen 
Dreieckspunkten  2,  15,16,4.1."  —  Die  gegebenen  Koordinaten  x,, //, 
der  Punkte  P,-  und  die  Mittelwerte  R,,,  der  auf  dem  Punkte  Q  =  53 
beobachteten  Richtungen  von  Q  nach  Fi  sind: 


i    Punkt 

!    p> 

Abszissen 

Xi 

Ordinaten 

Mittelwerte                          | 

von  Q  nach  Pi,  d.  i. : 

Rm 

2 

— 111 178-68 

-20  272-86 

von  53  nach     2 

0»  00'  05" 

15 

—  110  873-76 

-  18  722-27 

,,     53      ..      15 

80   23  33 

16 

111  044-47 

- 18  152-68 

„     53      ..      16 

120   47  80 

4 

—  11135416 

—  17  784-32 

,.     53       .        4 

146    40  56 

1 

-  112  370-96 

1 

-  18  755-73 

„     53                1 

245    53  23 
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Die  Näherungskoordinaten  von  53  sind; 

a-  =  — 111643-57  2/=^  —  18  834-72. 

Die  weiteren  Rechnungen  werden  nach  Anleitung  der  am  Kopfe 
der  nachfolgenden  Tabellen  gemachten  Angaben  durchgeführt. 


,    Punkt 

1 

=  n  —  .1- 

->!/  = 

=  yi  —  y 

ff'  aus 
-1  y 

t,J  G=-f- 
J  X 

lo/f  .s  aus 

;•„  =  Jim  -r  z 

Sin  a               cos  a 

2 

+  464-89 

—  1435-14 

287"  54'  50" 

3-1794 

287«  54' 50" 

15 

+  769-81 

-;-    112-45 

8   18  39 

2-8910 

8    18  18 

16 

+  599  10 

+    682-04 

48   42  15 

2-9580 

48   42  15 

4 

-  289-41 

+  1050-40 

74   35  45 

3-0372 

74  35  41 

1 

-  727-39 

+     78  99 

173   48  08 

2-8643 

173   48  08 

Zur  Berechnung  der  in  der  letzten  Spalte  der  obigen  Tabelle 
enthaltenen  Daten  wurde  der  Drehungswiukel  z^^  o  —  B,„  =  287**  54'  50" 
-  00  00' 05"  =  287«  54' 45"  aus    den  Daten  für  den  Punkt  2  ermittelt. 


p 

„stna' 
a  =  q" 

s 

.,  cosa" 

W'=  ff'  — /'o 

n 

n 

0-         Q             ^ 

2 

—  129-8 

-   42-0 

0 

—  188-2 

+      2-9 

—    5-0 

15 

+    38-3 

—  262-3 

+  21 

-    20-1 

—  217-4 

+  16-0 

16 

+ 170-7 

—  150-0 

0 

+  112-3 

— 105-1 

—   5-0 

4 

4- 182-5 

-   50-3 

+    4 

-  124-1 

—     5-4 

-   1-0     i 

1 

-r-    30-4 

+  280-3 

0 

-    28-0 

+  325-2 

—   5-0     i 

V  

-1-  292-1 

—  ->24-3 

+  25 

--      0-1 

+     0-2 

0-0 

S:b  = 

+    58-4 
[«1 

—   44-9 
n 

+    5 

[w] 

11 

[^] 

L^l 

[W\ 

p 

AA 

AB 

A  W 

B  B 

BW 

WW 

2 

+  35  419 

—      546 

+  941 

+             8 

—        15 

+    25 

15 

404 

+    4  370 

-322 

47  263 

—   3  478 

256 

16 

12  611 

—  11  803 

-562 

11046 

+      526 

25 

4 

15  401 

—      670 

-124 

29 

+          5 

1 

'       1 

1             784 

-    9106 

+  140 

10.")  755 

-    1626 

25 

Summe: 

+  64  619 

— 17  755 

+    73 

+  164  101 

—    4  588 

+  332 

Normalgleichungen : 

-j- 64619  d.f-       \llbbdtj-\-      73  =  0 
—  I7755().r+  1641010?/  — 4588  =  0. 
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Koordinatenverbesserun^a'n :       dx  =  -j-  00068,       Öy  =  -j-  0*0287. 
Ausi^eglichene  Koordinaten  des  Punktes  53: 

A'=  — 11164;j-57  -f  001  =  —  111643-56, 
y=—    18834-72 +003  =.  —    18834-69. 

Wünscht  man  auch  den  Ürientierungsfehler  dz  kennen  zu  lernen, 
so    findet    man  ihn  aus  der  dritten  Normalgleichung    von  (2),  S.  92, 


wie  folgt: 


\  n         '     ?i     ^    '      u  J 


=  —  (58-4  .  0-0068  —  44-9  .  0*0287  -f  5-0)  =  —  4"l  1. 

Die    Richtungsverbesserungen  r  können    nach    vier    Methoden 
berechnet  werden,  und  zwar  nach  den  Formeln: 

Aöx-^Böy-r  ^^  =*• 

a  dx  -f-  6  dy  -j-  öz  -\-  w   =  t' 
v+ll'  =v; 

Die  vierte  Formel  wird  in  dem  nächsten  Paragraphen  (S.  101) 
vorgeführt  werden. 


1 
F 

1.  Methode 

•-'.  Methode                                    3.  Methode              '1 

i        ■  A  6j:-{-Bdy-]-  W= 

=  0     '  a8x-\-öäy-{-  äz  -{-w  =  V    ^    8a 

z+w=v    !    ''"    1 

2 
15 
16 

4 

1 

—  1-28 
[—  0-14 
,4-  0-76 
+  0-84 

—  0-19 

4-  0-08 

—  6-24 

—  302 

—  0-15 
+  9-33 

—  5 
+  16 

—  1 

—  5 

\\ 

—  6-20 1—  0-88 

+  9-62'+  0-26 

—  7-26  +  1-16 

—  0-31  +  1-24 

+  4-14;  +  0-21 

—  1-21 

—  7  53 

—  4-31 

—  1-44 
+  8-04 

—  411 

0 

+  21 

0 

+    i 
0 

-6-20| 
+  9-62] 

—  7-26i 

—  0-31 

+  4-14J 

—  309 

—  7-27 

—  3-15 

—  0-20 
+  8-25 

—  1-20 

—  6-38 

—  2-26 
+  0-69 
+  9-14 

—  5 

+  16 

—  1 

—  5 

'i 

—  6-20      38-44 
+  9-62;    92-54   1 

—  7-26'    52-71 

—  0-31 1      0-10 
+  4-14;     17-14  j 

1 

—  0-01 

0-00 

0 

—  0-01 i 

—  0-01 

—  4-46 

1 

—  0-Ul     200-^3    1 

[da]  :  5  =  —  0-89. 

Die  06  sind  zu  bilden  nach  der  Gleichung:  06;  =  Uiöx  -!-  6,  Öy  und 

die  2^  aus  der  Differenz:    -r,=  tfe, ^— •    Zur    Kontrolle     für    die 

5 

direkte  Berechnung  von   [fr]  ist: 

[vv]  =  [WW]  -f  [AW]  dx-\-  [B  II  J  dy=  332  -f- 0-50  -  131-68  =  20082 

oder  [c  v]  =  [WW.  2]  =  200-87. 

Der  mittlere  Fehler  einer  beobachteten  Richtung  ist 

r'. 


.-ri^.=r 


200-87 
5  —  3 


=  +  10"02. 


Die  Koordinatengewichte  sind 

W ellisch,   Aasgleicbungsrecbnang  II. 
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g_,=  [AA.l]  =  [ÄA\ 
c,,=  [Bn.l]^[Bß\ 


[BB\ 

[AB]'^ 
[AA] 


=    62698, 
=  159223. 


Hiemit  ergeben  sieh  die  mittleren  Koordinatenfehler 


^"^  =  + 0-040  m, 


^„  = -^L  =  + 0-025  w. 


Der  mittlere  Punktfehler   ist  daher    J/=  K/t;4-^~  = +0047  »j. 
Die  Elemente  der  Zentralellipse  berechnen  sich  wie  folgt: 

_        2[AB]         _— 35510 
tg 2 i'o  —  jj-j^zr^ßB]  ~ ^^9'iS2  ' 

2  ipt)  liegt  im  III.  Quadranten,  somit  ist 

2  1/,-,,  =  199"  39',  i/'o  =  990  49'. 

Y{[A  A]  —  [B  ß]  )2  —  4  [A'By  =  -1-  92929 

15,  sjlj  =--  [AA1±1B3J-J^'^  =  U0824 
l.^^i  =  k^AL^JM\^J>^=    „896. 


fty  =  ftx 

(Ixt  =  ."// 


Die  extremen  mittleren  Koordinatenfehler  sind  nach  §  9,  S.  37, 


/    ['^J=  + 0-026  zum  Azimut  ?^o  =  990  49'  gehörend, 
[BB\^       ^ 

1/    [^^=  +  0-039  zum  Azimut  t^o  —  90"=  9"  49'  gehörend. 


Bringt   man    die    den    Fehlergleichungen     entsprechenden    Ge- 
raden a  dx  -\-bdy-{-  (dz  -r  ic)  =  0,  nämlich 

—  129-8  dx  ~  42-0  di/  —  4"  U  --  0 
-I-  38-3  da;— 262-3  d>/  + 16-89^0 
-f  170-7  (Ja;  —  150-0  ör/—  4-11  =  0 
-f  182-5  dx—  50-3  d.y-  0-11  =  0 
-f-     30-4  da:  +  2803  d?/-     4  11  =  0 

in  ein  Schaubild  (Fig.  19),  so  erhält  man  zehn  Schnittpunkte.  Die 
wahrscheinlichste  Ortslage  derselben  entspricht  dem  Kernpunkte  Q 
mit  den  Koordinaten  Öx,  dy,  bezogen  auf  den  im  Näherungspunkte  0 
befindlichen  Koordinatenursprung.  Zeichnet  man  mit  der  wahrschein- 
lichsten Funktlage  als  Mittelpunkt  die  Zentralellipse    mit    den    Halb- 


i?   2.-). 
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achsen  ^,  =  ^u,  =  002(;,  /^,  =  ^„  =  0039,  die  wahrscheinliche  B^ehler- 
«llipse  mit  den  Halbachsen  ^p  =  1-1774 /[i,  =  00;jl,Z^p  -  11774  ^„  =  0046 
und  die  Greuzellipse  für  zehn  Punktbestimmungen  mit  den  Halb- 
achsen A,  =  2-1460  iu,  =  003  (J,  ^j,  =  2-1 460  |[t„  =  0-084  ein,  so  ge- 
winnt man  ein  klares  Urteil  über  die  Streuunu  der  Punktfehler,  Die 

Fig.  19. 


1qi  Maße   '  ^  der  Natur. 

wahrscheinliche  Fehlerellipse  umschließt  o  anstatt  3,  die  Grenzellipse 
-5  anstatt  9  Schnittpunkte,  was  auf  eine  minder  gute  Punktbestinimung 
schließen  läßt. 

§  25.  Negative  Gewichte. 

In|  den  beim  Rückwärtseinschneiden  vorkommenden  Fehler- 
gleichungen sind  die  Koeffizienten  der  unbekannten  NuUpunkts- 
korrektion  dz  durchaus  gleich  -f  !•  Diesen  Umstand  kann  man  nach 
Schreiber  (1877)    dazu    benützen,    um    eine    Vereinfachung    in    der 


jQQ  Negative  Gewichte.  §    25. 

Rechnung  herbeizuführen.  Eine  bloße  Überlegung  läßt  nämlich  er- 
kennen, daß  man  zu  denselben  reduzierten  Normalgleichungen  (7> 
des  §  24  gelangt,  wenn  man  an  Stelle  der  //  Fehlergleichungen  mit 
drei  Unbekannten  dx.dy,öz,  nämlich 

«1  Öx  -p  6,  dy  -f  (^-  +  '^*i  =  t-h,  Gewicht:  g^ 
Ui  dx  —  Ij.j:  öy  -{-dz-\-  it'2  =  v-j,  „  ,72 


u„  Öx  -j-  bnÖy  -\-  dz  —  «•„  :=  f,„  ,,  (/„ 

die  n  reduzierten,  von  dz  befreiten  Fehlergleichungen  und  außerdem 
eine  fingierte  Fehlergleichung  setzt,  welche  durch  Summierung  der 
reduzierten  Fehlergleichungen  unter  Berücksichtigung  der  Gewichte  r/, 

bis  (jn  entsteht  und    das    negative   Gewicht  — p.    besitzt.    Denn    das 

Gleichungssystem 

«1  öx  -h  6j  Öy  -T-  iL\  =  öl  Gewicht:  y^ 

er.  Öx  -r  6o  Öy  —  ic^  =  öo  ,         //2 


a„  dx  -4-  bn  öy  -j-  w»  =  D„  „         y,, 

[g  a]  Öx  -r  [y  b]  Öy  +  [^f  w]  =  ^^  „  —  |--j- 

liefert  dieselben  Normalgleichungen  für  Öx  und  ö//.  Es  ist  z.  B.  die- 
Summe  der  mit  den  Gewichten  multiplizierten  Quadrate  der  ersten 
Fehlergleichungskoeffizienten: 

gleich  dem  ersten  Normalgleichungskoeffizienten  von  (7)  des  §  24,  usw. 
Bei  gleichgewichtigen  Beobachtungen  lautet  die  fingierte  Fehler- 
gleichung 

[a]  Öx  4-  [b]  öy  +  [w]  =  'S  und  ihr  Gewicht:    —     • 

Aus  den   Widersprüchen  0    ergeben  sich  die  Verbesserungen  ir 
der  Richtungsbeobachtungen  nach  (1),  ij  24,  wie  folgt: 

Vi  =  öl  -[-  ^'-1  ^'i  ^^  t)2  -|-  <^-»  •  •  •  ^■"  ^^'On'T  dz ; 

aus  der  Summengleichung: 

[f]  =  [o]  -f  ?i  de  =  0 
erhält  man 

[ö] 


d2=  — 

n 


somit  ist 
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i'i  =  0, 


1 


fo  =  Ö, ^—^- , 


'■«  ^  o„  — 


fDl 


n 


In  Anwendung?  auf  das  Beispiel  des  §  24  hat  man    die  Fehler- 


o^leichiingen: 


—  129-8  d.r 


42-U()// 


=  tii   mit  dem  Gewicht:   l 


n 
n 


-)-     38-3  dx  —  262-3  d>/       2  l  =  D,.  ,. 

+  170-7  dx  —  1500  du  =  O3  „ 

-\-  182-5  dx  —    50-3  öy  +    4  =  Ö,  „ 

+    30-4  d.f  —  280-3  f)//  =Ö5  V        ~  «  1 

-t-  292-1  8x  —  224-3  <)//  -!-  25  =  5ß  „        ^  .'—-!• 

Bildung  der  Koeffizienten  und  Absolutglieder  der  Normalgleichungon 


<J  aa 

9  "  f' 

J  "  w 

gljü 

g  bw 

gxc  VC 

\ 

+  16  848 

-r    5  452 

_ 

4-     1 764 

^~ 

-    1467 

-10  046 

4-    804 

4-   68  801 

—  5  508 

4-441 

i    4-29138 

-  25  605 

— 

4-   -22  500 

— 

— 

1    -4  33  306 

—   9180 

4-     730 

+     2  530 

—    201 

4-    16 

-r       924 

-   8  521 

— 

4-    78  568 

— 

— 

1    —17  064 

-4  13  104 

-1461 

—    10  082 

4-1121 

-125 

-   64  619 

—  17  754 

4-      73 

4-  164  101 

--  4  588 

-  332 

Die  Normalgleichungen 

4- 64619  da:—    17754  0*/—       73  =  0 
—  17754da;-|-  164101  dr/       4588  =  0 

stimmen    mit    den  im  §  24,  S  96    erhaltenen  sehr  gut  überein.    Nun 
rechnet  man    mit    den    hieraus    hervortrehenden    Koordinatenverbes- 


serungen 


da; 


0-0068,  dy=  —  0-0287 


die    Richtungsverbesserungen  in    folgender  Weise    (4.  Methode:    vgl. 


^  24): 


a  dr     -\-     b  8  y      -\-      w      - 

1 

n 

n 

—  0-88 
+  0-26 
4-116 

;    +1-24 

—  0-21 

-1-21 
-7-53 

-  4-31 

—  1-44 

+  8-04 

0 
+  21 

0 

4-   4 

0 

-  2-09 
+  13-73 

—  3-15 
+    3-80 
-L    8-25 

-  6-20 

1      +  9  62      i 

—  7-26 
1       -  0-31 

4-4-14 

ü]  :  5  = 

-:-  -20  54 
::  ^-4-11. 

—  UUl      , 
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o; 


Man  kann  aus  dem  System  der  Fehlergleichungen  eine  Unbe- 
kannte auch  dann  eliminieren,  wenn  die  Koeffizienten  nicht  gerade  -f-  1 
oder  —  1  sind,  sondern  irgend  welche  Werte  a,,  a.j,  .  .  .  a„  besitzen. 
Die  Verallgemeinerung  der  Schreib  ersehen  Regel  geht  dann  dahin, 
daß  anstatt  der  n  Fehlergleichungen 

iiiX-j-biy  -^  CiZ-^ /,  =  i'.  mit  den  Gewichten  ^r, 

ein  System  von  reduzierten  Gleichungen  ohne  x  gesetzt  werden 
kann,  nämlich  n  Fehlergleichungen 

biy  -\-  CiZ  -^ h=^'Oi  mit  den  Gewichten  9, 

und  eine  {)i  ^-  l)-te  Fehlergleichung  von  der  Form  einer  Normal- 
gleichung: 

[(f  ab]  y  -r-  [gac]z-\ [9  (^^  =^  53  mit  dem  Gewichte ^ • 

Dieses  um  die  Unbekannte  x  reduzierte  System  von  Gleichungen 
liefert  in  bezug  auf  die  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  y,  z,  .  . . 
dieselben  Normalgleichungen  und  es  gibt  auch  dieselbe  Summe  der 
Fehlerquadrate  wie  das  ursprüngliche,  nicht  reduzierte  Fehler- 
gleichungssystem, denn  die  aus  dem  reduzierten  System  direkt  erhal- 
tenen Normalgleichungen: 

[gbb.l]y-\-[gbc. l]z  + [^6/.l]=0 

[gbc.l]y4-[gcc.l]z-^ [gel. l]=0 

sind  nichts  anderes  als  die  aus  den  Normalgleichungen  des  ursprüng- 
lichen Systems  abgeleiteten  ersten  reduzierten  Normalgleichungen. 
Erhält  man  aber  nach  beiden  Systemen  dieselben  Werte  der  Unbe- 
kannten y,z,  .  .  .,  so  ist,  wie  aus  Vergleichungen  der  ursprünglichen 
mit  den  reduzierten  Gleichungen  hervorgeht, 

l),=  Vi CliX 

'S  =  —  [g  a  «]  X 

oder,  da  [q  a  v]  =  0  und  \q  aa]x^  =  —  Sß  a;  ^=  ~ r^   ist, 

^       ^  •'       ■■  [g  a  a] 

[gt)t)]  =  [gvv\-'       ''^' 


\g  ^  ^] 

fulglich: 

Krüger  (ls99)  hat  gezeigt,  daß  man,  in  der  angegebenen  Weise 
fortfahrend,  nach  und  nach  sämtliche  Unbekannte   eliminieren    kann 


i<    2tj,  Anschlußgewiclite.  lO.'J 

und  (laß  das  zuletzt  übrigbleibende  Gleichunf^ssystem  ohne  Unbe- 
kannte dem  ursprünglichen  Gleichungssystem  mit  allen  Unbekannten 
vollständig  äquivalent  ist  und  auch  dieselbe  kleinste  Summe  der 
Fehlerquadrate  gibt.  (Vergl.  „Über  reduzierte  P'ehlergleichungen"  in 
der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  1899,  S.  396). 

§  26.  Anschlußgewichte. 

Hat  man  von  einem  durch  seine  Koordinaten  gegebenen  Punkte 
(>  aus  mehrere  in  gleicher  Weise  gegebene  Punkte  1\,  I\,  .  .  .  I'„  und 
einen  neu  zu  bestimmenden  Punkt  Q  anvisiert,  so  sagt  man,  man  hat 
eine  gemessene  Richtung  nach  einem  neu  zu  bestiüimenden  Punkte 
an  mehrere  feste  Richtungen  angeschlossen. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Richtungswinkels  von  (>  nach  Q 
würde  der  Anschluß  an  einen  einzigen  festen  Strahl,  z.  B.  Q  Pu  ge- 
nügen. Bezeichnet  man  nämlich  die  beobachteten  Richtungen  von  0 
nach  /■',  und  nach  Q  mit  ly  beziehungsweise  r^  und  ist  der  aus  den 
gegebenen  Koordinaten  von  0  und  I\  berechnete  Richtungswinkel 
gleich  0,,  so  ist  der  Richtungswinkel  von   0  nach  (^  bestimmt  durch 

Durch  den  Anschluß  des  neuen  Strahles  an  mehrere  feste 
Strahlen  treten  überschüssige  Bestimmungen  hinzu;  der  wahrschein- 
lichste Wert  des  Richtungswinkels  ergibt  sich  dann  durch  Mittel- 
bildung in  folgender  Weise.  Aus  den  beobachteten  und  vorläufig 
orientierten  festen  Richtungen  i\,r.,,  .  .  .  r„  und  den  berechneten 
unabänderlichen  Richtungswinkeln  0,,  (Jo,  .  .  .  a,,  ergeben  sich  die 
Differenzen: 

6-2  —  r.2  =  z.. 


0n  —  r„  =  z„. 

Bildet  man    davon    das  arithmetische  Mittel  —  =  Co  und  addiert 

n 

es  algebraisch  zu  r,^,  so  erhält  man  den  wahrscheinlichsten  Wert  der 

orientierten  beobachteten  Richtung  nach  dem  Neupunkte:  i\,  -}-  -0  =  ^Q> 

und  ebenso  die  endgültig  orientierten  Richtungen  der  festen  Strahlen: 

,.     I   ~  p 

'/•„  -f-  5:0  =  J^'"- 


^0^  Anschlußgewichte.  §   26. 

Die    Unterschiede    zwischen    den    endgültig    orientierten    Rich- 

tuniieu  R  und    den     gerechneten    llichtungswiukeln  o,    nämlich    die 

Differenzen 

G,  —  i?i  =  /-i 


<?,!  —  -^^,1  =  /.„, 


deren  Summe  gleich  Null  sein  muß,  sind  die  scheinbaren  Richtungs- 
fehler der  festen  Strahlen  und  es  ist  der  mittlere  Fehler  einer  ein- 
zelnen dieser  Richtungsmessungen:  «=1/   — — -»  wobei  im  Nenner  ;/ 


die  Anzahl  aller  Anschlüsse  und  daher  n  —  1  die  Anzahl  der  über- 
schüssigen Anschlüsse  bedeutet.  Der  mittlere  Fehler  der  Orientierungs- 
größe .--o  ist,  da  sie  als  arithmetisches  Mittel  aus  n  Bestimmungen 
hervorgegangen  ist,  gleich 


M  = 


Yn       I     "0'  — 1) 


oder  es  ist  ihr  Gewicht  gleich  n.  Wünscht  man  den  mittleren  Fehler  //( 
der  orientierten  Richtung  des  neuen  Strahles  kennen  zu  lernen,  so 
hat  man  zu  beachten,  daß  entsprechend  der  Gleichung  Rq  =  vq  -p  ~o 
die  endgültig  orientierte  Richtung  Bq  gleich  ist    der    Summe    zweier 

Größen  Vq  und  z^^,  deren  mittlere  Fehler  a  beziehungsweise  -~   sind. 

K  n 

Daher    ist    nach    dem    Fehlerübertragungsgesetze,     I.    Band,    S.    91, 

Gleichung  (2),  der  mittlere  Fehler  der  durch  den  Anschluß  an  n  feste 

Strahlen  neu  orientierten  Richtung: 

und  es  ist  ihr  Gewicht,  abgesehen  von  einem  etwaigen  Genauigkeits- 
gewichte: 


Dieses  Ergebnis  kann  auch  in  folgender  Weise  erhalten  werden: 
Bezeichnet  man  die  den  orientierten  Richtungen  R  beim  Ein- 
gehen in  eine  neue  Ausgleichung  zukommenden  Verbesserungen  mit  i:, 
so  hat  man.  da  sich  diese  v  von  den  l  nur  durch  einen  allen  Rich- 
tungen gemeinsamen  Orientierungsfehler  dz  unterscheiden  können, 
für  die  Richtungsbeobachtungen  nach  den  gegebenen  Punkten,  deren 
Koordinaten  keine   Veränderungen    erleiden,    die  Fehlergleichungen: 
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dz  ^ ;.,  =  /•, 

Öz  -j-  ;^  =  /\, 


^2) 


wobei  die  Bedingung  A,  +  ^-2  -f  •  •  •  -  ^n  =  0  erfüllt  sein  muß.  wHlirend 
für  die  beobachtete  Richtung  nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte, 
dessen  Näherungskoordinaten  .'•,  //  die  Verbesserungen  dr,  dij  erhalten 
sollen,  die  Fehlergleichung 

a  öx  —  b  Öy  +  Öz  -f  A,,  =  t'o  (3) 

besteht.  Den  n-\-  \  Fehlergleichungen  (2)  und  (3)  entsprechen  die  Nor- 

malgleichungen: 

«  a  öx  -~  a  ü  Öy  -f-       a        dz-\-  a}^  =  Q 
a  b  öx  -  b  b  dy  —       h       öz  -\-  b}^  =  0 
adx-       hdy^(n^\)dz--   [/.|   =0. 

Durch  Elimination  des  für  die  Ausgleichungssache  gleichgültigen 
Orientierungsfehlers  dz  erhält  mau  die  reduzierten  Normalgleiehungen: 


(„6  --^^.„)„..+  (w-^Äja,-(/.;.o-,^w)  =  o 

oder  da  unter  der  Beachtung,    daß  wegen  /.,  —  ^-2  — ^■'.  ="  ö,  die 

Summe 

[A]  ^  A,  -j-  7^2-\ -7-  }.„  -\-  Ao  =  A,, 

sein  muß,  nach  einer  leichten  Umwandlung: 

— Y      {aa d.c  —  ab  Öy  —  a  Aq)  =  0 

— ^      {a  h  dx  --  b  b  öy  —  h  Ao)  =  0. 

Wie  der  bloße  Anblick  belehrt,  gehen  diese  reduzierten  Normiil- 
gleichungen  auch  sofort  aus  einer  einzigen  Fehlergleichung  ohne  dz, 

jedoch  mit  dem  fingierten  Gewichte  a  =  — -—  hervor,  denn  es  liefert 

die  Gleichung: 

a  ö.r  -'-  h  öl/  -  /„  =  0  mit  dem  Gewichte  — — -         (4) 

dieselben  Normalgleichungskoeffizienten,  woraus  herA'orgeht,  daß  aus 
den  n  —  1  Fehlergleichungen  (2)  und  (3)  dieselben  Verbesserungen  öx. 
Öy  erhalten  werden,  wie  aus  der  einzigen  Gleichung  (4). 
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Wird  also  eine  äußere  Richtung  an  //  feste  Richtungen  ange- 
schlossen, so  besitzt  die  mit  Zuziehung  aller  n  festen  Richtungen 
orientierte  äußere  Richtung  und  auch  die  entsprechende  Fehlergleichung 

das    Anschlußiiewicht    v  =  — ---  ,  wenn  einer  inneren  Richtung  (die 

7l-\~  1  " 

keinen  Anschluß  besitzt)  das  Gewicht  1  zukommt. 

§  27.  Verallgemeinerung  des  Problems  der  Richtungs-Anschlüsse. 

Bisher  wurde  angenommen,  daß  nur  ein  neuer  Strahl  an  mehrere 
alte  Strahlen  angebunden  werde.  Sollen  zwei  neue  Strahlen  an  n  alte 
Strahlen  Anschluß  finden,  so  lauten  die  entsprechenden  v^  +  2  Fehler- 
gleichungen : 

r).c  +  A,=ri  I 

dz  -\-  ?,.2  =  V.,  I      n  Fehlergleichungen 

für  die  festen  Strahlen. 


o~  -p  /.)(  —  v,i 

adx-\-böy-\- dz -j- /l„-|-i  =  i;„-^i  |    2  Fehlergleichungen 

die  neuen  Strahlen 


dz -j- ;.„+!  =  y„-^i  ^   2  F 

a  dx  -\-  h'  Öy  -{-  8z-\-  l„j^-z  =  v„^o  j  für  c 


» 


wobei  die  Bedingungen  bestehen : 

Ai4-A,H t-^n  =  0 

[v]  =  0. 

Die  entsprechenden  Normalgleichungen  sind: 

(i  adx-\-  ab  Öy -f-       u       dz  -,-  a  l„-\-i  =  U 

a  b  Öx  \-bb  öy -}-       h       öz -\- b  A„+i  =  0 

a  a  dx  -\-  a  b'  Öy'  -\-       a       öz  -j-  a  A„_^2  =^  0 

a'b'  öx  +  h'  b'  Öy  +       6'       öz  +  b'  A„..;_2  =  0 

a  öx-^bÖy+  a    öx' ^    b'  öy  -j- {n -{- 2)  öz -{-     [k]     =0. 

Wird    hieraus    öz    eliminiert,    so    erhält    man    die    reduzierten 
Normalgleichungen : 

{  (la 1 —  a  )  Öx    -  lab 1— -  b)  öy r~^  a  öx r— -  b'  öy'  -\- 

\  n-\-2    J  \  n-\-2   y    ^       n-\-2  n-t2       ^ 


-r«A„+,-^^[;.]=0 


[ab r—z  a  )  Öx  •-  (60 ;—-  b  ]  öu 7---  a  öx  —  —7—-  b'  öy'  4- 

V  11  —  2    J         '    \  n-Y-2   J    -^       nA-2  71 4- 2       '^' 


&^"+i-^,-X^W=<^ 
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n  +  2  11-2'        \  ,1-4-2     7  ' 


-\-(a'  //  —  1/  )  Öy'   j-  a  A„+2 ',    „  (/- 

'    \  /<  -h  2    y    -^    '  ^        n  -t-  2  ' 


0 


Zu  denselben  Gleicliungen  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  n 
Fehlergleichungen  für  die  festen  Strahlen  überhaupt  wegläßt  und  zu 
den  beiden  Fehlergleichungen  für  die  neuen  Strahlen  ohne  dz  mit  dem 
(lewichte  1  die   durch  Summierung  dieser  beiden  Fehlergleichungen 

gebildete    Summengleichung    mit    dem    negativen    Gewichte ; — 

ta  ?i  -[-  2 

hinzugefügt    und    für    diese     drei    Fehlergleichungen     die    Normal- 
gleichungen  aufstellt,  denn  es  liefern  die  Fehlergleichungen 

adx-]-bdy 4- A„+i  ==  0„+i  Gewicht  =      1 

a  dx  -\r  h'  öy'  --  ;.„+o  =  ö„+2  „  1 

rt  öx  ^  hdy  ~\-  a  dx  +  //  dy'  +  ;.„+i  -\-  A„+«  =  Oq  „ -j— 

dieselben  Normalgleichungskoeffizienten. 

Bezeichnet  allgemein  u  die  Anzahl  der  alten  festen  Strahlen,  /// 
die  Anzahl  der  neuen  Strahlen  eines  Satzes,  so  hat  man  neben  den  m 
Vermittlungsgleichungen  für  die  neuen  äußeren  Strahlen  ohne  dz  mit 
den  Gewichten  1  noch  die  durch  Summierung  dieser  Gleichungen  ge- 
bildete   Summeugleichung    mit    dem    Gewichte       - —  anzusetzen  und 

n  —  III 

mit  Zuziehung  derselben  die  Normalgleichungen  zu  bilden. 

Für  den  besonderen  Fall,  daß  auf  einem  gegebenen  Punkte  nur  1 
neuer  Strahl  an  mehrere  feste  Strahlen  angeschlossen  wird,  also  für 
iii  =  1,  ist  die  einzige  Vermittlungsgleichung  zugleiith  auch  die  Summen- 
gleichung, welche  somit  nur  einmal  anzusetzen,  jedoch  mit  dem  Gewichte 

1  n 

1  — 


„  _}_  1        „-Li 

zu  versehen  ist,  wie  dies  bereits  im  §  26  direkt  gefunden  wurde. 

Für  einen  gegebenen  und  einen  neuen  Strahl,  also  für  eine  an 
einen  festen  Strahl  angelegte  Winkelmessung^  reduziert  sich  das  An- 
schlußgewicht auf       im  Vergleiche  mit  einer  freien  Richtungsmessung 

vom  Gewichte  1. 
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I . 


Dieses  Resultat  geht  auch  aus  folgender  Überlegung  hervor: 
Hat   man    einen    Winkel    durch    zwei  Richtungsmessungen   bestimmt, 
deren  jeder  der  mittlere  Fehler  +."'•  anhaftet,  so  ist  der  Winkel  als 
die  Differenz  dieser  beiden  Riehtungen  nach  dem  Fehlerübertragungs- 
gesetze   mit    einem    mittleren    Fehler    von    der    Größe   jt<,^  =  l'^2;/;' = 

1 
=z  Urf '^  oder   mit  dem   Gewichte   j  behaftet.  Denselben  Fehler  oder 

dasselbe  Gewicht  besitzt  aber  auch  eine  einzelne  dieser  Richtungen, 
wenn  die  andere  an  einen  gegebenen  Funkt  angeschlossen,  also  als 
eine  fehlerlose  Richtung  betrachtet  wird,  weil  dann  jene  alle  beide 

Fehler  +^1,-,  +iWi-,  also  im  Mittel  den  Fehler  ^,.|K2  aufzunehmen  hat. 
(Vgl.  §  15.) 

Ist  daher  das  Gewicht  einer  inneren  Richtung  gleich  1,  so  ist  unter 
sonst  gleichen  Umständen  das  Gewicht  einer  äußeren  Richtung,  wenn 

sie  an  einen  festen  fehlerlosen  Strahl  angeschlossen  wird,  gleich      . 

2 
wenn  sie  an  zwei  feste   Strahlen  angeschlossen  wird,   gleich  -    und 

o 
11 

wenn  sie  an  »  feste  Strahlen  angeschlossen  wird,  gleich 


w  +  1 

Besitzen  die  einzelnen  Richtungen  von  vornherein  verschiedene 
„Genauigkeitsgewichte"  ])  oder  schreibt  mau  jedem  Strahle  ein  seiner 
Länge  «  angemessenes  ^Strahlengewicht"  .v  zu,  so  hat  man  bei  der 
Ableitung  der  „Anschlußgewichte"  7  nur  zu  beachten,  daß  an  Stelle 
der  Anzahl  der  Strahlen  nunmehr  die  Summe  der  betreffenden  Ge- 
wichte [p],  [s]  oder  [ps]  zu  treten  hat.  Die  Verallgemeinerung  z.B. 
für  ungleiche  Strahlengewichte  gibt  dann  folgende  Gewichtsansätze:*) 
Bezeichnen  s^,  «2,  S3,  .  .  .;  s[,  82,  63,  .  .  .;  s[',  So,  -^ä',  .  .  .  usw.  die 
Strahlengewichte  der  beobachteten  Richtungen  je  eines  auf  den  ge- 
gebenen Punkten  gemessenen  Satzes;  X,  X',  X'\  .  .  .  die  Summe  der 
Strahlengewichte  aller  in  den  betreffenden  Satz  einbezogenen  gegebenen 
Richtungen;  M,  W,  M",  ...  die  Summen  der  Strahlengewichte  aller 
in  dem  betreffenden  Satze  gemessenen  neuen  Richtungen,  also 
N-^M=  [s],  X  ^M'=  \s],  X"  +  i»r  =  [6-"],  usw.,  so  hat  man  im  all- 
gemeinen neben  den  einzelneu  Vermittlungsgleichungen  ohne  Orien- 
tierungsfehler dz  mit  den  reinen  Stralilengewichten  s  je  eine  Zusatz- 

§2 

gleichung  mit  dem  fingierten  Gewichte  „      ,-^   anzusetzen. 

*)  Vgl.  des  Verfassers  Artikel  über  die  „Beziehung  zwischen  den  Methoden 
der  Ausgleichung  bedingter  und  vermittelnder  Beobachtungen"  in  der  Zeitschrift 
für  Verme'jsungswesen,  1906.  S.  289  und  i;  62  dieses  Bandes. 
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Für  den  besondoren  P'all,  daM  nur  eingegebener  Strahl  von  der 
Länge  .■*„  und  ein  neuer  Strahl  von  der  Länge  «„  vorhanden  sind,  hat 
die  Vermittlungsgleichung  das  Gewicht  .Sy,  die  Zusatzgleichung  (wegen 

s -^  s^),  N=s„  und  J/ ^^  ,«,„)  das  Gewicht  ">  somit   hat    man    dem 

neuen  Strahl,  da  in  diesem  Falle  die  Vermittlungsgleichunt:  zugleich 
auch  Zusatzgleichung  ist,  das  neue  Gewicht 

zu  erteilen. 

Die  Ableitung  der  Gewichtsformel  für  den  Fall  des  Anschlusses 
einer  gemessenen  neuen  Richtung  an  mehrere  feste  Strahlen  nimmt 
folgenden  Verlauf:  Wurden  auf  einem  gegebenen  Punkte  die  Strah- 
len Sj,  62>  *3,  •  •  •  «Si  nach  n  gegebenen  Punkten  und  ein  ^5trahl  «o 
nach  einem  neu  zu  bestimmenden  Punkte  in  einem  Satze  gemessen, 
so  hat  man  folgendes  System  von  Vermittlungsgleichungen: 

ö: -\-h  "=  ^  niit  dem  Gewichte  «i 


dz +L  =  0 


6-.. 


n 


dz -rln  =  0 

dz  -j-  ttdx ~bdy  -^  lo  =  0 

wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

Si  /j  —  ü.jh  -T- -  s„  l„  -=  0 

[6-/]  ^  So  h- 

Um  hieraus  den  für  die  Ausgleichungssache  gleichgültigen  Orien- 
tierungsfehler dz  zu  eliminieren,  bilde  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gewichtszahlen  die  Summe  aller  Vermittlungsgleiehungen 

[«]  dz  -\-  6*0  a  dx  -j-  6o  b  dy  -\-  [a  /]  =  0 

und  durch  Division  dieser  Summengleichung  durch  die  Anzahl  der 
Vermittlungsgleichungen  |>J  die  dem  allgemeinen  arithmetischen  Mittel 
entsprechende  Durchschnittsgleichung : 

welche,  von  den  einzelnen  Vermittlungsgleichungen  subtrahiert,  die 
folgenden  von  dem  unbekannten  Orientierungsfehler  dz  befreiten, 
reduzierten  Vermittlungsgleichungen  liefert: 


wo  ^■e^allgeIlleinerung  des  Problems  der  Richtuugs-Ansciilüsse.  ^    27. 


^0  A 

—  -    ,      (t  O.i 


;'"     böy-\-li—^  =  0,  Anzahl  0, 

[6\        •'  [s] 


's]    "-^  [s]       "'       •="        [6-] 


_?o     „^_,._  «0      /.d//^-/,-M  =  0,  „        «, 


-S   ^''^-        W    '^^+'"-S^=^'  "     ^" 


*0 


(,_^^.),„.,._.(,_^.)M,.-^.-|y=o,     .„ 

Hieraus  bildet  mau  die  Normalgleichungen : 

" < w + '"  - r) '-^ - " (m + '" --  [5 "^ - "'" ('» -  iJ ) = "• 

Durch  algebraische  Reduktion  der  Klammerausdrücke  und  Berück- 
sichtigung der  Beziehung  [s  l\  =  Sq  Iq  in  den  letzten  Gliedern  der  beiden 
Normalgleichungen  ergeben  sich  die  letzteren  in  der  Form: 

a a  (1  -  ^'^  6-0 dx ^ab(^l-  ^^  s,  dy  +  a  I,  {l - -^^  s,  =  0 

oder,  wenn  (l  —  ^^  j  60  = -S  gesetzt  wird,  übersichtlicher: 

aaS  Öx  -[-.ab>Sdy-\-alQS=0 
ahSdx^bb  SÖij  +  6  Z«  ^'=  0. 

Diese  reduzierten  Normalgleichungen  erhält  man  aber  auch  so- 
fort aus  einer  einzigen  Vermittlungsgleichung  ohne  dz,  aber  mit  dem 
fingierten  Gewichte  -6',  wie  dies  aus  der  übersichtlich  geschriebeneu 
Form  der  Normalgleichungen  ohne  weiteres  hervorgeht,  denn  die  Ver- 
mittlungsgleichung 

adx-j-bdy  -\-  Iq  =  0  mit  dem  Gewichte  S 

liefert  dieselben  Normalgleichungskoeffizienten. 

Für    den    besonderen    Fall    gleicher  Strahlengewichte,    also    für 

61  =  §2  =  •  •  •  =  s„  =  6 0  =  1   und  [6'J  ;r=  w  -|-  1^  nimmt  das  Gewicht  ^V  den 

n 
bereits  bekannten  Wert — ■ —  an.  Hat  man  nur  einen  gegebenen  Strahl 

n  -j-  1 

Ä„  und  einen  neuen  Strahl  .Sq,  so  geht  *S  für  \s\  =6„-|-6\,  über  in 


§   28.  Kuinbiniertcs  Einsciineiden.  j  j  | 


'-<'-:r^)=- 


welcher  Wert  auch  schon  aus  dem  allgnieinen  Ansatz  für  das  fingierte 
Zusatzgewicht,  das  in  analoger  Weise  abgeleitet  werden  kann,  her- 
vorgegangen ist. 

§  28.  Kombiniertes  Einschneiden. 

Besteht  für  den  Richtungswinkel  a,^/.  von  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  Q  als  Standpunkt  nach  dem  gegebeneu  Punkte  J*  als  Zielpunkt 
die  Differentialformel; 

d0^,.  =  Q   — - — da—Q        — —  öy, 

ö  8 

so  hat  man  für  den  Richtungswinkel  o'i-n  von  dem  gegebenen  Punkte  /•" 
als  Standpunkt  nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte  Q  als  Zielpunkt 
die  Formel  (vgl.  Fußnote  S.  85): 

Oöiy  =  —  Q öx  -\-  Q -—  oy, 

wobei  Öx,  öy  die  Verbesserungen  der  Näherungskoordinaten  x,  y  von 
Q  bedeuten.  Da  aber 

also    >>ln  6'Qr=  —  ainöi-Q    und    cos6ni-=^  —  cos  o'iu^   ist,    so    gilt    sowohl 

für  die  innere,  als  auch  für  die  äußere  Richtung  die  Formel  (3)  des 

§  22,  S.   87: 

06  =  a  dx  -p-  b  dy. 

Die  Fehlergleichungen  für  die  äußere  und  innere  Richtung  eines 
und  desselben  Strahles  haben  daher  allgemein  die  Form: 

a  dx  -^  bdy  -\-  Wi  =  r, ,  Gewicht  =     _^ 

u  dx  -r  f>  dy  -^r  dz  —  w.j  =  tv,,  „       =      1    , 

wenn  von  beiden  Endpunkten  P  und  Q  der  eine  definitiv,  der  andere 
nur  näherungsweise  gegeben  ist  und  dx,  dy  die  Koordinatenverbes- 
serungen des  letzteren  bedeuten.  Sollten  aber  beide  Endpunkte  nur 
durch  Näherungskoordinaten  gegeben  sein,  und  bezeichnen  dx^.  dy^ 
und  dxi>,  dyr  die  Koordinatenverbesserungen  von  Q  beziehungsweise  /'', 
50  lauten  die  betreffenden  Fehlergleichungen: 

a  {dxQ  —  dxp)  +  b  {dy^  —  dyf)  —  dz^  -p  «i  =  r,.  Gewicht  -=  1 


a 


{dx,^  —  dxi)  —  b  {dy^  —  dyr)  —  dz^  —  ir,  =  v.,  „        =  1 . 
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Sind  beispielsweise  die   definitiven  Koordinaten  von   1^  und  die 
s:enäherteu  Koordinaten  von  Q: 

P:  A'  =  -  111  3541(i  }'=  — 17  784-32 

Q:  .r  =  — 111178-74  // =  —  20  272-8;> 

also:  Jx  =  —         175-42  zJ  y  ^  ^    2488-51, 

ferner  die  genäherten  Richtungswinkel  a  und   die  gemessenen  Rich- 


tungen  /•: 


5p^=  2740  01' 56''0  ^yp=94ö0l'56-'0 

r/.y=  274^02' 04"0  rQ,.=  94"  02'  00"0 


also:  *i"i  = —  8-'0  ^2  = —  4''0 

die  Entfernung  PQ=2495  (Zo^PQ  =  3-39702) 

und  die  Richtungskoeffizienten:  «  ^  -J- 8-2'5,  6  =  4-5-8,  so  lauten  die 
Fehlergleichungen,  wenn  der  Anschluß  der  äußeren  Richtung  an  einen 
festen  Strahl  erfolgt  ist: 


*fc>" 


-f  82-5  öx  -f  5-8  Ö7J  —  8-0  =  Vy,  Gewicht  = 

-f  82-5  dx  -f  5-8  dij  -\-dz—  4-0  =  v.,,  „        =  1. 

Soll  nun  ein  Punkt  Q  durch  mehrere  äußere  und  innere  Rich- 
tungen festgelegt  werden,  so  ist  der  Rechnungsvorgang  folgender: 
Nachdem  die  genäherten  Koordinaten  von  Q  und  die  genäherten  Süd- 
winkel (?',  sowie  die  Werte  a,  b  und  ic  nach  den  in  §§  22  und  23  an- 
gegebenen Regeln  berechnet  sind,  erfolgt  zunächst  die  Reduktion  der 
Zahlenwerte  a,  h,  w  für  die  inneren  Richtungen  in  A,  B,  IC  nach  §  24 
und  sodann  die  Bildung  der  Koeffizienten  und  absoluten  Glieder  der 
Xormalgleichungen  durch  Summierung  der  Produkte  {ga  a  -}-  g  AA), 
{gab-\-gAB),  {g  aw -\- g  AW),  usw.  sowohl  für  die  äußeren  als  auch 
für  die  inneren  Richtungen,  wobei  die  Gewichte  g,  abgesehen  von 
den  etwa  zu  berücksichtigenden  Genauigkeitsgewichten,  für  die  inneren 

Strahlen  mit  1,  für  die  äußeren  Strahlen  jedoch  nach  §  26  mit — p- - 

anzusetzen   sind.    Die    zu   suchenden   Koordinatenverbesserungen  er- 
geben sich  dann  aus  den  Normalgleichungen: 

[gaa-\-gA  A]  Öx  ^\gah^g  A  B]  Öy  --  [g  a  w^gA  W]  =  0 
[gab^  g  A  B\  öx  -f  [g  hb+g  B  B]  Öy  --  \g  h  tv  -f  gBW]=0 

Bei  minder  wichtigen  Punktbestimmungen  kann  von  der  An- 
wendung verschiedener  Anschlußgewichte  Umgang  genommen  werden, 
wie  bei  dem  folgenden,  der  österreichischen  „Instruktion  für  Theo- 
dolitvermessung'-   S.  108    entnommenen    Beispiele:    Bestimmung    des 


28. 
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Punktes  2  (iurch  die  vier  äußeren  liiclitungen  von  Spielberg  =- Sp, 
4,  1,  Stromberg  :^  St  und  die  sechs  inneren  Richtungen  nach  Spiel- 
berg =  Sp,  4,  1,  Stromberg  =  St,  TIadi  =  H,  3. 

Die  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte  sind: 

Sp.  A'=— 109  689-27  r=  — 16  547-54 


4 

1 

St 

H 

3 


—  111  35416 

—  112  370-96 

—  115  (J51-17 

—  112  753-60 

—  110  470-67 


—  17  784-32 

—  18  756-73 

—  18  152-94 

—  21  902-76 

—  20416-53 


Die  Näherungskoordinaten  des  Neupunktes  2  sind: 

2:  a:=— 111178-74  y=  — 20  272-83. 

Die  Rechnung  wird  nun  nach  Andeutung  der  am  Kopfe  der  nach- 
stehenden Tabellen  angeführten  Bezeichnungen  schematisch  in  folgender 
Weise  durchgeführt. 


o 

i 

3  .9  . 

Gesamtmittel 

aus  den  Be- 

obacbtungen 

Jim 

Für  die  änfieren  Richtangen 

i?o  +  1800 

<B=ff' 

-(iio±1800) 

a          A          b 

7? 

Für  die  im 

leren 

Richtangen 

^               >S 

rfi  =  Jim  +  z 

u)  =  a'—rQ 

W 

In  betreff  der  äafiercn  Richtungen 

i     SP 

'+ 

47-7 

—    19-1 

68»  12'  25-"8 

68"  12'  25" 

+ 

0-8 

4 
1       ' 

+ 
+ 

82-5 
84-1 

+      5-8 
+    66-1 

94   Ol     56-0 
128   09     43-9 

94  02   04 
128  09   43 

+ 

80 
09 

St 

+ 

17-9 

-+-    37-7 

154   38    22-1 

164  38   19 

+ 

31 

In  betreff  der  inneren  Kichtuugon 

Sp 

'+ 

47 -7 

+  29-4 

—    19-1 

+      1-9 

68  12  258 

+  I54»38'20"=c 

68  12  32 

6-2 

-3-5 

273  34  12 

4 

+ 

82-5 

+  64-2 

+      5-8 

+    26-8 

94  Ol  560 

299  23  40 

94  02  1) ) 

— 

40 

—  13 

1 

+ 

84-1 

+  65-8 

+    661 

+    87-1 

128  09  43-9 

333  31  29 

128  09  49 

— 

.51 

—  2-4 

St 

+ 

17-9 

-     0-4 

+    37-7 

+    58-7 

154  38  221 

0  00  03 

154  38  23 

— 

0-9 

-f  1-8 

H 

— 

C5-4 

—  83-7 

+    63-2 

+    84-2 
—  258-7 

225  59  040 

71  20  38 

225  58  58 

+ 

6-0 

+  8-7 

1       3 

56-8 

—  75-1 

—  879-7 

31«  31  40-3 

193  53  26 

34«  31  4i; 

— 

B7 

—  30  ' 

+  110-0 

+     0-2  —  12Ü-U            iro 

— 

15-9 

+  0-3 

:  6 

,+ 

18-3 

—    210 

1 

:6 

87 

Fehlergleichungen  für  die  äußeren  Richtungen: 


-1-47-7  (Ja;—  19-1  dy-f  0-8 

-\-82böx-{-  bSöy  —  8'0 

-)- 84-1  dx- J-  66-1  d?/-f  0-9 

-fl7-9dx-f-  37-7  di/ -}- 3-1  : 


t7, 


V. 


i> 


reduzierte  Fehlergleichungen  für  die  inneren  Richtungen: 


W  e  1 1  i  3  c  h ,  Ausgleicliungsrechuung  11. 


8 
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i? 


-|- 29-4ÖX-J-  Vddij  —  B-ö  =  v^ 
-\-  64-2  öx  -f-  268  öij  —  1*3  =  Vq 
+  65-8  dx  -{-    87-1  öy  —  2*4  =  v^ 

—  0-4  öx  -j-    58-7  dy  -j-  l'S  =  Vg 

—  83-7  öx  -f-    84-2  öy  +  8-7  =  Vc, 

—  75-1  da;  —  258-7  d?/ —  3-0  =  Vio. 

Bildimg  der  Koeffizienten  und  der  absoluten  Glieder  für  die 
Normalgleichungen  unter  der  Annahme,  daß  den  äußeren  und  inneren 
Richtungen  gleiche  Gewichte  //  =  1  beigegeben  werden : 


Punkte 

[aa] 

[ab] 

[aa] 

[bh] 

[bco\ 

[-1^] 

[^^J    . 

[AW] 

[BB] 

[BW] 

Sp 

+    2  275 

—       911 

+      38 

+      365 

-      15 

4 

6  80Ö 

+      479 

—    660 

34 

-      46 

1 

7  073 

+    5  559 

+       76 

4  369 

+      59 

St 

320 

+       675 

+      55 

1421 

+    117 

1.  Summe  2^^ 

+  16  474 

+    5  802 

-     491 

+   6189 

+     115 

Sp 

864 

+        56 

-    103 

4 

—        7 

4 

4122 

+    1  721 

—      83 

718 

-       35 

1 

4  330 

+    5  731 

-     158 

7  586 

—    209 

St 

0 

-        23 

-        1 

3  446 

+     106 

H 

7  006 

-   7  048 

—    728 

7  090 

+    733 

3 

5  640 

+  19  428 

+     225 

66  926 

+    776 

2.  Summe  2^ 

+  21  962 

+  19  865 

—     848 

+  85  770 

+  1864 

V      1      V 

+  38  436 

+  25  667 

—  1339 

+  91 959 

+  1479 

Die  Normalgleichungen  lauten: 

+  38436  öx  -\-  25667  %  —  1339  =  0 
-)-  25667  öx  +  91959  öy  -1-  1479  =  0 
Auflösung:  da^= -|- 0-0560,  %  =  — 0'0317. 


Die  nun 
Winkel  ö,  der 

f ehlers  [x  = 


sich   anschließende    Berechnung    der    endgültigen    Süd- 
scheinbaren  Fehler  i\  des    mittleren  Gewichtseinheits- 


JJÜ^L ,    wobei    n    die    Summe    der    äußeren    und    der 
n  —  u 

inneren  Strahlen  bedeutet  und  u  =  3  zu.  setzen  ist,  weil  drei  Unbe- 
kannte Öx,  Öy,  öz  auftreten,  erfolgt  genau  nach  §  24.  Ebenso  die  Be- 
rechnung der  mittleren  Koordinatenfehler  und  des  mittleren  Punkt- 
fehlers. 

Nicht  unerwähnt  mag  bleiben,  daß  so  umfangreiche  und  zum 
großen  Teile  auch  komplizierte  Rechnungen  unter  Anwendung  der 
im  I.  Bande  vorgetragenen  Kontrollen  durchgeführt  und  mit  Vorteil 
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auch  in  schematischer  Weise  angeordnet  werden.  Geeignete  Formulare, 
wie  sie  in  Vermessungsinstruktionen  vorgeschrieben  werden,  erleichtern 
die  Rechenarbeit  ganz  wesentlich  und  verleihen  ihr  große  Übersicht- 
lichkeit und  Sicherheit. 

Rechnet  man  dieses  Beispiel  mit  Ansehlußgewichten,  so  hat  man, 
wenn  die  äußeren  Richtungen  z.  B.  der  Reihe  nach  an  3,  4,  2  und  5 
festen  Strahlen  angeschlossen  wurden,  den    äußeren  Richtungen    der 

Reihe  nach    die  Gewichte    -,  -,   -  und    -  zuzuweisen,    während  die 

4      o      3  6 

inneren  Richtungen  das  Gewicht  1  beibehalten.  Es  ändern  sich  daher 
nur  die  von  den  vier  äußeren  Richtungen  stammenden  Beiträire  zu 
den  Koeffizienten  und  Absolutgliedern,  nämlich  .1",,  während  —2  un- 
verändert bleibt.  Unter  Berücksichtigung  der  Anschlußgewichte  ist: 

2:;  =  -|-  12  133,   +    3  969,   —    402,   4-    4  399,   ~       89, 

2;.  =  -21902,   —19  865,  —    848,   +85  770,    -  13G4, 

^i -|- 2:,.  = -- 34  095,    -:-23  834,   —1250,    t- 90  169,      -14.-.3. 

Die  Normalgleichungen  lauten  daher: 

-|-34095(3x'  —23834  dy— 1250  =  0 
4- 23834  d.r-f- 90169  ()//-|-  1453  =  0. 

Die  daraus  gewonnenen  Ergebnisse  ö.r=--  00588,  öy  =  —  0'0317 
weichen  von  jenen  ohne  Rücksicht  auf  die  Anschlußgewichte  erhaltenen 
nur  wenig  ab.  Die  größten  Abweichungen  in  den  Koordinatenverbes- 
serungen sind  zu  erwarten,  wenn  jede  äußere  Richtung  nur  je  an  einen 
einzigen  festen  Strahl  angebunden  wird.    In    diesem    Falle    hat    man 

statt  Zi    nur  "^  zu  nehmen,  die  Normalgleichungen  werden  aus  der 

Summe  —+ 2;o  gebildet  und  lauten:  ^;^ 

-p  30199  öx  -f  22766  dy  —  1093  =  0 
-j-  22766  dx  4-  93264  öy  +  1423  =  0 
Auflösung:  (5a;  =+ 00584,  d// =  — 0-0208. 

Hat  man  allgemein  beim  kombinierten  Einschneiden  den  zu  be- 
stimmenden Punkt  von  n'  Standpunkten  vorwärts  eingeschnitten-'und 
nach  n"  Zielpunkten  rückwärts  eingeschnitten:  bezeichnet  man  die 
scheinbaren  Fehler  der  äußeren  Richtungen  mit  v',  die  der  inneren 
Richtungen  mit  v",  ferner  die  Anschlußgewichte  mit  g  und  die  Zahl 
der  Unbekannten  mit  u,  so  ist  der  mittlere  Gewichtseinheitsfehler 

^[gv'v]  -^  [v"v"] 
n  —  V    —  u 


lltj 
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ij   21). 


und  speziell  im  letzt  besprochenen  Falle: 


^ 


44-6  —  3 

Da  einerseits  Beobachtungen  mit  Richtungsanschluß  an  wenigen 
festen  Strahlen  nur  bei  Kleintriangulierungen  vorkommen,  bei  welchen 
ihrer  geringeren  Genauigkeit  wegen  eine  Verschärfung  der  Resultate 
durch  Einführung  von  Anschlußgewichten  für  überflüssig  gehalten 
wird,  anderseits  aber  bei  Präzisionstriangulierungen  wieder  so  viele 
Anschlüsse  gemacht  werden,  daß  die  betreffenden  Gewichte,  da  sie 
von  der  Einheit  nur  sehr  wenig  abweichen,  ihre  Bedeutung  verlieren, 
so  kann  in  den  meisten  Fällen  der  Praxis  von  der  Anwendung  strenger 
Anschlußgewichte  Umgang  genommen  werden.  Wenn  aber  die  Theorie 
der  Anschlußgewichte  praktisch  auch  wenig  Bedeutung  hat,  so  lassen 
die  nach  dieser  Richtung  hin  angestellten  Betrachtungen  doch  deutlich 
durchblicken,  wie  fein  die  Theorie  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate bereits  ausgebildet  ist.  Der  folgende  Paragraph  wird  zeigen, 
welchen  Wert  die  Theorie  der  Anschlußgewichte  zur  Klarstellung 
mancher  verwickelterer  Verhältnisse  besitzt. 


§  29.  Punktbestimmung  aus  einem  Dreieck. 

Werden  bei  einer  Punktbestimmung  durch  Einschneiden  ver- 
mittelnder Richtungsbeobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  sämtliche  Richtungen  gleichgewichtig  eingeführt,  so  erhält 
man,  wie  die  Theorie  der  Richtungsanschlüsse  beweist,  nicht  dieselben 
Ergebnisse,  wie  bei  der  Punktbestimmung  nach  den  Regeln  bedingter 
Beobachtungen  mit  Korrelaten.  Um  eine  Übereinstimmung  zwischen 
den  Ergebnissen  beider  Rechnungsverfahren  herbeizuführen,  darf  man 
bei  Punktbestimmungen  durch  vermittelnde  Beobachtungen  die  an 
gegebenen  festen  Strahlen  angelegten  neuen  Strahlen  nicht  als  unab- 
hängige Riditungsmessungen  behandeln,  sondern  man  muß  den  neuen 
äußeren  Richtungen  Gewichte  beilegen,  welche  von  der  Anzahl  der 
gegebenen  und  der  Anzahl  der  neuen  Strahlen  abhängen,  oder  man 
hat  unter  Beibehaltung  der  gleichgewichtigen  Vermittlungsgleichungen 
für  jeden  Richtungssatz  eine  Zusatzgleichung  mit  einem  fingierten 
Gewichte  einzuführen. 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Methoden  der  Ausgleichung 
bedingter  und  vermittelnder  Beobachtung*)  leicht  zu  erkennen,  wählen 


*)  Vgl.  den  auf  S.  108  zitierten  Aufsatz. 


4?  29. 
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wir  den  einfachsten  Fall  dorPunktbostinimunf^  aus  einem  geschlossenen 
Dreiecke.  Zu  einem  Zahlenbeispiele  entnehmen  wir  die  Angaben  der 


österreichischen  „Instruktion  fürThe- 
odolitvermessungen"  S.  108:  „Bestim- 
mung des  Punktes  2  durch  gegen- 
seitige Richtungsbeobachtungen  von 
und  nach  den  beiden  gegebenen  Punk- 
ten 4  und  r.  (Fig.  20.) 

Die  drei  Dreieckswinkel    a,  ß.  y  ,^ 
seien  wie  folgt  bestimmt: 

Gerechnete  Richtung  von  4  nach   1  =223"4l' 3l''y 


Fig.  20. 


gemessene 

gerechnete 
gemessene 


4 

1 

1 

2 

2 


2  =  274  02  04 
2  =  308  09  43-0  ) 
4=  43  41  31-9  j 
4=  94  02  000  \      _ 
1  =  128  09  490  j  ''~ 


.0"20'32"1 


'9  \ 

|j=  95    31  48-9 


34   07  49-0 


Summenprobe:  180"00'10-"0 
Winkelwiderspruch :  /c  =  -j-  10''0. 

Nach  den  Regeln  für  die  Ausgleichung  bedingterBeobachtungeo 
erfolgt  die  Aufteilung  des  Winkelwiderspruches  gemäß  der  Normal- 

auf  alle  drei  Winkel  zu  gleichen  Teilen: 


Vg  =  V., 


Rechnet  man  hingegen  nach  den  Regeln  der  Ausgleichung  ver- 
mittelnder Beobachtungen,  so  erhält  man  mit  Plinweis  auf  die  im 
§  28  gebrauchte  Bezeichnungsweise: 


o 
a 

d 
1 

« 

A 

l 

i 
B 

i 

Ii.„ 

i?ü  1 180» 

1      ca 

TP 

a 

rö  =  i2«,  +  » 

te 

4 

1 

2 

sa 

3 
•cd 

-h   82-5 
+   84-1 

-\-   5-8 
+  661 

94"01'56''0 
128  09  43-9 

94^  02'  04" 
128   09  43 

-80 
+  0-9 

1 
1 

4 

1 

t+   82-5 
■"  +    84-1 

-0-8 
+  0-8 

+   5-8 
+  66-1 

1, 

-30-2   94  Ol  560 
+  301  128  09  43-9 

154"38'20"=2 

94    02  00 
128   09  49 

-40 
-51 

+  0  55| 
—  0-55 

299  23  40 
333  31  29 

:2 

+ 166-6 
+   88-3 

0-0 

-[-71-9 
+  360 

-   0-1 

:2 

-91 
-4-55 

0-00 

i 
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Die  Näherungsrechnung  mit  durchaus  gleichen  Gewichten  r/ =  1  gibt 


9 

ff  aa 

g  ah 

g  aa 

gbb 

g  b  oi      ' 

gÄÄ 

9  AB 

gAW 

gBB 

gBW 

1 
1 

6  806 

7  073 

+    479 
4-  5  559 

-660 
+    76 

34 
4  369 

—  46 

+  59 

1 
1 

1 
1 

+      24 
+      24 

0 
0 

912 
906 

-17 
—  16 

2 

i 

13  881 

+  6  086 

-584 

6  221 

'      -20 

Normalo:leichune:en 


Auflösung; 


13881  da; -f-  6086(3?/ 
6086  (Ja; -L  6221  öy 
da?  =  +  0-071, 


584  =  0 

20  =  0 

d?/  = 


0-066. 


;      a  Sx     +       b  8y 

=     8a 

—                            i 

■r' 

CO 

Kichtungs- 

verbes- 

serungen 

Winkel- 
verbesserungen 

W 

+  5-9 

+  6-0 

-0-4 
-4-4 

1    +5-5 
i    +1-« 

-  80 
+  0-9 

-2-5 
+  2-5 

^•„=-2-5 
ÜQ  =  —  2-5 

f..  =  —  50 

+  5-9 
+  6-0 

-0-4 
-4-4 

+  55 
4-1-6 

+  1-95 
— 1-95 

+  0-55 
—  0-55 

+  2-5^ 
-2-5( 

1 

:2 

+  7-1 
+  3-55 

000 

1 

|»|  =  10 -"0 

w  =  -\-  10 -"0 

Die  Richtungsverbesserungen  sind:  d'(7-i- cj  beziehungsweise  2^-1-  W. 

Nach  Maßgabe  der  eingeführten  gleichen  Gewichte  erfolgt  auch 
die  Verteilung  des  Winkelwiderspruches  auf  alle  vier  Richtungen  zu 
gleichen  Teilen,  die  Winkelverbesserungen  aber  betragen  dann  nicht 

—  •  Denn  bringt  man  die  Richtungsverbesserungen  an  den  gemessenen 

Richtungen  an  und  bildet   mau    mit    den    ausgeglichenen  Richtungen 

die  ausgeglichenen  Winkel,   so  ergibt  sich  an  dem  zu  bestimmenden 

w 
Punkte  die  Winkelverbesserung  Vy  = -,  an  den  beiden  gegebeneu 

IC 

Punkten    eine    Winkelverbesserung    von    v«^ beziehungsweise 

4 

fo  =  —  Y'    ^^    zwischen    den  Ergebnissen    der  Ausgleichung    nach 

vermittelnden  Beobachtungen  mit  jenen  nach  bedingten  Beobach- 
tungen Übereinstimmung  zu  erzielen,  hat  man,  da  im  vorliegenden 
Falle  auf  den  gegebenen  Punkten  nur  je  eine  neue  und  eine  gegebene 


?j    oO. 
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Richtung  in  Betracht  kommt,  den  äußeren  Hichtungon  halbe  Gewichte 
zu  erteilen.  Die  Weiterrechnunof  gibt  sodann: 


ff 

7  a  a 
ff  A  A 

ffab 
ff  A  J! 

ff  ata 

ff  AW 

ffbb 
ff  li  i: 

ff  büi 

ffliW 

0-5 

0-5 

3  403 

3  58G 

+     240 

-f  2  779 

—  330 

+    38 

17 
2185 

-  23 
4-30 

1 
1 

1 
1 

+       24 

+      24 

0 
0 

912 

90« 

-17 
—  lf> 

2 

G  941 

r  -i  ö67 

-292 

4  020 

—  21) 

6941  dx  +  3067  %  —  292  =  0 
30G7(3x--f-  4020(3?/—    26  =  0 


dx  = 


0-06U. 


^>J  = 


0-039. 


! 

r  s.. 

i_ 

•y 

ß>                 Richtungs- 

Winkel- 

1 

verbes- 
"                  servmgen 

Yerbosscrangon 

+  4-9 
1    4-50 

-0-2 
-2-6 

4-4-7                          -8-0     ;        —3-3 
4-2-4                          4-0-9      '        +3-3 

Pa=  — 3-8 
t-Q  =  —  3-3 

i-.^  =  —  3-4 

+  4-9 
-  50 

-0-2 
—  2-6 

+  4-7         +115       +0-55  !'        +1-71 
+  2-4         —1-15    !    -0-55   1         — 1-7| 

1 

:2 

+  7-1 
+  3-55 

V  =  10"0 

w  =  +  10"0 

Die  Winkelverbesserungen  erscheinen  nunmeiir  übereinstimmend 
mit  den  Ergebnissen  der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen. 


§  30.  Einschalten  eines  Punktsystems. 

Werden  mehrere  Neupunkte  durch  Vorwärts-  und  Rückwärts- 
einschneiden gegen  ein  System  von  Festpunkten  eingemessen  und 
soll  deren  Koordinatenausgleichung  gemeinsam  oder  gleichzeitig  er- 
folgen, so  hat  man  hiebei  drei  Arten  von  Fehlergleichuugen  zu  unter- 
scheiden : 

1.  Für  die  äußeren  Richtungen  von  einem  Festpunkte  nach 
einem  Neupunkte: 

a  dxi  -\-  b'  di/i  -\-  co[  =  v{ 


a"  öxx  -j-  h"  d>ji  -f-  a'i   =  v[' 


für  den  ersten  Neupunkt, 
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c"  (3a*2  +  '^ '  ^y-:  ~~  "i  =  ^'2   !     tiir  den  zweiten  Neupunkt, 


usw. 


2.    Für    die    inneren    Riehtungen    von    einem    Neupunkte   nach 
einem  Festpunkte: 

a  dxi  -r  b'  dy^  -f  dz-^  ^  w[  =  t[  j 

a"  dxi  -[-  b"  dyi  -\-  dzi  -\-  ii\  =  Uj'  i    für  den  ersten  Neupunkt. 

c  dx.  -r  d'  öy.2  -\-  dz.  +  IÜ2  =02 

c"  dxz  -r  d''  dy^  -r-  d^-\-  w'2'  =  Öo'  )    für  den  zweiten  Neupunkt, 


usw. 


3.  Für  die  Riehtungen  von  einem  Neupunkte  zu  einem  anderen: 

a^öxi-^h'^dyi — a'^öx^  —  h'Q  Öy^ -^  dz^ -- xo[  =  K    1     von    dem    1.    nach 
aöda^i  +  6'o  öy^  —  a'ö  dx^  —  b'ö  öy^  +  dz^  +  tD;'=  ÄJ' 


aö  öx^  -\-  60  ^?/i  —  tto  (5xo  —  60  «^2/2  +  ^^-2  -|-  tt)2  =  /""i 
Co  dx-i  -\-  d'o  dy=>  —  Cq  öx^  —  <iö  d?/;,  +  öz^  -|-  102'  =  '^-^ 

usw. 


dem  2.,  3.,  .  . 
punkt, 


Neu- 


von    dem    2.    nach 
dem  1.,  3.,  .  .  .  Neu- 
punkt. 


Werden  von  den  Fehlergleichungen  ad  2.  und  3.  die  Nullpunkts- 
korrektionen (3si,  dz^2^  .  ,  .  eliminiert,  so  erhält  man  die  reduzierten 
Fehlergleichungen  von  der  allgemeinen  Form: 

A  dxy,  +  B'  dy,  +  C"  dx;  +  D'  öy,  +  E'  öx^  +  F'  öy^  +W'  =  V 
A"  öx,  +  B"  dy,  4-  C"  dx^  +  D"  dy,  ^  E"  dx,  +  F"  dy^  -J-  W"  =  T"' 


1.  Beispiel.  Einschaltung  eines  Dreiecks. 

Aufgabe  ist  die  gleichzeitige  Bestimmung  der  trigonometrischen 
Punkte  1,  4  und  5,  welche  sowohl  gegenseitig  als  auch  mit  den 
gegebenen  Punkten:  Spielberg  =  Sp,  Kozja  =  K,  Stromberg  =  St, 
Hadi  =  H,  Neuer  Berg  =  B  und  Langenfeld  =  L  nach  Maßgabe  der 
Darstellung  in  Fig.  21  durch  Richtungsbeobachtungen  verbunden  sind. 
(Muster  A' der  österr.  Instruktion  für  Theodolitvermessungen,  S.  98 
bis  105). 

Die  vorläufigen  (genäherten)  Koordinaten  der  Punkte  1,  4  und  5 
und  die  definitiven  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte  sind: 


^   3U. 
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/' 

1 

./■ 

y 

1 

- 112  370-94 

—  18  755-74 

4 

—  111  354-3) 

—  17  78435 

5 

— 107  789-22 

— 19  91603 

Sp 

-  109  689-27 

-  16  547-54 

K 

— 113  097-20 

- 14  194-41 

St 

—  115  65117 

—  18  152-94 

H 

—  112  753-r,0 

—  21902-76 

N 

—  109  657-72 

—  20  926-11 

L 
1 

— 104  828-35 

—  15  35745 

Es  folgen  in  schematischer  Anordnung  die  vorläufigen  Süd- 
•winkel  6,  und  zwar  von  den  zu  suchenden  Punkten  nach  den  gegebenen 
Punkten;  die  Fehlergleichungskoeffizienten,  welche  bezüglich  der  zu 
bestimmenden  Punkte  1,  4  und  5  mit  {a,  b),  {c,  d)  beziehungsweise 
{e,  f)  bezeichnet  sind;  die  um  180"  geänderten,  orientierten  äußeren 
Richtungen  /»', ;  die  Gesamtmittel  /«',„  der  in  Betracht  kommenden 
inneren  Richtungen;  die  Absolutglieder  w  =  a  — (/«',  x  180")  der  in 
betreff  der  äußeren  Richtungen  aufzustellenden  Fehlergleichungen 
und  mit  Hilfe  der  vorläufig  orientierten  inneren  Richtungen  /-„  und 

]r.  =  a-.  — J"^   der 
n 


der   Differenzen    w  =  a'  —  >■„    die   Absolutglieder 


in  betreff  der  inneren  Richtungen  aufzustellenden  reduzierten  Fehler- 
gleichungen. 

In  der  Zusammenstellung  Seite  122  ist  zu  beachten,  daß  in  betreff 
der  Richtungen  von  einem  zu  bestimmenden  Punkte  P,„  nach  einem 
anderen  Fn  für  die  Richtungen  P,„  P„  und  F„  P,„  die  Koeffizienten 
(a,  6),  (c,  (/)  beziehungsweise  (c, /)  zwar  numerisch  gleich,  aber  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  sind.  So  ist  z.  B.  für  die 
Richtung  von  1  nach  4,  a  =  -\-  lOli,  h  =  — 1U61,  aber  für  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  von  4  nach  1,  a  =  — 10r4,  />  =  -}- 1061. 

Bei  dieser  Zusammenstellung  ergeben  sich  folgende  Rechen- 
proben: 

aj  Für  die  äußeren  Richtungen:  [(?']  — [(A*„  +  ISO")]  =  [w], 
z.  B.  für  die  den  Punkt  1  betreffende  Gruppe  (wenn  nur  Minuten 
und  Sekunden  in  Rechnung  gezogen  werden):  3n'48-'0  —  30'47"0  =  -f-l-"0 

bj  Für  die  inneren  Richtungen:   [-?>*„.] +w~  =  ['"o]. 

W]-[r.]  =  ["•], 
[\V]=0, 
z.  B.  für  die  den  Punkt  1   betreffende  Gruppe    (Fortsetzung  S.  123): 
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o    I 


a 


3  I 

9 


Äußere  Biohtungen 


Koeffizienten 


B.  +  1800 


Innere  Richtungen 


Vorläufige  I       -  —  ge- 
o..  1     •    1    1  1      nilherter 
SiUlwinkel  !|       Orien- 
tierungs- 
winkel 


i2» 


Tq  =  R„i  + ; 


vo 


W 


Zu  bestimmender  Punkt  1. 


Sp  -r 
4  + 
K     + 

St  j-i- 
H 
N 
5 


37-7j—   i5-8  -f  1-1 
101-4  — 1061     — 
441-     7-Ü  —  0-7 
11-2|+    60-8  + 1-5 
64-6  +     7-9;  — 1-1 


371 
10-7 


-  46-4' 

—  42-3 


+  0-2 


39«  28'  09" 

99   02  49 
169   35  12 

263   04  03 

321   20  34  |i321  20  342 

345  47  20-4 


390  28'10"1 

43  41  35-8 

99  02  48-3 

169  35  13-5 

263  04  01-9 


169"  35'  10' 


229'J  52'  51" 
234  06  15 
289  27  28 


390  28'  Ol" 
43  41  25 
99   02  38 


0  00  00  jl69   35  10 
93   28  46   263   03  56 

176    12  02  '345    47  12 


I 

+  91]  +  1-1 
-f  10.8|  +  2-8 
-f  10-3  +  2-3 
+  3-5  —4-5 
+    5-9  —  2-1 


8-4 


+  0-4 


+  10 


30  47 


30  48-0 
39  10-0 


07  22 

6zi  =  31  00 


38  22 

\i6] :  n  = 


+  48-0 
+    8-0 


0-0 


Zu  bestimmender  Punkt  4. 


Sp  |4-   59-3 
K    +    46-5 

St  ih-     41 


1 

H 
N 


- 101-4 

-  44-9 

-  50-8 


—  79-b 
+  22-6 
+  47-7 
+ 1061 
+   15-3 

-  27-4 


11 
6-4 
1-0 

1-4 
0-0 


-9-9 


1840  54'  00" 


36«  36'  27":  36036'25f'9|'2110  42'  21" 
115   53  58  115  53  51-6290   59  55 
184  54  11  !l84  54  10-0  j    0   00  07 

38   47  27 

66   19  53 

113   28  03 


,  223  41  35-8 


251   13  59  ' 


298  22  05  11298  22  05-0 


251  13  57-6 


36"  36' 21" 

+  4-9 

115  53  55 

-  3-4 

184  54  07 

+  3-0 

223  41  27 

+  8-8 

251  13  53 

-f  4-6 

298  22  03 

+  2-0 

+  1-6 

—  6-7 
-0-3 
+  5-5 

f  1-3 

—  1-3 


00  40     C,  30-1    17  46 
42  05-9j6  24  =  :it  00 


41  46  1+19-9,  +0-1 
[«,]:«=+   3-3 


Zu  bestimmender  Punkt  5. 


/ 


-   ^  31-8 

Sp    +  46-5 

1     +  10-7 

N    -  46-2 


•  20-7 

+  ■26-2I 

+  42-3 

+  85-4 


+  3-3 
+  11 

-0-3 


z.  z=  3590  59'30" 
560  59' 41"!;  56''59'44;'3i 


119   25  32 


208   23  42 


1 
119  25  33-1 


570  00'  08' 
119   26  00 


165  47  20-4165   47  51 
208  23  41-7||2Q8   24  10 


41 


48  55  '^        48  591  [         38  09 
'        36  19  5  4  2,  =  58  00 


560  59' 38" 

119 

25  30 

165 

47  21 

208 

23  40 

+    6-3 

—   0-6 
VI 


+  3-7 
-,-  0-5 
-3-2 
—  0-9 


36  09    +10-5  +01 
[M»]:n=r  +    2-6 
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7' 22" -f  6  .  35' 10"  =  38' 22", 
39' 10"  — 38' 22"       =4-  48", 
_|-  gf'ü  —  6"tJ  =  0. 

Bezeichnet    man    die  Koordinatenverbesserungen    der  Punkte  1, 
4  und  5  mit  (d.'i,d^i).  i^-'u^i/^),  {d.i-^,dy-J  und  die  bezüglichen  Korrek- 

Fig.  21. 

St 


1 :  lOO.OOo. 


tionen  der ^ Orientierungswinkel    mit  öz^,  öz^  und  dz-^,    so    lauten    die 
Vermittlungsgleichungen  in  betreff  der  äußeren  Richtungen 

nach  Punkt  1: 


Nr. 


1 
2 

3 
4 
5 


.  +  3  7-7  dA  —  iöS  diji  ^1-1  =  0 

.  -f441d.ii4-    70  (Jyi  -  0-7  =  0 

.  -f  11-2  d.ti -|- 60-8  ö»/,  +  1-5  =  0 

.  —  64-6da-i-r    7-9'd?/,  —  11  =  0 

.  —  37-1  dxi  —  46-4  dy,  -f  02  =  0, 
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Nr 


nach  Punkt  4: 

+  59-3  öXi  —  79-8  djji  —  l'l  =  0 

4-  46-5  dXi  4-  22-6  öy^  —  6-4  =  0 

—  4-1  dXi  -f  47-7  öi/i  —  1-0  =  0 

—  44-9  dXi  -f  15-3  öi/i  —  1-4  =  0 

—  50-8  öXi  —  27-4  öi/i  -f  0-0  =  0, 

nach  Punkt  5: 

-|-  31-8  dxr,  —  20-7  d</5  4-  3-3  =  0 
+  46-5  dX'^  -j-  26-2  öij-^  4-1-1  =  0 
„      25      .      .      .     —  46-2  (5^5  4- 85-4  d</5  — 0-3  =  0, 

und  in  betreff  der  inneren  Richtungen 

von  Punkt  1: 

Nr.     6*...  4-    STTöXi—    45-8 ()//i  4-    9-l4-Ö2i=0 

101-4d.ri  — 106-l%i  — 101-4da.-4-^106-l%4^10-8-f  dsi  =  0 


12 
13 
14 
lö 
Iti 


Nr.   23 
„      24 


Nr. 


7=^" 

8* 

9* 

10* 

11* 

18* 
19* 
20* 
21* 
22* 


4-  441dxi4-  7-Odyi 

4-  ll-2(5.'Ci-|-  60-8 öiji 

—  64-6d.Ti4-  7-9  %i 

—  10-7d.Ti- 


4-10-3  — özi=0 
4-  3-54-d^i  =  0 
4-  5-9  4-(52i=0 
42-3  dl/5—    8-4  4-d^i=0 


42-3d?/i4-    10-7  0X5 
von  Punkt  4: 

4-    bd-SdXi—   79-8d//4-f    4-9 4- (5^4  =  0 
4-    46-5  (JX4  4-    22-6  (3?/4—    3-4  4- (5^4  =  0 


101-40.^1 


3-0  —  ^^4  =  0 
8-8  4-d;S4  =  0 
4-6  4-ds4  =  0 
2-0  4- (5^4  =  0 


—  i-lÖXi-^    4:T7öyi 
106-ld?/i— 101-4da-^-rl06-ld?/4 

—  44-9da-4  4-    15-3  d?/4 

—  bO-SdXi—   27-4  %4 

von  Punkt  5: 

Nr.  26^-.  .•  4-    31-8ÖX-5—  20-7  %5  4-  6-3 +  025  =  0 

4-    46-5d£C5  4-  26-2(5?/5--  3-1 4- (5^5  =  0 

42-3d?/i^    10-7(J.r54-  42-3öv/5—  0-6+(525  =  O 

—  46-2daj5—  85-4Ö//5—  l-74-ds5=0 

Werden  aus  den  Gleichungen  in  betreff  der  inneren  Richtungen 
die  Orientierungsfehler  (5z,,  dz^,  dzr,    nach    der   im  §  24  angegebenen 


26^^ 
27* 
28* 
29* 


—    10-7  d.Ti 


Regel    durch    Bildung  der   reduzierten    Größen  J^,=  a, — 


n 


Bi  = 


=  6,- 


n 


Ci=Cr 


M 

n 


D,  =  dr 


[d] 


[e] 


n 


E.=  Ci-^,    F,  =  fi 


n 


[ic] 


Wi  =  Wi  —  ^^   eliminiert,  so  erhält  man  die  reduzierten,  bei 


n  n 

der  Bildung  der  Normalgleichungen  zu  berücksichtigenden  Gleichungen : 


30. 


Kinsc'lialten  eines  l'unktsystems. 


12Ö 


Xr.  C. 

.  b 

..  9 

,  10 

..  11 

.,  17 

.,  18 

n  19 

„  20 

,.  21 

„  22 

n  26 

n  27 

.  28 

„  29 


17-8  öj 

,  -  26-1  d 

'/,  4-  16-9  dx 

,  — 17-7  Si/i 

— 

1-8  6x. 

.-    7-0  Jy 

,4-11 

81-5 

-  86-4 

-84-5 

4-  88-4 

— 

1-8 

—   7-0 

4-2-8 

24-2 

+  26-7 

4-  16-9 

-17  7 

— 

1-8 

-   7-0 

4-  2-3 

S-7 

-t-  80-5 

4-  16-9 

-17-7 

— 

1-8 

-  7-0 

4-5 

84-5 

-27-6  ; 

4-16-9 

-17-7 

— 

1-8 

-   7-0 

-21 

30-6 

—  22-6 

;  16-9 

-17-7 

4- 

8-9 

-f  35-3 

:()-4 

16-9 

-L  17-7 
4-17-7 

4-  75-2 
4-62-4 

\YA-'.)    . 

—  1-6 

16-9 

4-    8-5    . 

-6-7 

169 

4-17-7 

4-11-8 

4-3:i-6  . 

-0-3 

84-5 

—  88-4 

—  85-5 

4-92-(»  . 

4-5-5 

16-9 

4-17-7 

-29-0 

4-    1-2 

:    1-3 

10-9 

4-17-7 
-f- 10-6  . 

-  34-9 

—  41-5  . 

—  i:i 

2-7 

1 

91 -1 

—  54-0 

-H3-7 
4-0-5 
—  3-2 

2-7 

4-  lO-ö  . 

4-  3.^-8 

—   7-1 

8-0 

—  31-7  . 

00 

4-   9-0 
4-  52-1 

2-7 

4-l<»-6  . 



56-9 

—  0-9 

Aus  den  Gleichungen  Nr.  1  bis  29  ergeben  sich  folgende  Nor 
malgleichungen: 

-r  33392^^1  —  17353dyi  —16  939  d^^  4-17  9835^4  — 

4-35394       -r  17  828       —18  925      — 

-h  37  918       -  24  724      4- 

+  39  726      — 


S27Sx, 
241 
181 
189 
10  368 


—  1389dyj  4- 1190  =  0 

—  1335      —1066 
4-      715      - 1 344 

—  74.S      -r     516 

—  7  366      4-    322 
4-15  661      —    327 


Fügt  man  die  hieraus  berechneten  Verbesserungen  den  vor- 
läufigen Koordinaten  hinzu,  so  erhält  man  folgende  endgültige  Koor- 
dinaten: 


Pnnkt 


Vorläufige 
Koordinaten 


Koordinaten- 
Ver- 
besserungen 


^1  =  — 

yi  =  — 
Xi  =  — 

yi  =  — 

2^5=  — 


112  370  94 
18  755-74 

111  354-20 
17  784-35 

107  789-22 
16  91603 


Endgültige 
Koordinaten 


8x^  =  —  0-02  X,  =  —  112  370-96 

dy^  =  4-  0-01  l'i  =  —    18  755  73 

Sx^  =  4-  0-04  J4  =  —  111  a54-16 

8y,  =  4-  0-03  Y^  =  —    17  784-32 

6x.  =  —  0-03  X,,  =  —  107  789-25 

Sy^  =  4-  001  l\  =  —    19 916-02 


Rechnet  man  mit  den  endgültigen  Koordinaten  die  endgültigen 
Süd-\vinkel  6,  so  ergeben  sich  für  die  äußeren  Richtungen  aus  den 
Differenzen  d(}  =  &  —  0=v  —  w  und  für  die  inneren  Richtungen  aus 
den  Gleichungen  2:  =  v  —  W  die  Richtungsverbesserungen  r,  die  zur 
Kontrolle  auch  nach  den  Regeln  des  §  24  berechnet  werden  können. 
Die  bezüglichen  Berechnungen   sind    auf  Seite  126  zusammengestellt. 

Der  mittlere  Fehler  einer  beobachteten  Richtung  ist  (s.  S.  127) 
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Einschalten  eines  Punktsystems. 


§   30. 


^'^~~ 

ig 

-r  u 
1    " 

aö.r,           +            5  5^1 

=    dff,    i 

CO 

V  = 

to  -\-  Sa 

vv 

Xotz- 
punkte 

cSx^          -\-           ddpi          = 

=    Sa^ 

S 

W 

V  = 
TF  +  Z 

cö.,,          +           fSy, 

=    Sa, 

SP 

1 

—  0-754 

—  0-458 

-  1-212 

+  1-1 

-  0-112 

001 

K 

'2 

1        —  0-882 

+  0-070 

-  0-812 

—  0-7 

-l-512i    2-25 

St  « 

-  0  224 

+  0-608 

+  0-384 

+  1-5 

+  1-884J|    3-61 ' 

H 

:oS 

+  1-292 

-t-  0-079 

4-  1-371 

-11 

+  0-271 

009 

1 

N 

+  0-742 

-  0-464 

+  0-278 

+  0-2 

+  0-478 

0-25 
0-36 

Sp 

-0-754 

—  0-458 

—  1-212 

—  0-489 

+  1-1 

+  0-611 

K 

-  0-882 

+  0-070 

—  0-812 

-  0-089 

+  2-3 

+  2-211 

4-84 

St 

—  0-224 

4-  0-608 

+  0-384 

+ 1-107 

-4-5 

-  3-393 

11-56 

H 

+  1-292 

+  0-079 

+  1-371;+ 2-094 

-2-1 

-  0-006 

000 

4 

2 

a 

a  {öx^  —  öx^) 

b  i^'/i  —  ^2/4) 

-  3-962 

-  3-239 

+  2-8 

—  0-439 

0-16 

-  6-084 

+  2-122 

5 

.s 

a  (d.Ti  —  öx^) 

b  (Si/i  —  dy-J 

-  0-107 

+  0-616 

+  0-4 

+ 1-016 

1-00 

—  0-107 

0-000 

—  4-338      0-000       0-0 

0-0 

[8a,]:C,= 

-0-723              ;i 

1-21 

SP 

+  2-372 

-  2-394 

-  0-022 

—  1-1 

— 1-122 

K 

CO 

+  1-860 

+  0-678 

+  2-538 

-6-4 

-  3-862 

15-21 

St 

ica 

3 

—  0-164 

+ 1-431 

-i- 1-267 

-1-0 

+  0-267 

0-09 

H 

■•rt 

-  1-796 

+  0-459 

- 1-337 

-1-4 

-  2-737 

7-29 

4 

N 

-  2-032 

—  0-822 

—  2-854 

—  00 

-2-854 

8-41 
5-29 

Sp 

+  2-372 

—  2-394 

-  0-022 

+  0-706 

+  1-6 

J-  2-306 

K 

+ 1-860 

-L  0-678 

+  2-538 

+  3-266 

-6-7 

-3-434 

11-56 

St 

-  0-164 

+ 1-431 

+  1-267 

+ 1-995 

-0-3 

+  1-695 

2-89 

H 

— 1-796 

+  0-459 

- 1-337 

-  0-609 

+  1-3 

+  0-691 

0-49 

N 

-  2-032 

—  0-822 

—  2-854 

—  2-126 

—  1-3 

-  3-426 

11-56 

1 

§ 

•M 

C  (ÖX^  —  SXj) 

<^  (S^i  —  %i) 

-  3-962 

-3-234 

+  5-5 

+  2-266 

5-29 

-  6-084 

+  2-122 

-4-370 1-0-002  +0-1 

+  0-1 

[Sa,]:  6  = 

-  0-728::             1 

4-41 

i-;2 

—  0-954 

—  0-207 

-  1-161               1  +  3-3 

+  2-139 

Sp 

^2 

- 1-395 

-f  0-202 

-  1-133 

+  1-1 

-  0-033 

0-00 

5 

N 

>Cli 

+  1-386 

+  0-854 

+  2-240| 

—  03 

+ 1-940 

3-61 
6-76 

L 

—  0-954 

—  0-207 

-  1-161 1-  1-121 .  +  3-7 

+  2-579 

Sp 

— 1-395 

+  0  262 

-1-133;- 1-093 

+  0-5 

-  0-593 

0-36 

N 

Q> 

+ 1-386 

+  0-854 

+  2-240'+  2-280 

-0-9 

+ 1-380 

1-96 

1 

o 

ä 

e  {dxr,  —  i^Xj) 

nsy,-dy,) 

1 
i                           * 

-0-107-0  067,-3-2 

-  3-267 

10-89 
121-41 

—  0-107 

0-000 

-  0161  -  0-001''  +  0-1 

+  0-1 

[So,]:  4:  = 

-  0040 

§   30. 


Einselialtea  eines  PunktsysteniB. 


12: 


I    n  —  u       I     29   -  6 


2"80. 


Der  Nenner  ist  29  —  6,  weil  29  gemessene  Kiclitunjren  und 
ti  Unbekannte,  das  sind  die  sechs  Koordinatenverbe.sserunj:en  vor- 
handen sind. 

2.  Beispiel.  Einschaltung  eines  Punktpaares  (Hansens 
Problem). 

Gleichzeitige  Bestimmung  der  Punkte  „Türkenschanze'  und 
„Goldbergr,  welche  sowohl  gegenseitig  als  auch  mit  den  gegebenen 

Fig.  22. 


d 
9 


6 


1  :  100.000. 


Punkten:  Wildungsmauer,  Winkel,  Petronell.  Bur;rfeld,  Alteuburg, 
Hundsheim,  Schünabrunn,  Hollern,  Höflein,  Scharndorf  und  Regels- 
brunn nach  Maßgabe  der  Darstellung  in  Fig.  22  durch  innere  Rich- 
tungen allein  verbunden  sind*). 

In  Anlehnung  an  das  erste  Beispiel  seien  hier  ohne  viel  Worte 
die  nötigen  Ansätze  zusammengestellt. 

Die  vorläufigen  Koordinaten  der  zu  bestimmenden  und  die  defi- 
nitiven Koordinaten  der  gegebenen  Punkte  sind: 


*)  Dieses  Beispiel  ist  dt-m  Triangulierungselaborate  entnommen,  das  l'rof.  J. 
Licka  in  der  Zeit  seiner  Geometerpraxis  als  Grundlage  für  die  Zusamnienlesrung 
der  landwirtschaftlichen  Grundstücke  in  der  Marktgemeindo  Petronell  an  der  Donau 
gemeinsam  mit  dem  Verfasser  im  Jahre  1890  ausgeführt  hat. 
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Einschalten  eines  Punktsystems. 
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T  Türkonschanze    . 

.     a?—-f  12  294-22 

y  —  — 37  347-93 

G  Goldbergl  .     .     . 

.     .              -f  12  399-36 

—  33  060-44 

1   Wildungsmauer  . 

.     .              +10  612-57 

—  32  173-21 

2  Winkel    .     .     .     . 

.      .              —10  609-27 

—  33  718-80 

3  Petronell     .     .     • 

.      .              —10  269-95 

36  896-36 

4  Burgfeld     .     .     . 

.      .               +    9  655-19 

—  37  893-55 

5  Altenburg  .     •     - 

.      .               —     7  718-44 

—  39  797-43 

6  Hundsheim      .     . 

.     .               —     9  839-47 

—  42  144-71 

7  Schönabrunn  .     . 

.      .              4-14  344-34 

—  40  270-45 

8  HoUeru  .     .     . 

.     .               -p  14  710-91 

—  38  846-97 

9  Höflein  .     .     .     . 

.      .               -^  15  818-27 

—  30  978-76 

10  Scharndorf     .     . 

.      .               4-12  720-88 

—  31  841-81 

11  Regelsbrunn  .     . 

.      .               4-11058-53 

—  30  310-25 

Koeffizienten  ; 

'ür  T: 

Pankt 

a 

A 

1 

b 

B 

c 

c     ! 

d 

D 

G 

+  48-07 

II 
+  48-26'-     1-18 

— 19-23 

-48-07 

-  42-73 

+  1-18 

+  1-05 

1 

+  35-64 

+  35-83 

+    12-27 

—   5-78 

+   5-84 

—  0-18 

2 

-i-  46-76 

+  46-95 

+   21-71 

+    3-66 

+   5-34 

-0-18 

3 

+  21-65 

+  21-84 

+   97-06 

+  79-01 

+   5-84 

-0-13 

4 

— 15-50 

- 15-31 

+   74-96 

+  56-91 

+   5-34 

-0-13 

5 

- 18-76 

- 18-57 

+   35-03 

+  16-98 

+   5-84 

-0-13 

6 

—  3408 

-  83-89 

+    17-44 

—  0-61 

+   5-34 

-0-13 

7 

-  47-30 

-47-11 

-   33-18 

—  51-23 

+    5-84 

—  0-18 

8 

-  38-23 

—  38-04  —    61-63'— 79-68 

+    5-34 

—  0-13 

—    1-75 

-    004  +  162-48,  +   0-03 

-  48-07 

—  0-01  1  +  1-18 

+  0-01 

:9 

1 

-    0-19 

! 

+    18-05 

-   5-34 

+  0-13 

Koeffizienten  i 

für  G: 

Punkte 

a 

A 

b 

B 

c 

C 

d              D 

T 

+  48-07 

+  42-06 

—  1-18 

—  1-03 

-   48-07 

-   58-29 

+     1-18 

-    2-93 

9 

-   6-01 

4-  0-15 

+   26-80 

+    16-58 

-   44-01 

-48-12 

10 

-   6-01 

+  0-15 

+  158-25 

+  148-08 

-    41-75 

—  45-86 

U 

—   6-01 

+  0-15 

+    60-60 

+   50-38 

+    29-54 

-r  25-43 

2 

—   601 

+  0-15 

-  37-83 

-   47-55 

+  101-50 

+  97-39 

6 

-   6-01 

+  0-15 

-   21-04 

—   31-26 

+     5-98 

+    1-82 

7 

—   6-01 

+  0-15 

-   26-67 

—    36-89 

-     7-19 

- 11-30 

8 

-    6-01 

+  0-15 

-    30-74 

—   40-96 

-    12-28 

-  16-39 

+  48-07 

—   0-01 

—  1-18  ,  +002 

-r    81-80+     0-04 

+   32-92|  +    0-04  1 

:8 

+    6-01 

—  0-15 

+    10-22 

+     4-11 

1 

§   30. 


Einschalten  eineb  Funktsystems. 


12i* 


I 


Berechnung  der  abso 

luten  Glieder 

; 

Punkte 

a' 

Ji.n 

'■o 

IT 

1 

11' 

G 

88«3.V4-2"88   ' 

00  00'  00" 

88n:^5'42'88 

II 

0(XJ 

—  14-76 

1 

108  59  54-G9 

20   24  U4 

108  59  46-88 

+      7-81 

—    6-95 

2 

114  54  1702 

26    18  34 

114  54  16-8S 

-f     0-14 

-  14-»52 

3 

167  25  2812    ! 

78   49  41 

167  25  23-88 

1  4-      4-24 

-  10-52 

T 

4 

191  40  52-79 

103   04  26 

191  40  OS-88 

-f  4:i-9i 

+  29-15 

0 

208  09  39-49 

119   33  43 

208  09  25-88 

1-i-    13-61 

-    1-15 

6 

242  53  56-13 

154   17  56 

242  53  38-88 

;4-    17-25 

+    2-49 

7 

805  02  57-43 

216   26  55 

305  02  37-88 

|-f    19-55 

-    479 

8 

328  11  21  23 

239   35  12 

328  10  54-88 

l-r   2(;-:j5 

-  11  ry.) 

+  132-86     4-   U2 

I 

'--  i4-7t; 

1 

T    1 

2680  35' 42 -"ö8 

2370  16'  03" 

268036' 12 -"87 

—  29-99 

-  20-56 

9 

31  20  09-87 

0   00  OO 

31  20  09-87 

0-00 

-f    9-43 

10 

75  13  1214 

43   53  02 

75  13  11-87 

~   0-27 

-f-    9-70 

G 

11 

115  59  2805 

84   39  ly 

115  59  27-87 

-f    0-18 

+   9-61  : 

9 

20O  11  33-11 

168   51  14 

200  11  23-87 

+   9-24 

+ 18-67  1 

6 

254  15  45-00 

222   55  48 

254  15  57-87 

-  12-87 

-   3-44 

7 

285  05  48-52 

253   45  5() 

2S5  U6  05.87 

-  17-35 

—    7-92  1 

8 

291  46  30  97 

260   26  46 

291  46  55-87 

-  24-90 

-  15-47 

-  7ö-4i      -T-    U(i2  ;| 

-    9-43 

1 

Normalgleichungen    und    deren    Reduzierungen    samt 
gliedern: 

^13710(5x-i^     4991d//i —    5  122(J.t-.—         84d//,.  —  4  042  =  0 
-f  19161         —       993        —         19        —      68 
^36454        —    9782         ^4130 
-rl4959         4-1544         ; 

-f  17  344()</i  4-    2  858  da;.  +         lld//j-|- 1404=0* 
—  34540        —    9813        4-2620 
+  14959        +1519 


s 

ummen 

■    9453 

25  058 

26  673 

6  618 

21  617 

30  205 
6  676 


34  070(JiC2—    9  815(J«/s 
—  14959 


Ergebnisse: 


2389  =  0  —26  643 

■1518  —     6  662 

l2131(J</2  — 2  206  =  0|  — 14  337 


=  —  12  294-22 


7    (  =c,  = 

[    //i=  — 37  347-93 

j  x.i  =  ^  12  399-36 

—  33  060-44 


[   //.-  = 


öXi  =  —  0-27 
ÖJji  =  —  006 

öy-j  =  —  01« 


A',  =  —  12  294-49 
]',  =  —  37  347-99 
A'i  =  +  12  399-24 
y..=  — 33  060-62, 


W  eil  ige  h,  Atisgleichiingsrecbnung  U. 


130 


Mittlerer  Entfernungsfehler. 


§   31. 


1091-51 
Tt  —  6 


+  9-"9Ü. 


Der  Nenner  ist  17  —  G,  weil  17  gemessene  Richtungen  und  6  Un- 
bekannte, nämlich  die  4  Koordiuatenverbesserungen  und  die  2  eli- 
minierten Richtungskorrektionen,  vorhanden  sind. 


§  31.  Mittlerer  Entfernungsfehler. 

Ist  ds  eine  lineare  Funktion  von  Größen,  die  durch  vermittelnde 
Beobachtungen  gefunden  wurden,  z.  B. 

ÖS  =/i  dxi  -f /a  dy,  -f/g  ÖX2  -\-fi  dtjo,  (1) 

wobei  die  Größen  öx^,  öyi,  (5a?o,  öy^  durch  die  reduzierten  Fehler- 
gleichungen des  §  30  von  der  allgemeinen  Form 

a  öxi  -T  ^  ^!/i  -{-  (^  ^^2  -\~  d  dy.2  -j-  ?ü  =  v,  (2) 

worin  c  =  —  a  und  cZ  =  —  6  ist,  miteinander  verbunden  seien,  so  ist 
nach  §  51  des  I.  Bandes  die  Gewichtsreziproke  der  Funktion  d» 
gegeben  durch: 

2/1/3 


1 
G 


fl 
[aa.3] 


+ 


2/1/2 
[ab  .Z] 

fl 


[6  6.3] 


1 

! 

a  c  .'6 
2/./3 

6  c  .  3 
fl 

+ 
+ 


2/1/4 

[ad.Z] 

2/2/. 
[bd.Z] 

2/3/4 


+ 


[cd.  3] 
fl 


(3) 


'      [cc.3] 

'^'[dd.^ 
oder  in  der  abgekürzten  Form  nach  (15)  des  §  51,  I.  Band,   S.  196: 

(4) 


G       [a  a] 


[fz'^V-     ,      [/3-2]^     ,      [/4.3]^ 


[6  6.1]     '     [cc.2]     '     [dd.Z] 


Hierin  bedeutet: 
[/•!]=/ 
[/  .  2]  =/3 
[/  •  3]  =/4 


[ab] 


/ 


[aa\ 
[bcA] 
[66.1] 
[cd. 2] 
[cc.2] 


[/2 . 1] 


[/3.2]- 


[ac] 


[aa]^'- 
[6  d .  1] 
[66.1] 


[/s-l] 


[ad] 
[aa] 


/. 


Außer  der  Formel  (4)  kann  man  sich  auch  einer  anderen  Gewichts- 
formel bedienen,    welche  wie  folgt    erhalten  wird.    Schreibt  man  da» 
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System  (3)  mit  Bezug  auf  die  Beziehungen  (16)  des  §  47  im  I.  Bande 

S.   182: 

=  [^^\>        TTTTT-rr  =  f«/^l'      USW. 


[««.3] 


faA.3] 


in  der  Form: 

7-=/m/i  [««]  -r/.  Wß]  -rfs  [«rl  4-/4  [ccö])-^ 

h  [fi  W  ß]  +/2  [ß  ß]  -1-/3  [ß  y\  -tJ\  [ß  dJ}  4- 
Mfi  W?]  -[-/■  [ßr]  -r/3  [yv\  +fA  [rdj}  i- 

/W/i  [«ö]  4-/.  [/3  c)]  4-/^  [yd\  i-/,  [dd]} 

oder,  wenn  mau  die  Ausdrücke  in  den  geschlungenen  Klammern  der 
Reihe  nach  mit  </„  q^,  q^,  q^  bezeichnet,  übersichtlicher: 


Q  =/i  Hl  -T-f-2 %  -rfs  qs  +j',  74  =  [/«?]. 


(5) 


so  bestehen  die  in  der  Hammerschen  Schreibweise  (I.  Bd.,  S.  165) 
angesetzten  Beziehungen 

[a  a]  f/i  -r  [a  b]  q.  -f  [a  c]  q-,  -\-  [a  d]  7,  =/, 
[6  61  [^c]  [hd\      =i\ 


C^) 


wovon  -man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  für  q  die  obigen 
Klammerausdrücke  einsetzt.  Es  ist  z.  B. 

[et  o]  2i  —  [a  6]  r/o  ^  [a  c]  ^3  +  {a  d\  q^  = 

=  {[aa]  [ua]  -{-  [ab]  [aß]  -f  [ac]  [uy]  -  [ad]  [ad]}t\ 

^{[aa]  [aß]  -  [ab]  [ß ß]  -^  [ac]  [ßy]  -f-  [ad]  [ßd]}/, 

^{[aa]  [ay]  +  [ab]  [ß  y]  -f  [a  c]  [yy]  +  [ad]  [yd]}/^ 

-r  {[«  «]  [«  0]  +  [«  ^]  [/3  ö]  -  [a  c]  [7  ()J  -  [a  d]  [d  d]  )f„ 

woraus,   da  der  Faktor  von  /i  gleich  1  und  die  Faktoren  von  /»,  f\ 

und  f\  gleich  Null  sind,  die  erste  Gleichung  von  (6)  entsteht.  Da  das 

Sj^stem  (6)  die  Form   von  Normalgleichungen    hat,   so  kann   man  es 

auch  entsprechend  behandeln  und  erhält  nach  S.  169  des  I.  Bandes: 

[a  a]  f/i  4-      [a  b]  q^  -\-       [a  c]  73  -f-       [a  d]  q^  =/, 

[66.1]  «/a  -r  [6  c.  1]  r/3  -f"  [^^^-1]  H*  =  lA-'^] 
[cc.2]qs-{-[cd.2]q,=  [f,.2] 

[dd.S]qi=[f\.S]. 

Werden   hieraus  die  q  berechnet   und    sodann  in  (5)  eingesetzt, 
so  erhält  man  ebenfalls  die  Gewichtsreziproke. 
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Sind  nun  die  Koordinaten  der  Endpunkte  A,  B  einer  Strecke 
r,,  2/1,  beziehungsweise  x.^,  y.,,  so  ist  die  Entfernung  *  der  beiden 
Punkte  Ä,  B  bestimmt  aus 

^■^  =  (2/2  - y,)'  -r  (X-,  —  x,Y  =  (z/ yY  +  (^ a;)2. 

Durch  Differenziation  erhält  man: 

sda  =  —  (y.  —  ?/i) d?/i  -|-  (y.  —  y^)  dy.^  —  {x.  —  Xi)  öx^  +  {x^  —x^)  öx. 

oder 

^y  zJy  Jx  Jx 

OS  = ~  Oyi  -j oy.j  —  — •  oxi  -] ox., 

s  s  s  s 

oder  auch,  da  unter  Einführung  des  Südwinkels  6  der  Richtung  A  B, 

/ly        .  ,  /Ix 

— ^  =  sm  <?  und  —  =  cos  <5  ist, 

s  s 

ds  =  —  cos  6  dxi  —  sin  a  dy^  -}-  cos  6  dx.2  -\-  sin  6  dy._,.      (7) 

Rechnet  man  nach  (4)  oder  (5)  das  Gewicht  G  von  s,  so  ist, 
wenn  /uq  den  mittleren  Richtungsfehler  darstellt,  der  mittlere  Ent- 
fernungsfehler 

Zum  besseren  Verständnisse  dieser  Theorie  sei  ein  Beispiel  im 
Anschlüsse  an  die  Hansensche  Aufgabe  des  §  30  ausgeführt. 

Der  Südwinkel  von  T  nach  G  ist  aus  S.  129 :  0=^  88"  36',       :- 
6m  (j=  0-9997,    cos  ff  =  00244.     Mit   Benützung    der    Koordinatenver- 
besserungen der  Endpunkte  T  und  G  der  Seite  TG  =  s 


j  dx,  =  +  0-27  r  dx 

\dy,=-0'06  \öy: 


3  =  — 0-12 
=  —  0-18 


ergibt   sich  nach  Gleichung  (7)  die  Seitenverbesserung: 

ds  =  ^  0-06  — 0-19  =  — 0-13  V». 

Rechnet  man  zur  Probe  die  Entfernung  TG  zuerst  aus  den  vor- 
läufigen Koordinaten  und  sodann  aus  den  endgültigen  Koordinaten 
der  Endpunkte  T  und  G,  so  erhält  man: 

6-' =  4  288-78  w 
g  =  4  288-65  7>i 

ds  =^ —    0-13  7»  wie  oben. 

Um  das  Gewicht  von  -s  zu  berechnen,  benutze  man  die 
Gleichung  (7): 

ÖS  =  —  00244  6.1-1  —  0-9997  by^  -f-  0-0244  ö.Ta  -^  09997  öy.^ 
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und  erhält,  wenn  ds  in  Millimetern  und  die  Öj;  dij  in  Metern  gezählt 
werden : 

08=  —  24-4  öx\  —  99  9-7  dyy  -\-  244  öx^  +  999-7  dy^ 

oder  genau  genug: 

ÖS  =  —  21  dx\  —  1000  diji  -|-  24  öx..    [-  1000  di/o ; 

folglich  ist  nach  Gleichung  (1): 

/i  =  -  24,  /,  =  —  1000,  /3  =  4-  24,  /,  =  +  1000 

und  nach  Gleichung  (6)  mit  Bezug  auf  die  Normalgleichungen  S.  129: 

13710  (/!-}-    4991  r/o—    5122  73—         84  f/4  =  —       24 

+  19161       -^       993       —         19       =—1000 

+  36454       —    9782       =+       24 

+  14959       =  -f  1000. 

Die  Auflösung  gibt: 

(/,  =  +  0-0328,   (70=  — 0-0622,   73  =  + 00303,   g^^  = -j- 00867, 

folglich  ist  nach  Gleichung  (5): 

und  der  mittlere  Entfernungsfehler: 


H,  =  -^  =  9-96  Kl48-84  =  -M21-5 


mm. 


Yg 

Die  Entfernung  Td  ist  also  nach  der  Ausgleichung: 

5  =  4288-65 +  0-12  77}. 

C.  Netzausgleichung. 
§  32.  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen. 

In  einem  Dreiecksnetze  kommen  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  von  Bedingungsgleichungen  oder  Zwangsgleichungen 
vor:  Winkelgleichungen  und  Seitengleichungen.  (§62  des  1.  Bandes.) 

Die  Winkelbedingungsgleichungen,  Winkelsummengleichungen 
oder  kurz  „Winkelgleichungen",  sprechen  entweder  die  Bedingung 
aus,  daß  die  Summe  der  um  einen  Punkt  herumliegenden  Winkel 
gleich  3600  sein  muß  und  werden  dann  „Stationsgleichungen"  oder 
„Horizontgleichungen"  genannt,  oder  sie  drücken  die  Forderung  aus, 
daß  sämtliche  in  einem  geschlosseneu  Polj'gon  gemessenen  Innen- 
winkel der  von  der  Theorie  festgestellten  Winkelsumme  vermehrt  um 
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Fig.  23. 


den  sphärischen  Exzeß  gleich  kommen  muß;  sie  heißen  dann  be- 
ziehungsweise „Dreiecks-",  „Vierecks-"  oder  allgemein  „Polj'gon- 
gleichungen".  In  einem  vi-Ecke  muß  die  Summe  der  Innenwinkel, 
abgesehen  vom  sphärischen  Exzesse,  gleich  2n  —  4  Rechte  ausmachen. 
Die  Seitengleichungen,  auch  Sinusgleichungen  genannt, 
sorgen  dafür,  daß  alle  nach  einem  bestimmten  Zielpunkte  gerichteten 

Strahlen  auch  wirklich  in  diesem 
Punkte  sich  schneiden;  sie  bewirken, 
daß  nach  entsprechender  Verbesserung 
der  beobachteten  Richtungen  für  alle 
Dreiecksseiten  auf  jedem  beliebigen 
Rechnungswege  dieselben  Werte  er- 
halten werden. 

Soll  beispielsweise  in  D  (Fig.  23) 
kein  Fehlerdroieck  1,  2,  3  entstehen, 
sondern  alle  drei  Strahlen  J.Z>,  B  D, 
C  D  in  einem  und  demselben  Punkte  D  sich  schneiden,  so  müssen 
die  in  den  Standpunkten  Ä,  B,  C  gemessenen  Winkel  durch  Aus- 
ffleichunsr  so  ireändert  werden,  daß  für  die  Dreiecksseite  BD  aus  den 
Dreiecken  ABB,  ACD  und  B  CD  dieselbe  Länge  erhalten  wird. 

a)  Die  Winkelgleichungen. 

Die  bei  einer  Triaugulierung  hauptsächlich  vorkommenden  Poly- 
gone sind  Dreiecke.  Bezeichnet  man  die  wahren  Winkelweite  eines 
Dreieckes  mit  ^1,  B,  C,  die  gemessenen  Winkel  mit  u,  ß,  y,  die  Winkel- 
verbesserungen mit  Vcc,  vp  v„  und  den  sphärischen  Exzeß  mit  E,  so 
lautet  die  Dreiecksgleichung: 

A  +  B-rC=lSO^  +  E 
oder  a-\-  ß-^y-]-Vcc-\-v^^-\-v^=180<>i-E. 

Faßt  man  die  im  vorhinein  angebbaren  Größen  zusammen,  in- 
dem man  setzt: 


Fig.  24. 


a-^  ß-^y  —  (1800  _i_  ^^)  =  ^ü^ 

so  erhält  man  die  Dreiecksglei- 
chung in  der  Form: 

^a  +  Vß -I- ^Y -r  «t' =  0,     (1) 

wenn    „Winkelmessungen"    vor- 

^    ^  r.  liegen.  Hat  man  jedoch  gegensei- 

n  a'  c'  tige    „Richtungsbeobachtungen" 

angestellt,  so  treten  an  die  Stelle  der  Winkelwerte  die  entsprechen- 
den Richtungsunterschiede,  so  daß  man  hat  (Fig.  24): 
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a 


Ä  =  a'-^v'„-  (a    +  v':) 
=  C    -y-Vc  —  {c    +Vc). 

Die  Dreiecksgleichung  lautet  dann: 

(a'-«'')^-(i'-^  +  (c'-0  +  (l^;-0-l-(''•i-^'6)  +  (y:■— i'c)  =  180»+£; 

oder,  wenn  die  bekannten  Größen  wieder  vereinigt  und 

{a  —  a")  +  (?/  —  h")  +  (c'  —  c")  —  (1800  -  ^)  =  w 

gesetzt  wird,  die  Winkelgleichung  in  der  Form: 

v\,  —  v':,  +  v'b  —  vi  -f  v[  —  v'l  +  /ü  =  0.  (2 ) 

Bei    einer    Dreieckskette    (Fig.    25),    welche   durch    einfaches 
Aneinanderreihen   einzelner  Dreiecke    entsteht,    gibt  es    ebenso   viele 


5  iJ  6 

Winkelgleichungen  als  Dreiecke.  Bei  Dreiecksnetzen  aber  (Fig.  26), 
wo  Richtungsdurchkreuzungen  vorkommen,  können  mehr  Bedingungs- 
gleichungen  aufgestellt  werden,  als  überhaupt  notwendig  sind.  In 
diesem  Falle  ist  es  erforderlich,  nur  solche  Bedingungsgleichungen 
aufzustellen,  die  voneinander  unabhängig  sind,  so  daß  es  nicht  vor- 
kommen kann,  daß  eine  und  dieselbe  Bedingung  in  verschiedenen 
Gleichungen  enthalten  ist.  Es  kommt  also  zunächst  darauf  an,  die 
Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Winkelgleichungen  zu  be- 
stimmen. 

Bei  einem  «-Eck,  wo  alle  Eckpunkte  durch  gegenseitige  Richtuugs- 
messungen  zu  einer  geschlossenen  Figur  verbunden  sind,  geben  die 
Innenwinkel  eine  ganz  bestimmte  theoretische  Winkelsumme,  ein  be- 
stimmtes Vielfaches  von  180^,  weshalb  auch  nur  eine  einzige  Winkel- 
gleichung zustande  kommt.  Hiebei  ist  zu  bemerken,  daß  ein  Polygon 
nur  dann  zum  Schluß  gebracht  ist,  wenn  alle  ümfangsseiten,  die  bei 
einem  «-Eck  offenbar  in  der  gleichen  Anzahl  n  vorhanden  sein 
müssen,  gegenseitig,  d.  h.  hin  und  her,  beobachtet  sind,  und  daß 
einseitig  gemessene  Richtungen,  oder  nur  vorwärts  und  nur  rückwärts 
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eincresohnittene  Punkte  bei  der  Abzahlung  der  Winkelgleichungen 
nicht  mitzählen.  Sind  z.  B.  in  einem  Dreiecke  nur  auf  zwei  Eckpunkten 
Richtungen  beobachtet  worden,  so  erhält  man  nur  zwei  Winkel,  aber 
keine  Summenprobe,  also  auch  keine  Winkelgleichung.  Damit  eine 
geschlossene    Figur   zustande    komme,    sind    daher    in    einem    7J-Eck 

die  n  gegenseitig  beobachteten  Rich- 
tungen am  Polygonumfange  unbedingt 
erforderlich. 

Wird  nun  außer  den  n  unentbehr- 
lichen Seiten  noch  eine  überschüssige 
Linie,  z.  B.  die  Diagonale  3  —  ?i  in  Fig.  27 
gegenseitig  beobachtet,  wodurch  das 
Hauptpolygon  in  zwei  Teile  I  und  II 
zerfällt,  so  kann,  da  jedes  Teilpolygon 
für  sich  eine  geschlossene  Figur  bildet, 
deren  Innenwinkel  eine  ganz  bestimmte  theoretische  Winkelsumme 
geben  müssen,  auch  für  jedes  Teilpolygon  eine  Wlnkelgleichung  auf- 
gestellt werden.  Von  den  drei  nunmehr  vorhandenen  Winkelgleichungen 
sind  aber  nur  zwei  von  einander  unabhängig;  denn  da  die  Winkel- 
summe der  beiden  Teilpolygone  I  und  II  der  Winkelsumme  des 
Hauptpolygons  gleich  kommen  muß,  so  läßt  sich  die  Winkelsumme 
irgend  eines  der  drei  Polygone  aus  der  Summe  der  Winkel  der 
beiden  anderen  Polygone  durch  Subtraktion  beziehungsweise  Addition 
berechnen.  Das  Hinzutreten  der  einen  überschüssigen,  gegenseitig 
beobachteten  Richtung  zieht  daher  nur  eine  neue,  unabhängige  Winkel- 
gleichung mit  sich. 

Hat  man  nun  in  einem  Dreiecksnetze  m  überschüssige  Linien 
beiderseitig  beobachtet,  so  treten  zu  der  einen  Winkelgleichung  des 
Hauptpolygons  noch  //(  weitere  Winkelgleichungen  hinzu,  so  daß  zu- 
sammen Tr=/»-pl  unabhängige  Winkelgleichungen  aufgestellt  werden 
können.  Besteht  sohin  das  Dreieckssystem  aus  p  vor-  und  rückwärts 
eingeschnittenen  Punkten,  und  wurden  zwischen  denselben  7  Rich- 
tungen gegenseitig  gemessen,  wobei  l^})  ist,  so  ist  die  Anzahl  der 
überschüssigen  anrechenbaren  Richtungen  m  =  l — j)  und  die  Anzahl 
der  Winkelgleichungen 

W=l-p^\.  (1) 

Befinden  sich  unter  den  L  Verbindungslinien  des  ganzen  Netzes 
/'  nur  einseitig  gemessene  Linien,  so  ist  l=^L  —  l  und  die  Anzahl 
der  Winkelgleichungen 

ir'  =  (L-0-7?+l;  (2) 
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kommen  außerdem  unter  den  P  Punkten  des  ganzen  Netzes  />'  Punkte 
vor,  welche  nur  vorwärts  oder  nur  rückwärts  eingeschnitten  sind, 
so  ist  ;>  =  P — p    und 

ir"  =  (Z- /')-(/-- p')  +  i.  (3) 

Sind  in  dem  Dreiecksnetze  (Fig.  26)  mit  neun  Punkten  die 
Verbindungslinien  4  —  6  und  8  —  9  nur  einseitig,  alle  übrigen  aber 
gegenseitig  beobachtet  worden,  was  in  der  Zeichnung  durch  teilweise 
punktierte  und  durch  volle  Linien  zum  Ausdruck  gebracht  erscheint, 
so  ist  p  =  F=  9,  L  —  r  =  18  — 2=  16  und  11=  K;  —  9-y-  1  =  8.  Die 
acht  selbständigen  Winkelgleichungen   entsprechen  den  Dreiecken: 

12  3,    2  3  4,    3  4  5,    2  4  5,    4  5  7,    5  6  7,    6  7  8,    6  7  9. 


Fig.  ?8. 


b)  Die  Seitengleichungen. 

Die  Seitengleichungen  sprechen  die  Bedingung  aus,  daß  für  jede 
Dreiecksseite,  zu  welcher  man  durch  verschiedene  Reihen  von  Drei- 
ecken, also  auf  verschiedenen  Rechnungswegen  gelangen  kann,  immer 
derselbe  Wert  erhalten  werde.  Da  es  bei  einer  Dreieckskette  keine 
verschiedenen  Wege  zur  Berechnung  der  einzelnen  Dreiecksseiten  gibt, 
so  kommen  in  solchen  Dreieckssystemen  auch  keine  Seitengleichungen 
vor.  In  einem  Dreiecksnetze  hingegen  können  die  Seiten  durch  ver- 
schiedene Reihen  von  Dreiecken  erhalten  werden,  wie  dies  bereits 
im  §  62  des  I.  Bandes  bei  einem  Vierecke  mit  beiden  Diagonalen, 
der  einfachsten  Gestalt  eines  Dreiecksnetzes,  dargelegt  wurde. 

Die  Punkte  eines  Dreiecksnetzes^  welche  eine  Seitengleichung 
geben,  sind  in  der  Regel  dadurch  leicht  erkennbar,  daß  in  ihnen 
mehrere  Seiten  zusammenlaufen.  Solche  Punkte  werden  daher  Zentral- 
punkte genannt.  In  einem  Vierecke,  worin  alle  Seiten  und  Diagonalen 
gegenseitig  gemessen  sind,  ist  jeder  Eckpunkt  ein  Zentralpunkt  in 
bezug  auf  die  drei  übrigen  Eckpunkte  (Fig.  31);  in  einem  Polygon, 
dessen    Eckpunkte    mit    einem    außerhalb    oder   innerhalb    desselben 
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gelegenen  Punkte  0  durch  Kichtungsmessungen  verbunden  sind,  ist 
dieser  Punkt  0  der  ausgesprochene  Zeutralpunkt.  (Fig.  28.  2!t,  30). 
So  lauten  z.  B.  in  den  Figuren  28  und  29  die  Seitengleichuugen  in 
bezug  auf  den  Zeutralpunkt  0: 

sin  a   sin  ß  sin  y 


sin  a    sin  ß'  sin  y 

sin  a    sin  ß    sin  y     sin  ö    sin  £   sin  ^ 
sin  a    sin  ß'  sin  y    sin  d"   sin  s   sin  i,' 
Fig.  30. 

c  -^  D 


,  =  1 


=  1 


in  Fig.  28 


in  Fig.  29. 


Fig.  31. 


In    der   Figur  31  lautet    die    Seitengleichung  iu  bezug    auf  den 
Punkt  D: 

sin  ß   sin  {y  -\-y')  sin  a  

sin ß'  sin  {a  -f-  cc)  sin y 
Sind    in    dem    Vierecke   Fig.  32    nur  die  fünf  eingeschriebenen 
Winkel  gemessen,  so  lautet  die  Seitengleichung: 

Fig.  32. 
0 

r.- _C 


ß 


sin  {d  +  ci')  sin  {a   -^  ß' ^  ß")  sin  (ß"  -f  y)    _  ^ 
sin  {a  -j-  a"  -\-  ß')  sin  a"  sin  y 

Gefunden  wird  dieselbe  dadurch,    daß  man  die  Ansätze  für  die 
auf  zwei  Wegen  berechenbare  Seite  CD  gleich  setzt,  denn  es  ist 

^,  j^ .  p     sin  {ci  -\-  a  )  sin  ß       „  sincc  sin  ß 

Sin  (a  -\-  a   -\-  ß)  sm  y  sin  (a  -j-  ß  -f-  ß  )  sin  (p  -f  y) 

woraus    durch   Kürzung  mit  AB  sin  ß"  die    obige   Seitenbedingungs- 
gleichung hervorgeht.  Hiedurch  ist  gleichzeitig  gezeigt,  daß  das  Vier- 
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eck,  obwohl  in  keinem  der  vier  Dreiecke  nlle  drei  Winkel  gemessen 
wurden,  durcli  eine  einzige  Seitengleichung  ohne  Winkelgleichungen 
in  den  Winkelniessungi-n  kontrolliert  werden  kann.  Im  übrigen  sei 
mit  Bezug  auf  die  Aufstellung  der  Seitengleichungen  und  das  Linear- 
machen derselben  durch  Logarithmierung  auf  die  im  i;  (J2  des  I.  Ban- 
des gemachten  Erläuterungen  verwiesen. 

Um  den  Übergang  von  Wiukelmessungen  auf  liichtungsmes- 
sungen  zu  bewirken,  braucht  man  die  Winkel  nur  durch  die  Unter- 
schiede der  die  betreffenden  Winkel  bildenden  Richtungen  und  die 
Winkelverbesserungen  v  durch  die  Differenzen  der  betreffenden 
Richtungsverbesserungen  t)  zu  ersetzen.  Lautet  also  die  linear  ge- 
machte Bedingungsgleichung,  bezogen  auf  die  Winkel  (vgl.  Gleichung  6, 
§  G2  des  L  Bandes,  S.  243): 

«1  ^l  i-  «2  V.i  4-  ttg  rg  -| h  "'i  =  0, 

so  heißt  die  Bedinguugsgleichung,  bezogen  auf  die  Richtungen, 

«1  (»r  —  K)  +  «.'  (Oö'  —  O2)  +  «3  (0;'  —  Ü3)  H "-1  ==  0, 

oder  aufgelöst: 

«1  öi'  —  «1  ^i  -f  «2  Ö2  —  «2  Ö2  H h  *<^i  =  0- 

Aus  der  letzteren  Form  ist  ersichtlich,  daß  bei  Dreiecksnetz- 
ausgleichungen mit  gleichgewichtigen  Richtungen  die  algebraische 
Summe  aller  Koeffizienten  gleich  Null  sein  muß,  was  bei  der  Aus- 
gleichung mit  Winkeln  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht. 

Um  die  Anzahl  der  unabhängigen  Seitengleichungen  in  einem 
Dreiecksnetze  zu  ermitteln,  genügt  es,  die  Anzahl  von  Seiten  abzu- 
zählen, welche  entfernt  werden  müßten,  um  das  Dreiecksnetz  in  eine 
Dreieckskette  zu  verwandeln,  da  jede  zur  Bildung  einer  Kette  über- 
schüssige Seite  eine  Seitengleichung  gibt.  Um  aber  für  die  Anzahl  der 
Seitengleichungen  einen  Formelansatz  zu  erhalten,  hat  man  zunächst 
zu  beachten,  daß  in  einem  jeden  Dreiecksnetze  durch  eine  direkt  ge- 
messene Dreiecksseite  als  Grundlinie  oder  Basis  zwei  Punkte 
des  Netzes  bereits  gegenseitig  festgelegt  sind.  Jeder  weitere  Punkt 
verlangt  zu  seiner  Festlegung  die  Beobachtung  zweier  neuen  Rich- 
tungen, wobei  dieselben  aber  nur  einseitig  beobachtet  zu  sein 
brauchen.  Besitzt  das  Dreiecksnetz  im  Ganzen  P  Punkte,  so  erfor- 
dert die  Festlegung  der  mit  der  Basis  nicht  in  unmittelbarer  Ver- 
binduno- stehenden  P—2  Punkte  die  Anzahl  von  2  (P— 2)  Rieh- 
tungen.  Mit  Einschluß  der  Basis  sind  daher  zur  eindeutigen  Bestim- 
mung aller  F  Punkte  2  (P—  2)  —  1  =  2  P—  3  Linien  unbedingt  er- 
forderlich. Jede  überschüssig  gemessene  Linie  liefert  nun  eine  Seiten- 
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gleichung.  Ist  die  Anzahl  aller  im  Netze  gemessenen  Linien  L,  so 
sind  davon  L  —  (2  P — ;3)  überschüssig,  folglieh  ist 

S=L  —  2P-{-3  (4) 

die  Anzahl  der  Seitengleichungeu,  wobei  auch  die  einseitig  beob- 
achteten Richtungen  mitzählen.  Sind  aber  alle  Richtungen  beider- 
seitig gemessen  und  alle  Funkte  vor-  oder  rückwärts  eingeschnitten, 
so  daß  in  (3)  /'  =  0  und  p'  =  0  zu  setzen  ist  und  daher  (3)  die 
Form  (1)  annimmt,  so  entstehen  überdies  noch 

W=L  —  P^l  (5) 

Winkelgieichungeu  und  mau  hat  dann  im  ganzen 

W-}-S=2L—3P-{-A  (6) 

Bedingungsgleichungen. 

Es  ist  wichtig,  vor  jeder  Rechnung  über  die  Anzahl  der  unab- 
hängigen Winkel-  und  Seitengleichungen  sich  klar  zu  sein,  da  man 
sonst  einem  zweifachen  Fehler  ausgesetzt  ist,  indem  einerseits  not- 
wendige Bedingungen  übersehen,  anderseits  überflüssige  Bedingungen 
mitgeschleppt  werden  könnten.  „Die  Kenntnis  ihrer  Zahl  schützt  vor 
Auslassung  wie  vor  Wiederholung."  (Ausspruch  von  B  es  sei.) 

Als  ein  Beispiel  für  das  Aufsuchen  der  Bedingungsgleichungen 
durch  allmähliches  Aufbauen  des  Netzes  wählen  wir  das  Hauptnetz 
(Fig.  33)  der  Gradmessung  in  Ostpreußen  (ohne  die  kleinen  Dreiecke 
des  Basisnetzes):  Ausgehend  von  der  durch  ein  eigenes  Basisnetz  be- 
stimmten Grundlinie  „Galtgarben  =  Ga"  —  ..Condehnen^  C"  erscheint 
„Wildenhof  =  W",  da  im  Dreiecke  Ga  W  C  alle  drei  Winkel  ge- 
messen wurden,  durch  eine  Winkelmessung  überbestimmt;  dieses 
Dreieck  liefert  daher  die  erste  Winkelgleichung  Wi  =^  GaCW.  „Hafer- 
berg =i/"  ist  von  Ga,  C  und  7f'  aus  eingeschnitten,  daher  ist  eine 
Richtung  überflüssig,  woraus  die  Seitengleichung  3^  =  Ga  C  WH 
resultiert.  Da  aber  auf  //  auch  die  Richtungen  nach  Ga  und  C  über- 
flüssig sind  (wobei  die  einseitig  beobachtete  Richtung  WH  nicht 
mitzählt),  so  gibt  dieser  Umstand  eine  zweite  Winkelgleichung 
W^^GaCH.  Es  liefern  ferner  die  überschüssig  gemessenen  Winkel 
in  „Trunz  =  T":  W^  =  Ga  WT;  in  „Latten walde  =  La":  W^  =  GaCLa; 
in  „Legitten  =  Z.e</":  W^=CLaLcg;  in  „Gilge=öt":  W^  =  LaLegGi; 
in  „Kaileninken  =  X'':  Wt  =  La  Gi  K.  „Nidden  =  A^"  ist  von  vier 
Punkten  durch  äußere  Richtungen  und  die  nach  denselben  Punkten 
führenden  inneren  Richtungen  festgelegt,  wodurch  drei  Winkel- 
gleichungen :  Wg  =  Gi  La  N,  W^  =  K  La  iV,  Tl^o  =  Ga  La  N  und  zwei 
Seitengleichungen  S.  =  Ga  K  La  N,   S^  ==  GaC  Leg  Gi  La  N  entstehen. 
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Der  überschüssige  Winkel  in  „Algeberg  =  A"  gibt  Wii=KNA  und 
der  überschüssige  Winkel  in  „Lepaizi  =  Z/cy":  ]\\^  =  N  A  Lep.  Der 
„Kirchturm  ^=  Jvi"  von  Memel,  auf  welchem  selbst  keine  Beobach- 
tungen stattfanden  und  der  daher  bei  der  Zählung  der  Winkel- 
gleichungen nicht  mitwirkt,  wurde  durch  einfaches  Vorwärtsein- 
schneiden von  .V  und  Lcj)  aus  festgelegt  und  sodann   zur  schärfereu 

Fig.  33. 


Bestimmung  von   „Leuchtturm  =  Leu"   herangezogen,    wodurch   noch 
erhalten  werden:  Wi^  =  XLepLcu  und  Si  =  XLepKi Leu. 

Da  von  den  P=  li  Dreieckspunkten  für  die  Bestimmung  der 
Anzahl  der  Winkelgleichungen  der  Kirchturm,  nach  welchem  nur  ein- 
seitige Richtungen  genommen  wurden,  nicht  mitzählt,  so  ist  />  =  13, 
die  Anzahl  der  gegenseitig  gemessenen  Richtungen  /=25,  somit 
Tf'= /— 2>-y- 1  =  13.    Für   die  Bestimmung    der    Anzahl    der   Seiten- 
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Fig.  34. 


gleicbuniren  ist  P=  14,  L  =  2d  (auch  einseitig  gemessene  Richtungen), 
sohiu  6'=7y — 2P-\-3=^i,  übereinstimmend  mit  der  obigen  Auf- 
stellung. 

c)  Die  Basisgleiehungen. 

Hat  man  in  einem  Dreiecksnetze  zwei  Grundlinien  gemessen,  so 
soll  jede  Grundlinie,  aus  der  anderen  berechnet,  dieselbe  Länge  er- 
geben, welche  die  direkte  Messung 
geliefert  hat.  Diese  Forderung  ver- 
langt die  Erfüllung  einer  besonderen 
Bedingungsgleichung,  welche  Basis- 
gleichung genannt  wird. 

Sinda  und  6  (Fig.  34)  zwei  direkt 
gemessene  Grundlinien,  und  berechnet 
man  b  von  a  ausgehend  durch  Heran- 
ziehung des  dazwischenliegenden  Netz- 
teiles, so  soll,  wenn  die  Verhältnisse  der 
Fig.  34  vorliegen, der  aus  der  Gleichung 

„  ^,  sin  y       j  sin  ö  sin  y 

az=  B  C  -7—^  =  6  -^-r — r— ^ 

sin  a         sin  p  sin  a 

erhaltene  Wert   von  6  mit  dem  aus  der  Messung  hervorgegangenen 
Werte  vollkommen  übereinstimmen.  Die  zu  erfüllende  Basisgleichung 

lautet: 

a  sin  a  sin  ß 


=  1. 


(1) 


6  sin  y  sin  d 

Diese  Bedingungsgleichung  wird  aber  infolge  der  Beobachtungs- 
fehler keine  Befriedigung  finden,  wenn  an  Stelle  der  Werte  a,  h,  a, 
ß,  y,  d  die  beobachteten  Werte  a,  b',  a,  ß\  y,  ö'  eingeführt  werden. 
Sie  wird  aber  erfüllt  sein,  wenn  die  Beobachtungswerte  der  Reihe 
nach  um  die  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  v„,  v^,  Vi,  r«,  v^,  174 
geändert  werden.  Es  wird  daher  die  Gleichung  bestehen: 

{a  +  Vg)  sin  ja  -j-  Vj)  sin  jß'  +  v.^  ^  ^  2) 

(6'  +  Vb)  sin  {y  —  rg)  sin  {d'  -|-  ^"4) 

Um  diese  Gleichung  in  eine  lineare  Form  zu  bringen,  behandle 
man  sie  logarithmisch,  wobei  zu  beachten  ist,  daß,  nach  dem  Tay  1  orschen 
Satze  entwickelt, 


7       •     /   .  Jlcotga 
log  sin{cc  -\-  fj  =  log  sin  a  -\ '- — 1\ 


log  sin  u  -{-  nii  v^ 


31 


JT 


0-43429,  9  =  206265",  also   —  =  0-00000   21055    oder 

Sr 
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Q 


==2-105j  in  Einheiten  der  tJ.  DezinialstoUe  ist.  Die  Lüf,'arithmierung 


gibt  nun 

a  sin  a  sin  ß' 
^^^  b'  sin  y  sin  d'  ~  '"'  ''  "^  '"' ""'  " '"'  '''  "  '"'  '''  ~  '"  "  ^'^  =  " 

oder,  wenn  man  die  vor  Anstellung  der  Rechnung  bekannten  Grüßen 
zusammenfaßt  und  mit  n  bezeichnet, 

vii  Vi  -j-  »'l'  ^2  —  ''na  V3  —  Uli  ^4  -}- v„  —  Vb-\-n=0.        (3) 

In  dieser  Fehlergleiehung  kommen  Verbesserungen  von  Winkeln 
und  Seiten  vor,  deren  Ausgleichung  die  Kenntnis  oder  wenigstens 
eine  Schätzung  der  mittleren  Fehler  der  Winkel-  und  Basismessung 
voraussetzt.  Da  aber  eine  einwandfreie  Genauigkeitsschärzung,  wie 
Ilelmert  (1907)  in  seiner  „Ausgieichuugsrechnung"  S.  526  bemerkt, 
^schwer  in  ganz  befriedigender  Weise  zu  machen  ist,  so  unterläßt  man 
in  der  Regel  die  Verbesserung  der  Grundlinien,  was  um  so  zulässiger 
ist,  als  diese  Verbesserungen  wegen  der  großen  Genauigkeit  der 
Grundlinienmessung  doch  äußerst  gering  ausfallen  würde".  Setzt  man 
also  r„  =  Vb^O,  so  reduziert  sich  (3)  wie  folgt: 

iiti  Vi  -f  ?»2  ^2  —  W3  ^3  —  '»4  Vi-]- 11=  0.  (4) 

Kommen  im  Dreiecksnetze  s  Seiten  mit  unveränderlich  gege- 
benen Längen  vor,  so  bestehen  s — 1  derartige  Basisgleichungen. 

§  33.  Ausgleichung  eines  Vierecks. 

Als  Zahlenbeispiel  für  die  Ausgleichung  bedingter  Richtungs- 
messungen verwenden  wir  das  bereits  im  §  62  des  I.  Bandes  unter 
Zugrundelegung  von  Winkelmessungen  ausgeglichene  Viereck. 
(Fig.  35.)  Die  auf  allen  vier  Punkten  augestellten  Messungen  lieferten 
folgende  volle  Richtungssätze: 


A 


C 


(1)  =  113''46'2l''7  r     (4)  =  249"12' 19-"9 

(2)  =  108  04  420  B)     (5)  =  211    10  irS 
(3)=    69    12  19-9  [     (6)  =  187   25  509 

(7)=       70  25'49"2  [  (10)  =    95<'35'13''9 

(S)  =  288  04  42-0  D  '  (11)=    31   10  IfS 

(9)  =  275   35  20-4  (  (12)  =  293    46   191. 


Hiebei  stimmen  die  Richtungen  (3)  mit  (4),  (2)  mit  (8)  und  (5) 
mit  (11)  bis  auf  180*^  bloß  aus  dem  Grunde  vollkommen  überein, 
weil  dies  bei  der  beliebig  anzunehmenden  Anfangsrichtung  so  gewählt 
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worden  ist.  Daß  die  übrigen  Richtungen,  z.  B.  (ü)  mit  (7)  nicht  genau 
zusammenstimmen,  hat  in  den  unvermeidlichen  Beübachtungsfohleru 

seineu  Grund. 

Die  Summen  proben  der  vier  Dreiecke  sind: 


(2)  -  (3) 
(4) -(6) 

(7) -(8) 


:    38'^52'22"1 

:    61    46  29-0 

79   21  07-2 

179   59    58-3 
,o  =  —  l'-'7 


(1)_    (3)=    440  34'01''8 

(4)_    (5)=    38  02  08-1 

(11)  — (12)=    97   23  52-7 


(1)_    (2)=      5«41'39"7 

(8)—    (9)=-     12   29  21-6 

(10)  — (12)  =  161    48  54-8 


180   00  02-G 

2  ff/. 
•6 

(5)—    (6)=    23"44'20"9 
(7)—    (9)=    91    50  28  8 
(10)  — (11)=    64   25  02-1 


179    59   56-1 
iu  =  —  3-"9 


179    59   51-8 
10  =  —  8-"2. 


Bezeichnet  man  die  Richtungsverbesserungen  mit  i\  bis  f,2,  so 
entspringen  hieraus  mit  Ausscheidung  des  letzten  Dreiecks  folgende 
Winkelgleichungen : 

^^2  —  ■^3  +  "^4 -^  "^'6 -r  ^*7  —  i"s   —1-7  =  0 

^'l  —  "«3  +  ^4  —  "^5  +  "^'ll  —  '^\2  +  2-6  =  0 

Vi  — 1"2  4-^8  —  '^'9  -r  ■^10  —  ^12  —  3-9  =  0. 

Hiezu  kommt  die  auf  den  Zentralpunkt  D  bezogene  Seiten - 
gleichung,  welche  nach  §35  die  günstigste  der  Seitengleichungen  ist: 

sin  [(5)  —  («■)]  6m  [(!)  — (3)]  sin  [(8)  —  (9)]    ^  ^ 
sin  [(4)  -  (5)]  sin  [(1)  —  (2)]  sin  [(7)  —  (9)] 


oder 


sin  (23«  44'  2(r  9)  sin  (44"  34'  0 1"8)  sin  (12"  29'  2l"6) 
sin  (38"  02'  u8"l)  sin  (   5»  41'  39''7)  sin  (91»  5Ö'~2 8''8) 
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Die  entsprechende  Betlingun^^sgleiehung  er^'ibt  sicli   durch  Lo- 
garithmieruiio:  in  linearer  Form  wie  folort: 


log  du  (23044'  20''9)  =  9-6048  448 
„  „  (44  34  01-8)  =  9-8461  793 
,      ,    (12   2'J   21-6)  =9-3349  719 


log  Zähler  ==:  8-7^59  9 fJO 

(38«  02'  08''1)  =  9-789G  870 
(  5  41  39-7)  =  8-9966  072 
(91    50   28-8)  =  9-9997  757 


^  für  10"  = 


479 
214 
950 


-f    269 
+  2112 

—         7 


log  Nenner  =  8-7860  699 
w  =  log  Zähler  minus  log  Nenner  =  —  00000  739. 

Wie  aus  dem  bloßen  Anblick  der  in  Einheiten  der  7.  Dezi- 
male angesetzten  logarithmischen  Differenzen  ^  für  10"  zu  ersehen 
ist,  erscheinen  selbst  die  auf  1'  bezogenen  Differenzen  gegenüber 
den  Koeffizienten  der  Winkelgleichungen,  welche  durchaus  gleich 
1  sind,  zu  groß,  wodurch  die  weitere  Ziffernrechnung  unbequem 
ausfallen  würde.  Mau  setzt  daher  mit  praktischem  Vorteil  die  auf  l" 
reduzierten  Differenzen  in  Einheiten  der  C.  Dezimalstelle  an  und  er- 
hält so  die  Seitengieichung 

-}-  4-79  (^5  —  fß)  -i-  2-14  (i'i  —  rg)  4-  950  (r,  -  v,)  —  269  (r,  -  VrJ  — 
—  21-12  (i'i  — t'.)  4-007  (v-;  —  i-y)  — 73-9  =  0 

oder  nach  v^,  t'a,  1-3,  .  •  .  geordnet: 

—  18-98  fi  -f  21-12  Vs  —  ■2-14  1-3  —  2-69  (-4  -{-  7-48  Vj  —  4-79  v^  -p  U  07  177  -^ 

-{-  9-50  LS  —  9-57  rg  —  73*9  =  0. 

Hierin  muß  die  Summe  der  Koeffizienten,  wie  S.  139  bewiesen, 
gleich  Null  sein. 

Zusammenstellung    der    Koeffizienten    und    Absolutglieder    der    vier 

Bedingungsgleichungen. 


I 


"10 


^n 


ij 


w 


a  I— 18-98! -f  21-12  -  2-14;—  2-691+  7-48 

b      .    .    .    +    1      -1      ,-hl       ... 

^  +  1  I  ...  —1  !+i    —1 

d    +    i       —     1  ...' 


-  4-79  -f  0-07  +  9-50  -  9-57| 

-1     1+1      1-1        ■    ■ 


1 


1      '+1 


+  1 


.  .  -73-9 
.  .,-  1-7, 
-1:+  •->•&' 
-1—   3-9 


Damit  erhält  man  die  Normalgleichuugen  in  der  Hammer  sehen 
Schreibweise: 

Wellisch,  Äusgleiehunggrechnung  n.  »  10 
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1078-84 /r, 


15-93A-2  — 2701  A'3 
6-00       --    2-00 
6-00 


21-03^4  — 73-9 
2-00  —  1*7 
2-00  -f  2-6 
600      —    3-9 


+  5-7658  k.  -\-  2-3998  ks  —  1-6895  Ä'i  —  0-6088  =  0 
-1-5-3206       -]- 1-4723       -j- 07456 
+  5-5901       — 5-3405 
-}-  4-3217  ka  +  2-1756  A:^  -}-  0*9990  =  0 
+  5-0948      —5-5189 

+  3-9996  k^  —  6-0218  =  0 
Auflösung:  k^  =  —  0-059,  Ao  =  +  0-959,  A3  =  — 0'989.  A4  =  +  1-506. 

Daran  schließt  sich  die  Berechnung  der  Richtungs  verbesserungen 
V  im  Einklänge  mit  der  obigen  Koeffizientenzusammenstellung: 


Nr. 

Ä-j  a 

k,b 

i,c 

}.;d 

V 

Probe 

V  V 

'            1 

—  1-120 

-  0-989 

+  1-506 

-  0-603 

0-364 

2 

- 1-246 

+  0-959 

- 1-506 

+  0-699 

0000 

0-489 

i         3 

-  0-126 

-  0-959 

+  0-989 

—  0-096 

0-009 

4 

-0-159 

+  0-959 

-  0-989 

.... 

-  0  189 

0036 

5 

-  0-441 

.   . 

+  0-989 

. 

+  1-430 

-  0001 

2-045 

6 

-  0-283 

-  0-959 

• 

- 1-242 

1-543 

7 

+  0-004 

+  0  959 

+  0-963 

0-927 

8 

^  0-561 

-  0-959 

+ 1-506 

+ 1-108 

0000 

1-228   j 

9 

—  0-565 

.... 

. 

-  1-506 

-  2-071 

4-289 

10 

+  1-506  ' 

+  1-506 
—  0-989 

2-268 

11 

-  0-989 

0-000 

0-978 

12 

4-  0-9S9 

- 1-506 

-  0-.Ö17 

0-267 

1    ^^"^^    i 

—  0-001 

0-000 

0-000 

0-000  1 

- 

-  0-001 

14-443 

Die  ausgeglichenen  Riehtungen  sind: 

[1]  =  1130  46'  21''7  —  0''6  ^113046'  21-'l 

[2]  =  108   04   42-0-^0-7=108  04   427 

[3]=    69    12    19-9  — 0-1  =    69  12    198 

[4]  =  249    12    19-9-0-2  .-249  12    19-7 

[5]  =211    10   11-8  —  1-4=211  10    13-2 

[6]  =187   25    50-9  —  1-2=187  25   49-7 

[7]  =      7  25   49-2  ^  1-0  =      7  25   50-2 

[8]  =288   04   42-0  +  1-1=288  04   43-1 

[9]  =275    35    20-4  —  21  =275  35    18-3 
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[lOj  ^  95  35  13-9 +  1-5^  95  35  15-4 
[11]=  31  10  11-8  — 1-0=  31  10  10-8 
[12]  =293    46    191— 0-5=293    46   18-6. 

Die  ausgeglichencMi  Winkel  lauten: 

[2]—     [3]=    38<'52'22"9  [1]—     [3j  =    44"34'0l'3 

[4J  —     [6]  =    61    16    300  [4]  —     [6J  =    38   02   065 

[7]—     [8]  =    79    21    U7-1  [11]  — [12]=    97   23   52-2 


180   00   000 


IbU   OU   UO'O 


[1]—     [2]=       50  41'38''4 

[8]  —     [9]  =    12   29   24-8 

[10]  —  [12]  =  161    48    56-S 


[5]—    [6]=    23"44'23"5 

[7]—    [9]  =    91    50   31-9 

[10]  —  [11]  =    64    2.")    04-6 


180   00   00-0 

Prüfung  der  Seitengleichung: 

log  sin  {23^  44'  23''5)  =  9-6048  573 


180  00  00-0 


(44  34  01-3) 
(12  29  24-8) 


9-8461  782 
9-3350  023 


8-7860  378 


(38  02  06-5)=  9-7896  827 

(  5  41  38-4)  =  8-9965  795  "  8-7860  3 

(91    50   31-9)  =  9-9997  755    | 


I  t . 


Mit  den  ausgeglichenen  Winkeln  erhält  man,  ausgehend  von 
einer  Dreiecksseite  als  Basis,  alle  übrigen  Seiten  auf  allen  Wegen 
gleichlautend. 

Zur  Genauigkeitsbestimmung  berechnet  man  [vv]  =^  14-443  direkt 
und  zur  Probe  aus — \}cxc\.  Es  ist 

Ä"  IV  —  A-  VC 


-l-U-059 

—  73-9 

~1~ 

4-360 

—  0-959 

—    1-7 

1-630 

—  0-989 

+    2-6 

H- 

2-571 

4-  1-506 

—    3-9 

_!— 

5-873 

^14-434 


Der  mittlere  Fehler  einer  beobachteten  Richtung  ist  daher 


r 


Ur 


[VV] 


r 


14-43 


\        r  I  * 

und  der  mittlere  Fehler  eines  Winkels 


=  +  l-''90 


[l,c=^Lr^  2  =  4.2''69. 
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Überblickt  man  die  ausgegliclieuen  Richtungen,  so  findet  man, 
daß  die  einander  zugeordneten  Richtungen  im  Hin-  und  Hergange 
nicht  genau  um  180^^  verschieden  sind,  sondern  kleine  Differenzen 
aufweisen,  nämlich: 

[1]  =113<'46'2l''l  [2]  =  108*^  04' 42''7 

[12]  — 18Q"=113    46    18-()  [8]  —  180»=  IQH   04   43-1 

^=  -f-      2-5  z^=  —      0-4 

[3]=    69M2'l9-"8  \[^]=      T'2b'bO''Z 

[4]  — 180°=    69    12   19-7  [6j— 180«=       7   25   49*7 


^;=         4-      0-1  //=  -P      0-5 

[11]=    310  10'10''8  [iO]  =    95°35'l5-"4 

[5]  —180*^=    31    10    13-2  [9]  —180"=    95    35    18-3 

z/=  —      2-4  z/=  —       2-9. 

Man  kann  nun  die  Ausgleichung  von  vornherein  so  einrichten, 
daß  diese  Differenzen  gar  nicht  auftauchen,  und  zwar  dadurch,  daß 
man  die  von  den  orientierten  Richtungen  verlangten  Bedingungen 
direkt  einführt.  In  unserem  Beispiele  lauten  diese  „Richtungsbe- 
dingungen" wie  folgt: 

0  =  Vi  —  Vi2  +  2-"6 


0  —  i'a 

^8 

0  —  ^3 

^i 

0  — «5 

^11 

O  —  Ve- 

V,   +1''7 

0  —  Vq- 

^"lo  +  6-5 

Mit  der  Erfüllung  dieser  „Richtungsgleichungen"  sind  zugleich 
auch  die  Winkelgleichungen  befriedigt  (indem  z.  B.  die  zweite  weniger 
der  dritten  und  fünften  Richtungsgleichung  die  erste  Winkelgleichung, 
S.  144,  gibt).  Legt  man  nun  der  Ausgleichung  eine  Seitengleichung 
und  die  sechs  Richtungsgleichungen  zugrunde,  so  ist  man  hiedurch 
nicht  nur  von  der  Wahl  der  drei  Gleichungen  unter  den  vier  gleich- 
berechtigten Winkelgleichungen  enthoben  (vgl.  Anmerkung  S.  158), 
sondern  es  gestaltet  sich  auch  infolge  des  einfacheren  Baues  der 
Richtungsgleichungen  die  ganze  Rechnung  wesentlich  bequemer 
und  kürzer,  weil  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  durch  bloße 
Substitution  der  aus  den  sechs  letzten  Normalgleichungen  hervor- 
gehenden Werte  ä^  bis  /c,  in  die  erste  Normalgleichung  leicht  erfolgen 
kann,  wie  nachstehend  gezeigt  werden  soll. 
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Zusammenstellung    der  Koeffizienten    und   Absolutglieder   der  7  Be- 

dingun^^sfrleichunfren. 


1 

Il 

»2 

"3 

^x 

r., 

«^           V-      ,      r, 

t-o 

«ig 

«11 

• 

«12     1        " 

a 
b 
c 
d 

e 

-  18-98 

+  1 

+  21-12 

—  2-14 

-  2-69  +  7-48 

—  4-79 

+  007 

4-9-50 
—  1 

-9-57 

•        • 

-1 

il 

7  •■'! 

1    ,      lu 
U 
.    .        (J 
.    .       0 

,       17 

+  1       -1 

4-  1 

.   .   . 

.   .    . 

+  1 

-1 

.    .    . 

+  1 

-1 

q 

...               t.  ."• 

Normalgleichungen : 

1078-84  i-,  —  18-98  ij  4-  11-62  h^  +  0-55  h^  4-  748  Aj 

-r    2-00 

4-    2-00 

4-2-00 

4-200  . 


4-86  K  -  9-57  i--  —  73-9  =  0 


-     2-6 


Korrelaten; 


+  2-00 -;-    1-7 

+  2-00     +   6-5 


^1  =       13-9925   :    745*48  =  — 0*01877 
Ä:2=+     9-49    /.'i  —    1-3    =—1122 
k^  =  —    5-81    A'i  =  —  0-109 

Är4  =  —  0-275  A-i 
Ä-5=—  3-74  A-, 
Ä:gr=-f    2-43    A-, - 


4-785  A, 


=  —  0-005 
=  —  0-070 
0-85  =  —  0-804 
3-25  =  —  3160. 


Richtungsverbesserungen  und  ausgeglich 

ene  Richtungen. 

Xr.      ^'i  o,           Ti^  b           k^  c 

il           ! 

l■^d 

^-5^ 

hf 

k-.9 

o 

V  V             Ausgegl. 

Richtangen    i 

1 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

—  0-356 
+  0-396 
-0-040 

—  0-050 
+  0-140 
-0-090 
+  0-001 
+  0-178 
-0-180 

— 1-122 

-  0-109 

■    ■ 

. 

.    .    1-1-478 
-r  0-287 

2-184 
0-082 
0002 
0-002: 
0005  j 
0-799 
0-648 
0-082 1 
11-156 
9-986 
0-005 

113*'46'20"2 
108  04  42-3  ! 

69  12  19-9 
249  12  19-9  ; 
211  10  11-9  1 
187  25  50  0 
7  25  50-0 
2S8  04  42-3 
275  35  17  1 

95  35  17-1  ! 

.31  10  lin 

-0-005 
+  0-005 

-  0-070 

■ 

-0-804 
+  0-804 

-  3160 
4-3-160 

-0-045 

-  0045 
+  0070 

-  0-894 
4  0-805 
4  0-287 

-  3-340 
+  3-160 
-i-  0070 

-  1-1-22 

+  0-109 

. 

-t-  0-070 

.    .    . 

. 

.    .    . 

•    1   ■    ■    • 

•             ■ 

-1122    .    .    . 

1259    2!»3  4r.  -20-2  | 

—  0001 

0-000 

0000 

(»-00*.» 

0-000 

0-000| 

0000 

—  U-001 

26210 

J 

150 


Ausgleichung  eines  Fünfecks. 


§   34. 


Vergleicht  man  jetzt  die  ausgeglichenen  Richtungen,  so  sieht 
man,  daß  zwischen  den  zugeordneten  Richtungen  im  Hin-  und  Her- 
gange  vollkommene  Übereinstimmung  stattfindet. 

Mittlerer  Fehler  einer  Richtungsbeobachtung 


».• 


Ausgeglichene  Winkel : 

[2]—  [3]=  380  52'22"4 
[i]  —  [6]  =  61  46  29-9 
[7]  —    [8]  =7921   07-7 


180   00   000 

[1]_     [2]=       5M1'37''9 

[8]  —    [9]  =    12   29   25-2 

[lOj  —  [12]  =161    48   56-9 


180   00   00-0 


26-210 

=  ±l-"93. 

[1]  —     [3]  —    440  34'00-"3 

4]  —     [.'S]  =    38   02   08-0 

[11]   —  [12]  —    97   23   51-7 

180   00    00-0 

[3]  —     [6]  —    23"44'21''9 

[7]  —     [9]  —    91    50   32-9 

[10]  —  [11]  —    64   25   05-2 

180   00   00-0. 

§  34.  Ausgleichung  eines  Fünfecks. 

K.  F.  Gauß  hat  bei  der  hannoverschen  Gradmessung  (Supplem. 
theor.    comb.  1826)    folgende,  auf  den  einzelnen  Stationen  unter  sich 

Fig.  36. 

Wi 


bereits  ausgeglichene  Ergebnisse  erhalten,  deren  Angaben  als  un- 
mittelbare Richtungsbeobachtungen  zu  betrachten  sind,  die  sich  auf 
die  mit  den  Meridianlinien  der  Stationen  zusammenfallenden  Null- 
richtungen beziehen  und  daher  die  Richtungswinkel  der  betreffenden 
Visuren  näherungsweise  bezeichnen  (Fig.  36) 
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lül 


Station  Falkenborg  =  i^. 
ü.  Wilsede    ....   187"47' 30"311 

1.  Wulfsode    .  .  .  225  09  39-676 

2.  llauselberg  .  .  26ti   13  56-239 

3.  Breithorn    .  .   .  274    U  43634 

Station  Breithorn  =  ß. 

4.  Falkeuberg   .  .     94033' 40''755 

5.  Hauselberg   .  .   122  51   23*054 


6.  Wilsede 


150  18  35-100 


Station  IIauselberg= //. 
7.  Falkenber^'.  .     86»  29' 06*^72 
s.   Wilsede  .       .   .    I.'i4   37   09-624 
9.   Wulf.sodc  189    02    56-376 

10.  Breithorn    .  .  302   47   37732 

Station  Wulfsode       Wu. 

11.  Hauselberi,'    .       9"05' 36*593 

12.  Falkenberg    .     45   27  33-656 

13.  Wilsede     ...   118  44   13159 


Station  Wilsede=MV. 

14.  Falkenberg.      .  .       70  51'0l"027 

15.  Wulfsode 298   29   49519 

16.  Breithorn     ...  330  03  07392 

17.  Hauselberor    ...  334  25  26-746. 

Als  Basis  dient  die  Seite  zwischen  den  Stationen  Wilsede  und 
Wulfsode  von  22877-94  m  Länge. 

Mit  den  obigen  Beobachtungen  lassen  sich  im  ganzen  7  Dreiecke 
bilden,  aber  davon  sind  nur  5  von  einander  unabhängig,  und  zwar 
wurden  von  Gauß  folgende  Dreiecke  gewählt: 

IF  ..      .        80  00'47"395 -7-    (3j  —    (2) 

I    'ß   .   .      .      28    17   42-299+    (5)—    (4) 

li/  ....    143    41    29140  — 


17)  -  (10) 


180« 


Summe  ^179   59   08834 
-  Exzeß  =  180  00  00*202 


Widerspruch  Wi  = 


II 


iF  . 
H  . 
Wu 


—  1-368 

41"  04'  16''563  -\-    (2)-      (1) 

102   33    49-504—     (9)—    (7) 

36    21    56-963  -  (12)  — (11) 


180   00   03030 
180   00  Ol -2.') 7 


III 


(F  . 
E  . 


«■^  =  —  1  77;j 

78"26'25'928-i-  (2)—  (0) 
68  08  02-752  —  (8)  -  (7) 
.^3  25  34-281  —  (14)  — (17) 


180  00  02961 
180  00  01-9H' 


Jt-,  = 


1-042 
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IV 


iB  .   . 

.   270  27' 12''046  +  (6)  — 

-  (5) 

H  .  . 

.  148  10  28-108 +  (10)  — 

-  (8) 

117  . 

4  22  19-354  4- (17)  — 

179  59  59508 

180  00  00-321 

tc^—    —0-813 

■(IG) 

iH.  : 

.   340  25'46''752-f  (9) - 

-  (8) 

Wii  . 

.  109  38  36-566 --(13)- 

-(11) 

Wi  . 

.  .   35  55  37-227  +  (17)  - 

(15) 

180  00  00-545 

180  00  01-295 

'W5  —  —  0750. 

Bezeichnet  man  die  den  Richtungen  0,  1,2,...  zukommenden 
Verbesserungen,  wie  bereits  oben  angedeutet,  mit  (0),  (1),  (2),  .  .  ., 
so  erhält  man  folgende  5  Winkelgleichungen: 

—  (2) +(3)—  (4)+  (5)+  (7) -(10) -1-368  =  0 
-(l)  +  (2)—  (7)+  (9)  — (11) +  (12) +  1-773  =  0 
-(0)^(2)-    (7)+    (8) +  (14) -(17) +  1-042  =  0 

—  (5) +  (6)—    (8) +  (10)  — (16)        (17)  — 0-813  =  0 

—  (8)  -f  (9)  -  (11)  +  (13)  -  (1  5)  -  (17)  -  0-750  =  0. 

Da  die  Summe  der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungs- 
gleichungen 

Tr+Ä=2Z  —  3P+4  =  2. 9  —  3.54-4  =  7 

und  Tr=5ist,  so  muß  S--^2  sein,  d.  h.  von  den  8  im  Dreiecksnetze 
aufstellbaren  Seitenj/leichungen  sind  nur  2  voneinander  unabhängig. 
Die  von  Gauß  gewählten  Seitengleichungen  sind: 

II  Wi    IIB      HF        dn  (HB  Wi)  sin  [H F B)  sin  (H  WiF) 


EB     HF    HWi 
HWu    HF    HWi 


sin  (B  Wi  H)  sin  (F  B  H)  sin  ( Wi  F  H) 
sin  ( Wu  FH]  sin  (H  Wi F)  sin  (HWu  Wi) 


HF    H  Wi  HWu      sin  {H  Wu  F)  dn  ( WiF  H)  sin  ( Wu  Wi  H) 


=  1 


oder  logarithmiert  und  in  Einheiten  der  siebenten  Logarithmenstelle 
ausgedrückt: 

+  4-3  (0)  — 153-9(2)  + 149-6  (3) —  39-1    (4)  — 796    (5)  +  40-5  (6)  + 

+  31-9  (14)  -t-  275-4  (16)  —  307-3  (17)  +  25  =  0 

—  4-3(0)-    24-2(1)+    19-9(2)-;-36-l(ll)  — 28-6(12)  — 7-5(13)  + 

+  31-9(14)+    29-1(15)—    61-0(17)    —3  =  0 
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Vergleicht  man  die  Winkelgleichungen  mit  den  Seitengleichungen, 
so  bemerkt  man,  daß  die  Koeffizienten  der  ersteren  um  vieles  kleiner 
sind  als  die  der  Seitengleichungeu.  Wollte  man  in  dieser  Form  alle 
Bedingungsgleichungeii  zur  l^ildung  der  Normalgleichungen  für  die 
Korrelaten  heranziehen,  so  würden  die  Korrelaten  zu  ungleiche  Werte 
ergeben.  Damit  dies  nicht  eintrete,  kann  man  die  Seitengleichungeu 
durch  eine  einfache  konstante  Zahl  dividieren  oder  die  Winkel- 
gleichungen mit  einer  Konstanten  multiplizieren.  Multipliziert  man 
die  letzteren  mit  100,  so  erhält  man  folgende,  von  Helmert  an  zwei 
Stellen  verbesserte  Normalgleichungen: 
+  60000  i-i  —20000  Ä2  —  200(  K)  A-j  —  20000  k^+         0  /j  +  1 8480  X"«  —  1990  -t^  — 136-8  =  0 


+60000     +20000 +20(J00 

-  15390 

—  2060 

+177-3 

+60000     —20000     —20000 

+  18100 

+10850 

+  l(»4-2 

+60000     +2001)0 

—  4G260 

-  6100 

-  Hl-3 

+60000 

-  30730 

—13370 

-  75-0 

+226884 

+  16719 

+  25-0 

+  87G3 

-    3-0 

Die  reduzierten  Normalgleichungen 

lauten: 

«■j                       />*2                           A'j                        K^                          «j 

h 

*7 

1      —  0-38333  —  0-33333  —  033333 +  0-30800  —  003317  —  0UO228<J  =  0 

1      +  0-25000  —  012500  +  037500  —  017306  -  0-()5106  +  0002469  =  0 

1       -  0-50UU0  -  0-50000  +  0-53136  +  0-21736  -  0-000514  =  0 

1       +  0-25000  -  0-69925  —  0-04173  —  0002440  =  0 

1       -  0  18646  -  0-17328  -  0002325  ^  0 

1      +  0-04716  -  0000<J45  ^  Ü 

1       —  0  005491  --^  0. 

Die  Auflösung  gibt: 

/Ci  = -1-0-00225  A-5  =  4- 0-00324 

Ä\.=— 0-00344  Ä:c  =  — 0-00021 

/Cg  =  -f  000088  A-:  =  —  0-00549. 

A-^  =  -t- 0-00171 
Diese  Werte,   in  die  Korrelatengleichungeu  eingesetzt,    ergeben 
z.  B.  für  die  Station  Falkenberg  folgende  Richtungsverbessorungen: 

(0)  =  —  100  A-3  4-  4-3 A-  6  +  4-3  A-7  =  —  0-"065 

(1)  =  —  100  Ao  —  24-2  A7  =  —  0-"213 

(2)  =  — 100 A-,  +  looAo  -I-  iooA-3  —  153-9A6  --  ig-gA,  =  —  o-'ssa 

(3)  =4-100  Ai  J-  1 49-6  A,;  =  -i-  0"193 
und  weiterhin: 

(4)  =  — 0''233  (9)::^_0''021  (14)  = -f  0-256 

(5)  =  4- 0-070  (10)  =--0-053  (15)= -0-164 
(6)= -1-0-163                        (11)  =  + 0-219  (16)  =  — 0-230 

(7)  =  -^0-481  (12)  =  — 0-502  (17)  =  — 0-138. 

(8)  =  — 0-407  (13)  =  +  0-282 
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[t.i-]=:  1-2303,     (1=  I 


1-2303 


=  +  0''419. 


Mit  den  verbesserten  Richtungswinkeln  ergeben  sich  schließlich 
die  acht  widerspruchsfreien  Dreiecksseiten,  deren  Logarithmen  wie 
folgt  lauten: 

%i^  Tr/=  4-557  4997  locj  H  Wi.=  4l-'o81  0262 

loc/FWu  =  4-547  4352  /o</// 11«  =  4-375  5218 

log  FE  =  4-330  9672  log  B  Wi=  4-639  3859 

log  FB  =4-427  5949  log  B H  =3-799  4480. 


Fiff.  37. 


§  35.  Die  günstigste  Seitengleichung  bei  einem  Viereck. 

Behufs  bequemer  Aufsuchung  und  Aufstellung  der  Seitenglei- 
chungen eines  Dreiecksnetzes  betrachtet  man  solche  Netzteile  desselben, 
welche    erstens  nur  eine  einzige  überschüssige  Linie  enthalten,    also 

nur  eine  einzige  unabhängige  Seiteu- 
gleichung zu  erfüllen  haben,  und 
welche  zweitens  mindestens  einen 
Punkt  enthalten,  der  mit  den  übrigen 
Punkten  des  in  Betracht  gezogenen 
Netzteiles  durch  Linien  verbunden  ist. 
Ein  solches  System  von  Dreiecken 
nennt  man  ein  Zentralsystem  und 
die  gemeinsame  Spitze  desselben  heißt 
der  Zentr alpunkt. 

In  einem  Vierecke  mit  beobach- 
teten Diagonalen  gilt  jeder  der  vier 
Eckpunkte  als  Zentralpunkt.  Es  kann 
aber  auch  der  Schnittpunkt  zweier 
gegenüberliegender  Vierecksseiten, 
deren  es  zwei  gibt,  Si  und  ^2  i^ 
Fig.  37,  sowie  der  Schnittpunkt  S^  der  beiden  Diagonalen  als  Zentral- 
punkt gewählt  werden,  so  daß  man  in  einem  Vierecke  mit  Diagonal- 
schnitt im  Inneren  desselben  im  ganzen  7  Formen  von  Seitengleichungen, 
und  zwar  die  auf  die  4  Eckpunkte  bezogenen  4  Formen  mit  6  Gliedern 
und  die  übrigen  3  Formen  mit  8  Gliedern  aufstellen  kann.  Es  ent- 
sprechen z.  B.  den  Zentralpunkten  J.  und /6'3  folgende  Seitengleichungen: 

AB  AC  AD       «2n(5)6-{?i(7-f  8)mi(3) 


s. 


.-1: 


S. 


AC  AD  AB       6-m(3  +  4)stn(6)sm(8) 

S3A   S^B   S^  C   SsD      sin  (1)  sin  (3)  sin  (ö)  sin  (7) 

>%  B  '  63  C  '  SsD'  63  A  ^  sin  (2)  sin  (4)  sin  (6)  sin  (8) 
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lu  der  ursprünglichen  Form,  in  der  sie  die  Seitenbedingungen 
in  vollkommener  Strenge  zum  Ausdruck  bringon,  sind  alle  Seiten- 
gleichungen auch  gleichwertig,  denn  es  liegt  kein  Grund  vor,  einer 
vor  den  anderen  einen  Vorzug  einzuräumen.  Sobald  man  aber  die 
Seitengleichungen  durch  Logarithmieren  umbildet  und  durch  Ent- 
nahme der  logarithmischen  Differenzen  der  Sinus  für  1"  aus  den 
Logarithmentafeln  in  linearer  Form  in  Rechnung  stellt,  können  die 
einzuführenden  Bedingungen  mit  verschiedener  Schärfe  dargestellt 
werden,  da  nunmehr  die  Seitengleichungen  nicht  in  ihrer  ursprüng- 
lich exakten  Form,  sondern  mit  einer  gewissen  Näherung  zur  An- 
wendung gelangen;  es  ist  dann  nicht  mehr  gleichgültig,  welche  von 
ihnen  zur  Auswahl  kommen. 

Da  man  die  Seitengleichungen  in  einem  Dreiecksnetze  in  den 
meisten  Fällen  auf  ein  Viereck  beziehen  kann,  so  sei  die  Aufstellung 
der  Regeln,  nach  welchen  die  günstigste  Seitengleichung  aufgesucht 
wird,   für  das  Viereck  durchgeführt. 

Zunächst  sei  bemerkt,  daß  den  achtgliedrigen  Seitengleichungen, 
auf  die  zum  ersten  Male  Jordan  (18sp)  hingewiesen  hat,  trotz  ihrer 
etwas  größeren  Schärfe  in  der  Zahlenrechnung  die  sechsgliedrigen 
Gleichungen  in  der  Praxis  vorzuziehen  sind,  weil  sie  bedeutend  weniger 
Arbeit  verursachen.  Von  den  gleichberechtigten  4  sechsgliedrigen  Seiten- 
gleichungen aber  bietet  jede  dieselbe  numerische  Rechenarbeit,  und 
wenn  alle  Beobachtungen  fehlerfrei  wären,  so  müßte  es  auch  einerlei  sein, 
welche  Seitengleichung  gewählt  wird.  Bei  fehlerhaften  Beobachtungen 
ist  es  jedoch  nicht  gleichgültig,  welche  Seitengleichung  eingestellt  wird. 

Die  günstigste  Seitengleichung  ist  entschieden  diejenige,  welche 
die  spitzesten  Winkel  enthält,  weil  darin  die  Wiukeländerungen  von 
den  Sinusfunktionen  am  schäi'fsten  empfunden  werden.  Seyfert  gibt 
hiefür  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  1»94,  S.  379  folgende 
recht  verständliche  Erklärung:  ,Die  als  Maßstab  der  Verteilung  die- 
nenden logarithmischen  Differenzen  d  sind  selbst  mit  Fehk-rn  behaftet, 
welche  bis  zur  halben  Einheit  der  letzten  logarithmischen  Stelle  gehen 
können.    Der    größte  Fehler,   der  demnach  bei  Verteilung  des  Wid^^r- 

Spruchs  11   gemacht  werden  kann,  ist  +  -7-77  •    Hieraus    geht    hervor, 

daß  die  Seitengleichungen  mit  kleineren  Winkeln  eine  genauere  Ver- 
teilung der  Widersprüche  gestatten,  als  die  mit  größeren,  da  den 
kleineren  Winkeln  ein  größeres  d  entspricht  und  umgekehrt. "' 

Wie  die  günstigste  Seitengleichung  erkannt  wird,  hat  General 
Zaohariae  in  der  „Dänischen  Gradmessung"  in  folgender  Weise  ange- 
geben : 


1  JÜ 
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Aus  der  Seitengleichung  für  den  Zentralpunkt  A  ist  zu  ersehen, 
daß  für  eine  seehsgliedrige  Seitengleichung  nur  fünf  gemessene 
Winkel  notwendig  sind,  da  der  sechste  darin  enthaltene  Winkel  durch 
die  betreffende  Summenprobe  erhalten  wird.  Wenn  z.  B.  die  fünf 
Winkel  (3),  (4),  (h),  (7),  (8)  gemessen  sind  (Fig.  38),  so  lautet  die 
Seitengleichung  für  den  Zentralpunkt  -^1: 

sin  (4  -f  6  +  7)  sin  (7  ^-  8)  sin  (3)  _ 
sin  (3-1-4)  sin  (6)  sin  (8)     ~  ' 

sind  aber  die  fünf  Winkel  (1),  (2),  (5),  (6),  (8)  gemessen  worden,  so 


hat  man 


sin  (1  +  2  +  8)  6m  (5)  sin  (1  +  6) 


sin  (6)  sin  (8)  sin  (2  -|-  5) 

Diese  Seitenbedingungsgleichung    wird    aber  infolge   der  Beob- 
achtungsfehler  im    allgemeinen    nicht    erfüllt    sein,  was  geometrisch 

Fig.  38. 


dadurch  zum  Ausdruck  kommt,  daß  an  irgend  einer  Ecke,  z.  B.  bei  D, 
ein  fehlerzeigendes  Dreieck  -Dj  Do  D^  entsteht,  und  analytisch  da- 
durch ausgedrückt  wird,  daß  das  obige  Sinusverhältnis  nicht  der 
Einheit  gleichkommt,  so  daß  mit  Hinweis  auf  die  Fig.  38  in  Wirk- 
lichkeit folgende  Gleichung  bestehen  wird: 

sin  (1-1-2-1-8)  sin  (5)  sin  (1  +  6)  _  AD,  _  AD^  —  D,  D,  _ ^  _  D^D., 
sin  (6)  sin  (8)  sin  (2^5)  ~  A  D.~  A  D.j  ~  A  D..  ' 

Nimmt  man  diese  Gleichung  logarithmisch,  so  ergibt  sich  auf 
der  rechten  Seite,  wenn  man  nach  dem  Ta5'lorschen  Satze  ent- 
wickelt, anstatt  lorj  1^0  der  durch  die  Beobachtungsfehler  herbei- 
geführte Widerspruch 

D,D, 


-^{^-W-'' 


AD, 

wobei  ilf=0'43429  den  Modul  des  Briggsschen  Logarithmensystems 
bedeutet.  Da  dieser  Widerspruch  als  absolutes  Glied  der  durch  die 
Logarithmierung  linear  gemachten    Seitengleichung    auftritt,    für    die 
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Schärfe  der  logarithmisclien  Rechnun^^  also  nur  die  Grüße  d<  s  ab- 
soluten Gliedes  ausschlaggebend  ist,  weil  die  Koeffizienten  der  Wiiiktl- 
korrektionen  unter  Zugrundelegung  irgend  einer  Seitengleichung 
gleich    scharf    erhalten    werden    können'),    so   erkennt  man,  daß  der 

Ausdruck  — M—r->  oder  wenn  man  im  Nenner  mit  erlaubter  An- 
näherung AD  statt  ADj  setzt,  das  Verhältnis      ,*  ,,'  als  ein  Maß  für 

die  Kechenschärfe  zu  betrachten  ist.  Macht  man  dieselbe  Unter- 
suchung für  den  Zentralpunkt  (',  so  lautet  das  betreffende  Maß- 
verhältnis    Jl     ^  •   Folglich  verhalten    sich  die    absoluten   Glieder  für 

die  Annahmen  A  oder  C  als  Zentralpunkte  wie  '  , ' :  ->r7»  oder,  da 
D^D,      sinO)        ^   CD  sinn)       CS   .  .     ,,  o     .  c 

TT-TT  = -^-TTTx-    ^^^      ,  r>     •     /»(  =  -TT.    ISt,    Wie    CS:  AS. 

D2D3       sin{8)  ADsm{8)      AS 

Wenn  man  solche  Vergleichungen  für  alle  Zentralpunkte  an- 
stellt, so  wird  derjenige  als  der  günstigste  erscheinen,  für  welchen 
dieses  Verhältnis  gegenüber  den  übrigen  Punkten  im  Sinne  des  fol- 
genden Beispieles  günstiger  ausfällt.  Angesichts  der  Fig.  37  stellt  sich 
die  Untersuchung  wie  folgt: 

A  ist  günstiger  als 

.4  . 

^-1  . 

B  ^ 

B      „  n  1 

Es  stellt  sich  also  heraus,  daß  A  der  günstigste  Zentralpunkt 
ist.  Jordan  hat  erkannt,  daß  diese  Abstandvergleichung  durch 
eine  Flächenvergleichung  ersetzt  werden  kann.  Es  ist  nämlich 
das  Verhältnis  der  Absolutglieder 

CS  _JBDC 
AS~  JABD' 

folglich  können  die  Flächen  derjenigen  Dreiecke,  welchen  der  je- 
weilige Zentralpunkt  nicht  angehört,  also  von  den  drei  anderen  Eck- 
punkten gebildet  werden,  als  ein  Maß  für  die  Rechenschärfe  oder 
für  die  Günstigkeit  dienen.  Es  entsprechen  den  Zentralpunkten 


c, 

weil  ^1 63  <zC  S3 

n, 

,     AS,<:BSi 

B, 

,     ASi<cDS^ 

r 

> 

_     BSi<CSi 

D, 

„      BS.-^DS, 

c\ 

,      DS,<:CS, 

*)  Vgl.  Helmert:  Ausgleichungsrechnung.  1907.  S.  519,  Fußnote. 
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A  die  Fläche    (i  -\-  y 

B  .      ..       r^^ 

C    ,.         „  a  +  d 

D    „        ,  a  +  /3. 

In  der  Fig.  37  besitzt  das  Dreieck  /]  B  C  D  =  ß -\- y  die  größte 
Fläche,  folglich  ist  der  Punkt  A,  welcher  diesem  Dreieck  nicht  an- 
gehört, der  günstigste  Zentralpunkl. 

Anmerkung  (vgl.  S.  148). 

Sind  in  einem  Viereck  mit  beobachteten  Diagonalen  alle  acht 
Winkel  beziehungsweise  die  betreffenden  zwölf  Richtungen  gemessen, 
so  daß  man  vier  Dreiecksgleichungen  aufstellen  kann,  wovon  jedoch  eine 
überflüssig  ist,  so  kann  man  sich  von  der  Wahl,  welche  drei  Gleichungen 
von  den  vier  gleichberechtigten  Dreiecksgleichungen  als  Winkelbe- 
dingungsgleichungen genommen  werden  sollen,  unabhängig  machen, 
wenn  man  drei  Vierecksgleichungen  bildet,  welche  alle  vier  Dreiecks- 
gleichungen in  sich  enthalten,  derart,  daß  diese  von  selbst  auf  180" 
schließen,  sobald  die  drei  Vierecksgleichuugen  auf  360"  beziehungs- 
weise auf  0"  schließen. 

Betrachtet  man  in  dem  Beispiele  des  §  33  das  volle  Umfangs- 
viereck  AB  CDA  und  die  beiden  sogenannten  „verschränkten'" 
Vierecke  AGB  DA  und  ABDC  A,  so  entsprechen  denselben  die  drei 
unabhängigen  Winkelgleichungen 

—  Vi  +  i-'s  —  ^4  —  '^6  —  ^"V  -J-  '^*9  -    "^'lO  +  ^'12  —   5-6  —  0 

—  fi  +  fo  -|-  ^5  —  ■^"6  +  "^7  —  ■^•8  —  ■^"11  +  ^"12  -f  4-3  =  0 

—  ^"2  +  ^*3  —  ^'4  +  ^"5  +  ^"8  —  ^'9  +  "^10  —  ^'U  +  6"5  =  0, 

die  in  Verbindung  mit  der  günstigen  Seitengleichung  S.  145  die  vier 
notwendigen  Bedingungsgleichungen  geben,  welche  nach  Angabe 
Jordans*)  nicht  nur  eine  bequemere,  sondern  auch  eine  schärfere 
Rechnung  gestatten,  als  bei  Anwendung  von  Dreiecksgleichungeu. 

§  36.  Vermittelnde  Beobachtungen  mit  Bedingungsgleichungen. 

Neben  den  bisher  betrachteten  Formen  von  Aus.aleichungsauf- 
gaben  über  direkte,  vermittelnde  und  bedingte  Beobachtungen 
gibt  es  noch  das  Problem  der  Ausgleichung  vermittelnder  Beob- 
achtungen mit  Bedingungsgleichungen,  welches  namentlich  für 
ausgedehnte,  im  Zusammenhange  durchzuführende  Triangulierungs- 
ausgleichungen  in  der  höheren  Geodäsie  Anwendung  findet.  Diese 
von  Gauß    unberücksichtigt    gelassene  Aufgabe    wurde   zuerst   von 

*)  Jordan-Eggert:  Handbuch  der  Vermeßsungskunde,  I.  Rd.,  6.  Aufl.  §  77. 
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Hansen  (1831)in  den  „Astronom.  Nachrichten',  dann  von  Hassel  (1838) 
anläßlich  der  ,,(lradmessung  in  OstprouLSen"  gelöst,  olino  jedoch  hie- 
bei  auf  Genauitrkeitsuntersuchungen  einzugehen.  Nach  dieser  Richtung 
hin  wurde  sie  zuerst  von  Zech  (1857)  behandelt  und  hierauf  von 
Andrae  (1867),  Hansen  (ls68),  Hei  mert  (1872)  und  Jordan  (1888) 
weiter  ausgebildet. 

Damit  ein  Dreiecksnetz  eine  mathematisch  mögliche  Figur  bilde, 
genügt  es  nicht,  die  Winkel  oder  Richtungen  in  jeder  Beobachtung.-s- 
station  für  sich  allein  auszugleichen,  es  ist  vielmehr,  da  jede  Wiukel- 
oder  RichtuuLisänderung  in  einer  Station  auch  auf  die  Winkel  be- 
ziehungsweise Richtungen  der  übrigen  Stationen  ihren  Einfluß  üben, 
notwendig,  die  Winkel  im  ganzen  Dreiecksnetze  imZusammen  hange 
oder  gleichzeitig  auszugleichen.  Diese  Aufgabe  kann  mit  Hilfe  des 
„Satzes  von  der  Bestimmung  des  Minimums  einer  Funktion  mit 
Nebenbedingungen"  gelöst  werden. 

Gegeben  sei  eine  Funktion 

^^=f{x,  y,  -,  ■  ■  •)  <l) 

mit  u  Unbekannten  x,  y,  z,  .  .  .,  welche  von  den  streng  zu  erfüllenden 
7*  Bedingungsgleichungen 

cp  {x,  y,z,...)  =  0 

^(.-Ci/.c. ..)  =  ()  (2) 


abhängig  seien,  wobei  u  >  r  sein  soll.  Damit  die  Funktion  U  ein 
Minimum  werde,  muß  das  totale  Differential  von  V  gleich  Null  sein. 
Man  hat  also  zu  setzen: 

dU^^dx  -^l^dy-ir^dz~. ■■  =  ().  (3) 

c'x  ^    d  y    ^    ^    dz 

Wenn  dU  gleich  Null  sein  soll,  so  müßten  ohne  Rücksicht  auf 

die  Bedingungsgleichungen  (2)  die  u  partiellen  Differentialquotienten 

9f     9f     9f 

^— >  —^  -~-i  .  .  .  einzeln  gleich  Null  gesetzt  werden.    Da    aber   die 

dx     dy     dz 

Unbekannten  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  so  darf  dies  nicht 
ohne  weiteres  geschehen.  Die  Bedingungsgleichungen  verlangen  näm- 
lich, daß  auch  folgende,  durch  Differentiation  entstehende  Gleichungen 
erfüllt  werden: 


^  dx-x-  ^  dy  -^  -^  dz  -t-  ■  ■  ■  =  0 

dx  ^y  <yz 

IT—  dx  -T-  ^r—  <iy  -r  -:^  dz  —  ■  ■  •  =  0 
9x        ^  9v  3z 


(4) 


HJO  Vermittelnde  Beobachtungen   mit  Bedingungsgleichungen.  i^   63. 

Da  diese  Gleichungen  in  der  Anzahl  ;•  vorkommen,  so  lassen  sich 
damit  von  den  u  Differentialen  dx,  dy,  dz,  .  .  .  r  Differentiale  elimi- 
nieren, so  daß  dann  nur  noch  u  —  r  Unbekannte  übrig  bleiben. 
Diese  zurückbleibenden  Unbekannten  sind  aber  nunmehr  unabhängig 
voneinander  und  es  können  daher  die  Koeffizienten  derselben  gleich 
Null  gesetzt  werden. 

Dieses  Eliminationsverfahren  ist  nur  dann  zu  empfehlen,  wenn 
die  Anzahl  der  vorliegenden  Bedingungsgleichungen  gering  ist.  Für 
umfangreichere  Triangulierungsausgleichungen  ist  es  vorteilhafter,  sich 
der  Gauß sehen  Korrelatenmethode  zu  bedienen.  Hiebei  ist  folgender 
Vorgang  einzuschlagen.  Man  multipliziere  die  Gleichungen  (4)  der 
Reihe  nach  mit  den  vorläufig  noch  unbestimmten  Korrelaten  k^,  A's,  .  .  . 
und  addiere  sie  zu  (3): 

Nun  setze  man  die  Koeffizienten  der  Differentiale  dx,  dy,  dz,  .  .  . 

gleich  Null: 

9 f        ,    d w    ,    -,    $^    , 

T^i-^lö^  +  ^2ö-  +  ---  =  0 
d  X  dx  dx 


dy         "-Sy  cy 


(5) 


dz  dz  dz 

In  diesen  u  Gleichungen  (5)  erscheinen  die  r  neu  eingeführten 
Unbekannten  k^,  h,  .  .  .;  die  r  Bedingungsgleichungen  (2)  enthalten 
die  u  Unbekannten  x,  y,  z,  .  .  .,  zusammen  stehen  also  zur  Bestimmung 
der  u-\-r  Unbekannten  ebenso  viele  Gleichungen  zur  Verfügung,  so 
daß  die  Aufgabe  im  Prinzip  gelöst  erscheint.  Bildet  man  also  aus 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  neue  Funktion 

U'  =U4-  hl  (p  {x,  y,z,...)  +  k.j  jjj  {x,  y,  z, . . .) -] 

und  bestimmt  davon  das  absolute  Minimum,    indem    das    totale  Dif- 
ferential von   U'  gleich  Null  gesetzt  wird,    so    erhält    man  zunächst: 


y        ^y        ^y 

\dZ  dz  dz 


+ri?+^i?+*.ii+ -v^^ 
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und  da  ilT'  nur  dann  Null  werden  kann,  wenn  die  Koeffizienten 
von  dx,  dy,  dz,  .  .  .  gleich  Null  sind,  so  kommt  man  wieder  auf  die 
Gleichungen  (5). 

Indem  wir  uns  nach  dieser  allgemeinen  Erörterung  der  zu- 
sammenhängenden Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  nach  dem 
Besselschen  Verfahren  zuwenden,  gehen  wir  von  den  zur  Bestimmung 
der  wahrscheinlichsten  Werte  A,  B,  C  (beziehungsweise  der  wahr- 
scheinlichsten Vorbesserungen  der  angenommenen  Näherungswerte) 
der  auf  einer  einzelnen  Station  angestellten  Kichtungsbeobachtungen 
dienenden  Normalgleichungen  aus,  welche  allgemein  lauton : 

[aa]Ä-i-[ab]B-^[ac]C-\--..==[al]   | 

[66]     -}-[6c]     +...=  [6ZJ  (6) 

+  [cc]     ^•••=[cZ]   ) 

Die  vor  der  Netzausgleichung  daraus  ermittelten  Unbekannten 
einer  jeden  einzelnen  Station  sind  dann  so  ausgeglichen,  wie  wenn 
sie  unabhängig  von  den  auf  anderen  Stationen  gemachten  Beobach- 
tungen wären. 

Da  aber  durch  die  Verbindung  der  einzelnen  Stationen  zu  einem 
Dreiecksnetze  zwischen  den  Beobachtungen  der  verschiedenen  Stationen 
Bedingungsgleichungon  —  welche  Winkel-  oder  Seitengleichungen 
sein  können  —  zu  erfüllen  sind,  so  müssen  die  wahrscheinlichsten 
Richtungen  sämtlicher  Stationen  unter  der  Einschränkung  bestimmt 
werden,  daß  die  Summe  der  Quadrate  der  scheinbaren  Richtungs- 
fehler auf  sämtlichen  Stationen  ein  Minimum  und  gleichzeitig  den  vor- 
handenen Bedingungsgleichungeu  entsprochen  werde. 

Hat  man  also  die  auf  den  einzelneu  Stationen  1,  2,  3,  .  .  .  beob- 
achteten Richtungen 

1  :  «,,  6i,  c'i,  (/i,  .  .  . 

2  :  d.j,  üo,  c^,  d^,  •   ■   ■ 

3  :  €13,  h,  t'3,  t/a,   •   •   • 


unter  sich,  d.  h.    unabhängig  von  den  Richtungen   anderer  Stationen, 
ausgeglichen    und    hiefür    die  vorläufig  stationsweise  ausgeglichenen 


Ergebnisse 

1  : 

A„  B,.  i\,  A,  .  .  . 

2  : 

^lo,    x/o»    ^i>    -^i>    •    •    • 

3: 

-■^3.    -^3.     ^3«    Ds.     .    .    . 

erhalten,  so  verlangt  die  Ausgleichung  im  Zusammenhange  an  den  vor- 
läufigen Ausgleichungsresultaten  neue  Korrektionen.  Bezeichnet  man 
sie  mit 

"W  e  U  i  s  c  U ,   Ausgleichungsrechnung  II.  1 1 
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1  :  JAi,  ^B,.  JC\,  JDi,  .  .  . 

2:  JAz,  zJ  B.,  zJCi,  zlD..,  .  .  . 

3:  JAs,  ^B„  JC„  zlD,,  .  .  . 


so  lauten  die  endgültig  ausgeglichenen  Werte : 

1:  A,^zlA„  B,-^^B,,  C,-^^C\, 


A.^zJA,,  B,~'-JB„  C^-\-JC^,  .  . 


Die    in    einem    Dreiecksnetze    vorkommenden    Bedingungsglei 


»"&' 


chungen  haben  demnach  die  allgemeine  Form 


0  =  St-f-ai.^^l-f  Qo.z/i?!-}- 03.^  Ci+ 114. z/A+a5.z/ .42  ^06.^/^2  H 

wobei  der  Index  die  Nummer  der  Station  anzeigt.  Da  die  schein- 
baren Fehler  die  allgemeine  Form 

besitzen,  so  lautet  die  Funktion  ?^  welche  unter  Berücksichtigung 
der  obigen  Bedingungsgleichungen  zu  einem  Minimum  gemacht  werden 
soll,  wenn  der  Einfachheit  wegen  die  Ausgangslesungen  als  Null- 
richtungen gewählt  werden: 

C7=  {a,  -  {A,  +  z/  A,)y-  +  {6,  -  (5,  +  z^ B,)y  -f        ) 

-;-{ci— (Ci  +  ^Ci)}2^ 1.  Station, 


-r{a,-{A, 


-f  ^A,)}-^  +  {b,  -  {B,  +  ^B,)Y  +        ] 


2.  Station, 


i-  {«3  -  (^3  +  ^A)Y  +  {63  -  (^3  +  -^  ^3)}'^  +  1 

+  {c3  —  (C3  4-  -^  C,)y-  +  •  •  •        3.  Station. 

Addiert  man  die  der  Reihe  nach  mit  den  vorläufig  noch  unbe- 
stimmt gelassenen  Korrelaten /i'i,  Ära,  Ä:3,  .  .  .  multiplizierten  Bedingungs- 
gleichungen zu  der  Funktion  U,  welche  die  Fehlerquadratsumme  dar- 
stellt, so  erhält  man  die  neue  Funktion  U\  welche  nunmehr  ohna 
Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichungen  zu  einem  Minimum  gemacht 
werden  darf.  Es  ist 
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a„.    IIL-^ ) 

+  A2  (93  +  bi .  JA^  -r-b^.-lBi-r^a-^  ^  -f-  b*  •  -^JA^  -r  ^5  •  ^B^.  -'r 

-i-  br. .  ^  ^s  i ) 

-pA-3  (G  — c,  .  JAi  -r  Co  .Jlii  -rh.Jt'i  -u.JAi--  c^ .  J  A^  H ) 

Damit  V  ein  Minimum  werde,  sind  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten dieser  Funktion  nach  allen  Unbekannten  gleich  Null  zu  setzen: 


9U' 


(23 


n-__?£__i-7  Min:)  I  1.  ' 

9. JA,  ^^~  9. JA,  "^    '     5.z/j/"^'^~5.z/^ 

3U       I   .   M-_L-)   .   z.  ^'^«--• 

4-A-^^-- 


a?7' 


3.JB, 


=  0  = 


c^.z/C'i 


3.JCi 


9.zJC\ 
''''~9TJC\ 


9U' 
~9.zlDi 

9ü' 
9./JA.2 

11 
9 .  zlB. 


^^^      ^_fc/'<^  +  -   ■> 


9.JD, 

9U 
9.JA0 


h 


-rh 


9.JA0 


9.JB^^     '  "'    9. JB.. 
usw. 


Hievon  sind  die  Differentialquotienten 

9U  9U  9U 

9. JA,  '     9.JB,  '     9.JC\ 

nichts  anderes,  als  die  auf  die  Stationsausgleichun<jen  bezogenen 
Normalgleichungsausdrücke  (6),  wenn  in  denselben  anstatt  .4,  B, 
C  ...  die  Werte  {A,  —JA,),  {B,  —  J  B,),  {C\  -f  J  C,), .  .  .  gesetzt 
werden;  folglich  kann  man  auch  schreiben,  wenn  die  Nummern  der 
Stationen  durch  Indizes  bezeichnet  werden, 


9r 


9.  JA, 


0  =  [aa],  (A,  -^JA,)  -f  [ab],  {B,  +  J B,)  - 


[ac],{C\-^JC,)- 


«  n  1  -f  fli  ''1  ~r  bj  Aj  —  Ci  /.'s  -T 

11" 
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J^'j,    =0=[ab],{A,^^Ä,)-^[bb],{B,Jr-^B,)  + 

j-[cc],(Ci-^-^COH [t- /]i-- 03/^1  +  63^-2  4- t'3/t-3  +  - •• 


=  0  =  [a  a]2  (.I2  ^  ^  -I3)  -r  [«  ^] 2  {B-i  +  ^  ^.•)  + 


S.AAc, 

+  [a  c]2  (Co  --  z^  Cg)  H [a  Z]2  -j-  0.,  Jii  -i-  64  /cj  +  C4  A'3  + 

/f!,    =  0  =  [a  6] o  (.1,  +  z/  .lo)  +[bb],  {B,  +  z/ ^2)  + 

+  [bcU{C,  +  z]a)  +  .-.  —  [biu  +  b,k,  +  ... 

JJ^  =  0  =  [a  c]2  (A  +  z;  ^2)  +  [6  c],  {B,  4-  z/  i>\)  -r 

-L  [c  c].  (C,  +  z/  C2)  H [c  /]2  -r  •  •  ■ 

5U' 


=  0  =-  [aa]3  (Jlg  i-  z/^3)  -f  [«  6]3  (^3  +  z^^3) 


P.Z/^3 

-f  [a  c]3  (Ca  +  .^  C3)  H [^  ZJ3  -f  &6  A-2  4-  Ce  A-3  +  .  ■  • 

usw. 

Diese  Gleichungen  können  vereinfacht  werden.  Wenn  man  aus- 
multipliziert, so  erhält  man  z.  B.  für  die  erste  Gleichung: 

/^'  =0  =  [aa],  ^,  +  [ab]^  B,  +  [ac]i  ^  —  [«  /ji  +  [aa]i  z/^^  + 
a .  ZI  Ay 

+  [a6]i  z/5i  i-  [a  c]i  z/  C^  —  ai  Ä'i  -f  bj  A-o  +  Ci  A-g  -f-  •  •  ■ 

oder,  da   [a  a]i  A^  -\-  [a  6]i  ^i  +  [a  c]i  Ci  —  [a  Z]i  =  0  ist,  als  die  erste 
auf  die  erste  Station  bezogene  Normalgleichung: 
\a a]i  z/  A  +  [a  6]i  z/  A  -i-  [a  c]i  z/  Ci  +  iii  A'i  +  hy  k..  4-  Ci  A'3  -|-  . . .  =  0 
und  analog  die  übrigen  Normalgleichungen : 

a  b]i  zlA^^  [h  b],  dB,  -j-  [6  c],  z/  Ci  —  Qo  k,  -f  b.  A;2  +  C2  A;3  --•••  =  0 

ac]iz/^i4-  [6c]iZ/£i-f-  [c  cJiz/Ci-hQsA'i  -f  63  ^'2 -f  C3  A'3  H =  0 

aa]^  z/  ^2  +  [«&]l'  ^  ^2  4-  [acjs  z/  Cg  4"  ^4  A'i  4-  64  A'a  4-  C4  A'g  -^ -=0 

ab]2ziA.,-\-[bb]o-JBo~-[bc]2ZiC,-^  •   ■   •   •  65  A'o  — =0 

ac\.z)A.-]-[bc],zlB.^^[cc]2JC.,^ =0 

aa]3Z/^3-f  [afo]3^J53-4- fac]3z/C3-^   ■    •    •    ■  bg  Ao -j- Cg  A'g  4 =  0. 

usw.  —  Diese  u  Gleichungen  mit  it  4"  **  Unbekannten  geben  mit  den 
r  Bedingungsgleichungen  zusammen  «  4"  ^'  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung aller  w4-^'  Unbekannten. 


I 
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Zusammenfassend  hat  man  daher  für  eiae  gluichzeitij^e  Aus- 
o-ieichuDg  eines  Dreieeksnetzes  der  Reihe  nach  folgende  Arbeiten  aus- 
zuführen: 

1.  Ausgleichung  der  beobachteten  Richtungen  auf  den  einzelnen 
Stationen. 

2.  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  im  ganzen  Dreiecks- 
netze. 

3.  Aufstellung  der  Korrelatengleichungcn. 

4.  Berechnung  der  Verbesserungen,  ausgedrückt  durch  die  Korre- 
laten. 

5.  Substitution  dieser  Verbesserungen  in  die  Bedingungsglei- 
chungen. 

6.  Auflösung  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Korrelaten. 

7.  Bestimmung  der  Verbesserungen  mit  Hilfe  der  nunmehr  ge- 
fundenen Korrelaten. 

8.  Genauigkeitsbestimmungen. 

§  37.  Dieselbe  Aufgabe  in  moderner  Darstellung. 

Bestehen  zwischen  den  u  Unbekannten  x,  ij,  z,  .  .  .  die  ?/  P'ehler- 
gleichungen 


<l) 


«1  a;  -j-  6i  ?/  -j-  c'i  s  -| ?j  =  Vi   mit  dem  Gewicht  ;/i  j 

«2  a:  +  62  ?/  -}-  Co  z  H ?2  =  i"2      >,        n  n         y-i  y 

und  r  Bedingungsgleichungen 

ti  x^t,  y^ts  z- -^0=0 

und  soll  die  Minimurasbedingung  [(j  v  v]  =  min  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingungsgleichungen  (2)  erfüllt  werden,  so  hat  man  die  partiellen 
Differentialquotienten  des  Ausdruckes 

[g  V  ü]  -t-  2  Ä'i  ipix-rp^y-^pa-  — \-Po) 

-\- 2  k.  {qi  X -\-  qo  y -r  qs  -  n ^  9o) 


—  2  Av  {ti   X  —  h   y^ta  z- to) 

nach  allen  Unbekannten  gleich  Null  zu  setzen,  wodurch  erhalten  wird: 
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[g  h  v]  -rhpi^r  h  92  + 
[gcv]-\-  kl  2h  4-  ^'2  93  + 


.  -r  k,  ^3  =  0 


Führt  man  hier  die  aus  (1)  bestimmten  v  ein,  so  erhält  man  mit 
Zuziehung  von  (2)  folgendes  System  von  Normalgleichungen: 

[gaa]  x+  [gab]y^  L^/^f]^'  i \-Pih  +  qik-2  n r  tiK—  [gal]  =  0 

[gab]x+[gbh]y~-[gbc]z-^ ^  P-2h-\-q2h-r  ■■  ■  ^-tok—[ghl]  =0 

[ga  c]  x-\-  [gbc]  y-r[gc  c]  s  -j- \-pzki  --qah  '- h  tsK—  [gel]  =  0 


2h  X -\- 
qiX-{- 


q-2y-^ 


+    i>o     =0 
+     90    =0 


tix^       hy-\-        hz-^ ^     <,,    =  0, 

woraus  die  unbekannten  Elemente  Xy  y,  z,  .  .  .  ki,  k^,  .  .  .  k,-,  sowie  die 
Gewichtsreziproken  der  Unbekannten  und  von  Funktionen  derselben 
in  üblicher  Weise  berechnet  werden  können.  Eine  Ausnahme  hievon 
bildet  nur  der  Fall,  daß  die  vermittelnden  Beobachtungen  zur  Be- 
stimmung der  in  ihren  Fehlergleichungen  vorkommenden  Unbekannten 
allein  nicht  ausreichen.  Über  diesen  besonderen  Fall  verweisen  wir 
auf  Helmerts  „Ausgleichungsrechnung"  1907,  S.  281. 

Der  mittlere  Gewichtseinheitsfehler  ist  nach  §  63  des  I.  Bandes: 


fto 


[gvv] 


n  -\-  r- 


u 


Zur  Kontrolle   der  Berechnung    von   [g  v  v]    aus  den  einzelnen  r 
bestehen  unter  Beschränkung   auf  ?/ =  3  und  i=2  die  Formeln: 


[gvv]  =  [gll]  —  [gal]x—  [gbl]  y—  [gcl]z^2h1^\  -t  9<ih 
[gvv]  =  [gll] 


[galY-        [gblAY-        [gel. 2]'-        [p..Z]'         j^o-^]^ 
[gaa]        [gbb.l]        [gcc.2]^     [pi?]     "^[^^.1] 


Hierin  bedeutet: 

^^'^J-    [gaa]   +  [,9  6  6.1]  +  [r/ c  c.  2]  '  ''''^- 
Die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  x,  y,  z  weisen  folgenden 


Bau  auf: 


/*o 


Un 


^'J  = 


llz 


f^O 


Y[gaa.l]'  "^^      V[gbb.l]'  "^^      V[gcc.l] 

und  der  mittlere  Fehler  einer  Funktion  der  Unbekannten  ist  bestimmt 
aus: 
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'    [i/^c.2ll 

Beispiel.  (Entlehnt  aus  Hansen:  „Von  der Mothüde  der  kleinsten 
Quadrate",   1867,  S.  658). 

Gegeben  seien  die  gleichgewichtigen  Fehlorgleichungen: 

a^  +    y  -f  ~  —  1  =  i'i 
2x  —  Zy  ■   ■  —  1  =  Ua 

c  — 2  =  r3 

und  die  Bedingungsgleichungen: 

?/  —  z  —  3  =  0. 

Die  zugehörigen  Normalgleichungen  lauten : 

-\-hx  —  5  1/  -j-  z  T  /i'i  •  •  —  3  =  0 
—  5ic— 10?/4-  z  +  Ä:i +Ä-2-t-2  =  0 
+  x+  2/  +  2Z-I-A-1-/.-,— 3  =  0 
+    «+      2/^    2  •   •   ■      ■   +1=0 

•  •  -r     y-  - -3  =  0. 

Die  (durch  fünf  gekürzten)  reduzierten  Normalgleichungen  sind: 

a:  —  ?/  —  0-2  2  -f  0-2  A-i    •    •    ■    •   =  -f  OM] 

y  -j-  0-4  z  -f-  0-4  A-i  —  0-2  A-j  =  -f  0-2 

z   .  —  1-4A3=  -1-  20 

Ai  +0-4A-2=4-20 

Ao=  — 3-2. 

Die  Auflösung  gibt  der  Reihe  nach: 

A;.  =  — 3-20,  Aj  =  --3-28, 

2=  — 2-48,  T/  =  — 0-52,  r  =  +  0-96. 

Ferner  ist 

ri=  — 200,  r2=— 0-64,  Vg  =  —  4-48, 

\vv\  =  24-4S. 
Kontrolle: 
[u  ^,]  =  6  —  3  .  0-96  -j-  2  .  0-52  -f  3  .  240  --  1  •  328  —  3  .  3-20  =«24-4S 

oder 


5         5         11 
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Demnach  ist 


1  _  1  1 

Ir         5  5 


+ 


9'j 
•1 

9  z 


1 
5 


016 
1 
1 
I 


0-36 

1 
0-16 


r 


24-48 


3  +  2  —  3 
0-36         0-64 


=  +  3-50. 


1 
0-32 

2 
1-96 


=  0-08 


0-02 


=  0-02 


Für  die  Funktion  f=x-\-y-\-z  ist 


9f 


iw.r  =  i«oV^O-08  =  +  l-0 

.«,,  =  ,Uo  "^0-02  =  +  0-5 

i».-  =  .«0  Y002  =  +  0-5. 

:  0,  folglich  auch  ^/  =  0, 


d.  h.  die  Summe  a;  -j-  ^  -j-  z  (welche  durch  eine  Bedingungsgleichung 
bestimmt  ist)  ist  fehlerlos,  wie  es  sein  soll. 

Dieselbe  Aufgabe  kann  auch  durch  Reduktion  auf  vermittelnde 
Beobachtungen  ohne  Bedingungsgleichungen  gelöst  werden,  indem 
man  mit  Hilfe  der  r  Bedingungsgleichungen  aus  den  Fehlergleichungen 
(1)  r  Unbekannte  eliminiert.  Diese  Fehlergleichungen  enthalten  dann 
nur  noch  u — 7-  Unbekannte.  Bestimmt  man  in  dem  Han senschen 
Beispiele  aus  den  beiden  Bedingungsgleichungen  die  Größen 

z  =  y  —  3,  x  =  —  2y-i-2, 

so  gehen  die  drei  Fehlergleichungen  über  in: 

—  2  =  Vi,  J^S  —  7y  =  v,,  —ö^y  =  V3, 

womit  dieselben  Ergebnisse  wie  auf  direktem  Wege  erhalten  werden, 
wenn  beachtet  wird,  daß  t"i  =  —  2  als  wahrer  Beobachtungstehler 
erscheint. 

§  38.  Ausgleichung  in  zwei  Teilen. 

Für  die  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen,  von  deren  Un- 
bekannten Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen  sind,  hat  Hansen  (1867) 
eine  durch  Trennung  der  Ausgleichung  in  zwei  Teilen  vereinfachte 
Methode  angegeben,  deren  Theorie  von  Jordan  (1888)  ausgebildet 
wurde.  Beschränken  wir  uns  in  der  Folge  auf  u  =  3  Unbekannte  n; 
y,  z,  auf  11=4:  Fehlergleichungen  und  r^2  Bedingungsgleichungen, 
so  stehen  zur  Verfügung: 

Fehlergleichungen : 

•  «1  a;  -f  6i  ?/  -r  Ci  z  —  Zi  =  Vi 


a.  a;  —  62  2/  +  Ca  z  —  ^2  =  1^2 

ttg  CC  +   63  ?/  +  C3  Z  —   /,  =  Vg 


(1) 
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liediiigungsgleichuugen : 
Pi  ^  +  Vi  il  +i>8  s  +  Po  ==  0  I  .2» 

Gleicht  man  die  vermittelnden  Beobachtungen  zuerst  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Bedingungsgleichungeii  aus  und  Vjezeichnet  man  die  aus 
diesem  ersten  Teile  der  Ausgleichung  gewonnenen  Werte  für  die  Un- 
bekannten mit  x'o,  v/o.  -0.   so  erhält  man  die  Normalgleichungeu 

[a  a]  Xq  ■}-  [a  h]  y^  +  [a  c]  z^  =[al\     j 

[ab]x,+  [bb]y^^[bc]z,=  [bl\  (3) 

[a  c]  Xo  +  [b  <■]  7jo  —  [c  c]  Zq  =  [c  /J .   I 


Hieraus  können  die  unvollständigen  Werte  der  Unbekannten  j:, 


o' 


'0> 


?/o,  2,1»  sowie  die  Gewichtskoeffizienten  [ua\,  [uß],  usw.  berechnet 
werden,  wobei  nach  der  Theorie  der  Ausgleichung  vermittelnder  Beob- 
achtungen die  Beziehungen  bestehen  (I.  Band,  S.  181): 

Xq  =  «1  li  -p  «3  L  T-  «3  ^3  -f-  «4  '4 
yo  =ßih-T  ßz  k  —  ßi  h  —  ßi  h 

^0  =  Vi  h  "4-  72  ^3  ^  73  h  +  74  h- 


(4) 


Da  die  aus  der  Gesamtausgleichung  hervorgehenden  Werte  x, 
y,  z  aus  den  unvollständig  ausgeglichenen  Werten  j-q,  y^,  z^  durch 
Hinzufüguug  noch  näher  zu  bestimmender  Korrektionen  |,  >/,  %  nach 
den  Gleichungen 

X  =  ^0  —  b,  y  =  yu-\-  %  ^  =  -0  +  s 

zu  bilden  sind,  so  nehmen  die  Fehlergleichungen  allgemein  folgende 
Gestalt  an: 

a  (xo  --  ^)  -{-  t  (i/o  -f  ';)  -r  t^  (2^0  + 1)  —  ^  =  i'' 
(aa^o  +  6  ?/o  4-  c2o  —  Z)  -t-  (a I  -f  6  )^  ^  c  g)=  v 

oder  kürzer:  v'  -f  ^''  ^  v- 

Nun  sind 

aXo-\-byo-]-  czf,  —  l=v'  (5) 

die  aus  dem  ersten  Teile  der  Ausgleichung  resultierenden  Verbes- 
serungen der  Beobachtungswerte  /,  und  da  r  die  der  Gesamtaus- 
gleichung entsprechenden  Verbesserungen   darstellen,  so  bedeuten 

die  mit  dem  zweiten  Teile  der  Ausgleichung  verbundenen  Verbes- 
seruneren der  Beobachtungswerte.  Die  zu  einem  Minimum  zu  machende 
Fehlerquadratsumme  ist: 

[cv]  =  [v'v']-\-[v'v"]-j-2[c'v"]. 
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Addiert  mau  alle  mit  dem  zugehörigen  r'  multiplizierten  Glei- 
chungen (6),  so  erhält  man: 

[v'v"]  =  [av']^i^[bv']^+[cv]^^ 

oder,  da  [a  i-']  =  0,  [b  v']  =  0  und  [c  v]  =  0  sein  muß,  auch  [r  v"]  =  0, 
folglich  ist: 

\yv\  =  \vv\-^\v'v\.  (7) 

Damit  [t-  r]  ein  Minimum  werde,  müssen  beide  Teile  [t'  v'\  und 
[v"i'"]  für  sich  Minima  werden.  Nun  ist  der  erste  Teil  \v'  v'\  bereits 
ein  Minimum.  Um  auch  noch  den  zweiten  Teil  [i""  f"]  auf  ein  Minimum 
zu  bringen,  setze  mau  in  die  Bedingungsgleichungen  (2)  die  voll- 
ständig ausgeglichenen  Werte  der  Unbekannten: 

1\  (a^o  4- 1)  Arlh  (2/0  +  n)  -VVz  (2^0  -r  fe)  -ri^o  =  0 
9i  (a^o  +  I)  4-  92  (^0  +  ,^)  +  ^3  (zq  +  ^)  —  5o'=  f^- 

Mit  den  durch  Einführung  der  unvollständigen  Werte  der  Un- 
bekannten in  die  Bedingungsgleichungen  auftretenden  Widersprüchen 

Pi  •'^'o  --  P2  2/0  —  Pa  2^0  +  Po  =  «^"i  \ 

qi  ^0  +  q2yo-^  qa  ^o^qo  =  «'•-"  / 

erhalten  die  Bedingungsgleichungen  die  Form 

2h  b  +P2 1/  -h  P3  ^  -:-  it--i  =  0  I 
<?i  te  -f  ?2  n  -4  <?3  fc  —  ^f^2  =  0.  j 

Die  vollständig  ausgeglicheneu  Werte  der  Unbekannten 

x  =  X(,^^,  y  =  yo  +  ^h  s  =  zo  +  fe 

stehen  nun  zu  den  vollständig  verbesserten  Beobachtungswerten 
l-^v'-\-v"  in  demselben  Abhängigkeitsverhältnisse,  wie  die  unvoll- 
ständigen Werte  der  Unbekannten  a-^,  ijq,  Zq  zu  den  unvollständig  ver- 
besserten Beobachtungswerten  l  -^  i-'.  Da  nun  zwischen  den  letzteren 
die  Beziehungen  (5)  und  (4)  bestehen,  so  hat  man  für  die  ersteren 
die  Relationen 

a{Xo  +  ^)-rb(yo-{-n)-^ciz,  +  t)-l  =  v'-^r" 

a(«:o  +  |)  + 6(2/0 +  »?)  +  c(zo-+Ö-a  +  0  =  ^'-'     (ö*) 
Xo  +  ^  =  a,  {l,  H-  v[')  +  a,  {!,  -f  v^')  -  «3  ih  +  ^'3')  +  «4  (^4  +  v'^) 
yo-tn  =  ßi  ih  +  v[')  -i-  ß,  {l,  4-  t;^')  +  ßs  ih  -  ih)  -r  ß*  iU  4-  v^')  (4*) 

So  +  fc  =  71  (^1  T-  ^'i')  -T-  72  (^2  +  Va')  +  73  (^3  -f  ^-'3')  +  74  ih  +  t^n 
Subtrahiert  man  (4)  von  (4*),  so  folgt 

b  =  «1  Vi  -4-  ß,.  li'  —  «3  fg'  -f  Ui  v'; 

n  =  /5i  vi'  +  ^2  ^2'  -r  ^3  ^z  -r  ß4  V:  i  .      (10) 

Ü  =  7i  vi'  +  72  V2'  -r  73  vi'  +  ^4  v;. 


(8) 


(9) 
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Bezeichnet  man  zur  Abkürzung 
yi  ßi  +  i'2  ih  -rPa  n  =  h  Hl  «1  +qißi-t  </3  Vi  =  IIi 


Pi  «2  4-  IH  ßi  +  Ps  ^'j  =  h 
Vi  «3  -r  Pz  ßa  -rPsYa=-  h 

PlC^4+P2ß4+p3ri  =  h 


(11) 


(12) 


7l  «S     1-  7s  /^2  -T-  73  r-i  =  ^^i 

7i  «3  —  7«  /^3  -r  78  ys  =  ^3  I 

so  ergeben  sich  durch  Substitution  der  Worte  ^,  j/,  t  aus  (!'•)  in 
(9)  folgende,  auf  die  Ausgleichung  direkt  bedingter  Beobachtungen 
zurückgeführte  Bedingungsgleichungen : 

liv['-\-  hv'^-r  hv'z'^  l4r;'  +  w,  =0 
IIi  v['  -r  Ih  Vi  +  II3  V3'  -f  n^  <  -f-  ifo  =  0. 
Dieselben  können  daher  nach  der  Korrelatenmethode  aufgelöst 
werden.  Man  erhält  für  die  Ermittlung  der  neu  einzuführenden  Kor- 
relaten /.'i  und  ko  die  Normalgleichungen 

[I  I]A-,-[III]A-3-r^^'.  =  0  1 
[I II]  /.-i  —  [II II]  h  +  ^2  =  0.  ( 

Mit  Hilfe  der  hieraus  berechneten  /«i,  Ao  ergeben  sich  die  noch 
restlichen  Verbesserungen 

v'i  =  Ii  A-i  —  IIi  Ao 
ri'  =  Ig  A-,  4-  IIo  A2 

deren  Quadratsumme  [v"v"]  zur  Genauigkeitsberechnung  benötigt 
wird.    Um  die  Korrektionen  i,  i],  t  zu  erhalten,   bilde  man   zunächst 

aus  (11) 

[II]  =      p,jh  Wci]  +  ^Pip-2  [«^]  -  2^i7'3  [ccy] 

+   P2pAßß]^^piPAßY] 

p3  p3  [y  y] 

[I II]  =     pi  r/i  [a  cc]  —    jh  72  [«  ß]  —   pi  73  [«  y\ 

+  i'2  7i  [« /5]  —    Pi  72  [/^  /^]  —    7'2  73  [/^ }'] 

+i'3  7i  [a  7]  -i-  ^^3  7i  [/^  y]  ^-   ^'3  73  [y  y\ 

[II II]  =       <ii  7i  [a  «]  —  2  fy,  92  [ß  /5]  -  2  g,  f/3  [c  j'j 

-r    q2qAßß]-^H-.Hi[ßY] 

73  73  [;'  /'] 

sodann  durch  Substitution  von  (11)  in  (U): 

vi'  =  (Pi  «1  -f  2?2  /3i  —  i>3  }'i)  'm  -r  (7i  «1  -r  7-  /^i  ^  73  ;'i)  /*:j 
u^'  .-=  (pi  «2  _2>2  /?..  H-/>3  rs)  '»'i  -r  (7i  «2  T-  72  /^2  -f  73  J'--)  ^2 
V3'  =  (2^1  «3  —  i>2  /33  -r  Pz  Vz)  kl  —  (7i  «3  —  72  /^3  -r  73  /'3)  h 

^A   =  (}h  «4  —  /'2  ßi  —Ps  Yi)  f'l    4-  (71  f^4  —  72  ßi  -^  73  :''^  ^■' 


(U) 


(15) 


(16) 
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und  schließlich  durch  Einführung  dieser  Werte  in  (10): 

I  =  [a  cc]  (pi  kl  -r  qi  h)  -h  [«  ß]  iP'i  h  i"  ^2  Ä'»)  +  [a  y]  (p^  /.'i  +  93  h^) 

'/=  [«  ß]  (Pi  Ä-i  +  qi  k,)  4-  [ß  ß]  ip,  Ä-i  -f  ^o  Ä-g)  +  [|3  j^]  (/>3  /.-i  +  73  />\0     (17) 

;  =  [a  y]  ipi  kl  -t-  ryi  Ä-g)  +  [ß  y]  {p^  /c,  J-  q,  ko)  -f  [}^  y]  (pg  /."i  +  (^3  A-o) 

Der  Rechnungsgang  ist  also  folgender: 

1.  Berechnung    von    a'o,  ?/o,  ^o    und    [aa],    [aß],   usw.    aus  den 
Normalgleichungen  (3),  sowie  der  Widersprüche  lo^,  lOo  usw.  nach  (8). 

2.  Berechnung    von    [II],   [III]   usw.    mittels  der  Formeln  (15). 

3.  Berechnung    der    Korrelaten    /»i,    k^    aus     den    Normalglei- 
chungen (13). 

4.  Berechnung  der  Korrektionen  ^,  »;,  t,  aus  den  Gleichungen  (17). 

5.  Berechnung  von  [vv]  =  [v  v]  -\-  [v" v"]   aus  den  Teilsummen: 

^       ^       ^         j       L    j        ^^^^j         [6  6.1]  [cc.2] 

t    it     II-,  r       7  1  ^^1        I       [^^'2  •  1] 

6.  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  einer  Beobachtung  aus 


f*o 


[vv] 


n^r  —  u 


Beispiel.    Die  Auflösung  der  im  §  37  direkt  behandelten  Auf- 
gabe nimmt  durch  getrennte  Ausgleichung  folgenden  Gang: 
Die  Fehler-  und  Bedingungsgleichuugen  sind: 


a;  4-  2/  +  ^  —  1  =  Vi 
2x  —  3  ?/  .  .  —  1  =  fg 
^       2  =  Vo 


y  —  z  —  3  =  0. 


Die  reduzierten  Normalgleichungen   des   ersten  Teiles  der  Aus- 
gleichung sind: 

-f  5  »0  —  5  2/0  +     Zo  =  +  3 

+  5  ?/o  +  2  Zo  =  +  1 

Die  Auflösung  gibt: 

Zo  ==  4-  2-0,  i/o  =  —  0-6,  Xq  =  +  0-4 ; 

[«a]  =4-0-76,  [ß/3]  =  4-0-44,  [ay]=  —  0-Q, 

[|3/3]=-{-o-36,         [/37]=-o-4  [yy]  =  +    i; 

iCj  .=  -|-  2'0,  W2  =  —  5-6 ; 

[II]  =4- 1-00,  [III]  =-f  0-40,  [IUI]  =-^  2-16. 


§   39.  Bedingte  Beobaclitungen  mit  Unbekannten.  173 

Die  Normalgleichungen    des    zweiten    Toile.s    der   Ausgleichung 
lauten  sohin: 

-:-        /.i +  0-4 üA-2 -;-  2  0^0 
-U0-4A-,  J-  2-lG  A-g    -   n-t;  -^  0 

deren  Auflösung  gibt:         Aj  —       ;;-2«,       Ao  = -j- 3-20, 
Sohin  sind  die  Korrektionen: 

^  =  —  2-493  —  ü-035        ;iäaö  — .  -j-  1  3GU 
??  =  —  1-443  —  0  029  —  2-592  =  -[-  l'l  20 

^=4-  1-968  -j-  0-032  —  G-480  =  -    4-480 

und  die  Unbekannten  nach  der  Gesamtausgleichung: 

X  =  —  0-4  -f  1'360  =  -j-  0-960 
?/  =  —  0-6  -f  1-120  =  4-  0-520 
2=^2-0  —  4-480  =  -  2-480. 

Zieht  man  in  Erwägung,  daß  im  vorliegenden  Beispiele  bei  drei 
Fehlergleichungen  mit  drei  Unbekannten 

v[  ^=  fo  =  V3  =  0,  also  auch  [v  v']  =  0 

sein    muß,    so    ergibt    sich,    da    Vi  =  i-j' =  —  2*00,    fo  =  Vn  =  —  064 
und  i-g  .=  Vj'  =  —  4-48  ist, 

[v  v]  =  [v"  v"]  =  —  [lü  A]  =  24-48, 

sohin  übereinstimmend  mit  dem  Ergebnisse  des  §  37: 


^0 


24-48 

+  3-50. 
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Gegeben  seien  die  ganz  allgemein  gehaltenen  Fehlergleichungen 

aiX-{-biy^CiZ-\ hi^i^'i  -rlh^^  n ~ ]>mV,„-\-Wi  =  0 

aax- -f  ^2 .V -f  «2 s -| h  2i  ^*i  +  5'2^''2 H h  fl»,v,„ -\- tr,  =  0 


a„x  ~-f>,iy-\-CnZ-\ ^  ^1  i\  -•-  t.2  r.,  -| —  ^»1  i'».  —  "'.<  = ' ', 

worin  die  Widersprüche  w  folgende  Bedeutung  haben: 

Po  T"  Ih  h-\-P2h  —  ■■    -  P»,  l„  =  t^i 
<7o  -f-  f/i  ^  +  <?2  'i-        •        7"'  ^"'  =  "' 


u  UnDel^äDiile, 
in  BeobacliiDiiseii 
II  olelcimiigeB, 


a 


t^)    li   (j   -p    {■>  I2    —~  •  •  ■  tili  'nt    l^n» 

Mit  Hinweis    auf  die    im  §  63  des  I.  Bandes   angestellte  Unter- 
suchung   wiederholen  wir,    daß  in  diesem  Falle  eine  Ausgleichungs- 


't3 
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..=r^ 


aufo-abe  vorliegt,  wenn  m  >  «  —  w  >  0  ist,  und  daß  der  mittlere  Fehler 
der  Gewichtseinheit  nach  der  Formel 

u 

zu  bilden  ist.  —  Man  kann  diese  Aufgabe  durch  Elimination  der  Un- 
bekannten X,  y,  z,  .  .  .  auf  die  Aufgabe  der  Ausgleichung  bedingter 
Beobachtungen  ohne  Unbekannte  zurückführen.  Sie  kann  aber  auch 
auf  vermittelnde  Beobachtungen  reduziert  werden,  indem  man 
z.B.  für  »  =  2,  »1  =  4  und  /j  =  3  die  Verbesserungen  ri,  v.^,  v^  durch 
X,  y  und  i"4==  ausdrückt,  wodurch  folgende  Fehlergleichungen  er- 
halten werden: 

a'^x -\- h'^y  -\-  c'^z  —  ?2  =  '^*2 

^  •     -^Vi. 

Die  letzte  Gleichung  v^  =  2  soll  andeuten,  daß  i\  als  eine  Un- 
bekannte fungiert. 

Wie  diese  Aufgabe  direkt  gelöst  werden  kann,  hat  Helmer t 
(1907)    den   Weg   gewiesen.    Entsprechend    der   Minimumsbedingung 

min  =  [gv  v]  —  2  A'i  (aj  x  4-  61 2/  -j r i^i  ^"i  "T  i^2  ^"2  -j r Pm  ^m  -r  ^'''i) 

—  2  ho  {cu  x^boy-. 9i  Vi  +  c/2  Vs -\ h  ^m  v„,  -\-  Wo) 

—  2  }c„  {a„x-{-  b„y-\ '-  ^  t'i  -f"  h  ^2 -\ r  t,„  v,n  +  w„), 

setze  man  die  partiellen  Differentialquotieuten  dieses  Ausdruckes 
nach  i"i,  f.,  .  .  .  i'„n  X,  y,  .  .  .  gleich  Null  und  erhält  so  die  Korre- 
latengleichungen 

pi  ^'i  —  qih  + h  ti  Ä»  =  9i  ^1 

Ps  f'^i  -r  ^2  ^'2  n h  ^2  Ä»  =  .92  ^2 

tti  A'i  -r  a^k^  ^ \-a„k„  =  0 

6,  A'i  —  öo  /lo  —  •  ■  •  —  6„  A",,  =  0. 

Die  Fehlergleichungen  bedingter  Beobachtungen  mit  Unbekannten 
können  daher  wie  folgt  geschrieben  werden: 
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a„x 


f^nlj 


L 


.7 


-4- 


tt 


/.„  -^  ?<?„  =  0 


-0 


Hieraus  erhält  man  durch  Auflösung  der  zugehörigen  Normal- 
gleichungen die  Korrelaten  A*  und  nach  erfolgter  Elimination  der  A 
ein  System  von  Normalgleichungon  für  die  Unbekannten  x,  //,  .  .  ., 
welches  symbolisch  in  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

—  |a  ft\  X  —  {^t-i»)  ij  — (-  ja  tc\  =  0 

—  {ab)x  —  {bb)y [-  {/j  w)  =  0. 

Hierin  haben,  wie  aus  dem  Rechnungsgang  geschlossen  werden 
kann,  die  Koeffizienten  folgende  Bedeutung: 

(ab\  =  "^'    I    [^2-1]  [62-1]    ,    ["3 -2]  [^rt-^l    , 


[a  w}  = 


ttj  iVi [gg.  1]  [u-g.l] [gg.  2]  [w<i.  2] 

[11]      \u.^         [rr.3] 


usw. 


Für  die  Genauigkeitsberechnung  stehen  dann  folgende  Formeln 
zur  Verfügung: 


[9  i"  ^-J  =  —  U>-'  ^] 


[9  ^  i-]  = 


IV 


.2 


[f  ]  ■  [f 


tnU:  _  [^LL^P ._  ^«  «^P  _  {^:1}: 


."0 


[ffW] 


{aa}        {6  6.1} 


11 


u 


§  40.  Unvollständige  Ausgleichung. 

Eine  Ausgleichung,  bei  welchen  allen  gegebenen  Bedingungs- 
gleichungen Genüge  geleistet  wird,  heißt  eine  voHständige;  genügt 
sie  jedoch  nur  einigen  Bedingungsgleichungen,  so  ist  die  Ausgleichung 
eine  unvollständige.  Werden  Beobachtungen  zuerst  unvollständig 
ausgeglichen  und  hierauf  einer  vollständigen  Ausgleichung  unter- 
zogen, wie  wenn  sie  Originalbeobachtungen  wären,  so  gelangt  man 
zu  denselben  Endresultaten,  welche  man  erhalten  hätte,  wenn  man 
die  wirklichen  Originalbeobachtungen  sofort  vollständig  ausgeglichen 
hätte.  Der  Beweis  hiefür  ist  leicht  erbracht. 
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§   40. 


Sind    11  Beobachtungen    k  bis  /„   durch  r  Bedingungen    mittels 
der  r  Widerspruchsgleichungen 

«0  +  «1  h  —  ««  ^2  H f  "'•  ^»  ==  ^^1 

K-^-^ih  +  bik-i rb„l,  =  u'.>    \  ,j. 


miteinander    verbunden,    so    liefert  die   vollständige  Ausgleichung 
folgende  r  Fehlergleichungen: 

«1  ■^i  +  «2  ■i^a  H r'^n'^n-{-  w'i  =  0 

6i  1-1  -f  ^2  '^"2  H h  ^«'^n  +  '^^"2  =  " 


9in  +  '?2V2H i-qnV„ 


ti',. 


0. 


(2) 


Hieraus  ergeben  sich  die  n  Korrelatengleichungen 
^"i  =  »1  /i'i  -i-biko-\ \-  qi  kr 


V^  =  ttg  /t'i  4"  ^2  ^'2  H h  9*2  ^»^'• 

i-„  =1  a„A-i  -|-  hn  k..  -\ \r(jn  k,. 

und  die  r  Normalgleichungen 

[a  a]  kl  -f  [a  bjk^-l h  [«  q]  K  -\-  tVy 

[a  b]  kl  -{-  [bb]k2-\ i-  [^  ?]  k,.  -|-  w^ 


(3) 


:i 


(4) 


[a  5]  A'i  -I-  [b  q]  Ä-,  -j-  . . .  +  [fy  fyj  k,  -j-  zt-,  =  0, 

woraus    die   r  Korrelaten   ki  bis  k,.   und    damit    die  Verbesserungen 
Vi  bis  f„  berechnet  werden. 

Teilt  man  nun  die  r  Bedingungsgleichungen  in  zwei  Gruppen 
zu  6-  und  zu  t  Gleichungen,  wobei  s  —  t  =^  r  ist,  und  wird  zuerst 
eine  unvollständige  Ausgleichung  vorgenommen,  welche  nur  die  erste 
Gruppe  von  s  Gleichungen  mit  Umgehung  der  übrigen  t  Gleichungen 
befriedigen  soll,  so  liefern  die  entsprechenden  s  Fehlergleichungen 
ebenfalls  n  Korrelatengleichuugeu,  wovon  aber  jede  um  t  Korrelaten 
weniger  enthält  als  die  obigen  Korrelatengleichungen  (3),  nämlich 
nur  s  Korrelaten.  Diese  neuen  Korrelaten  sind  jedoch  nicht  identisch 
mit  den  der  vollständigen  Ausgleicliung  entsprechenden  s  Korrelaten 
kl  bis  ks  und  sollen  daher  mit  A-j  bis  k'^  bezeichnet  werden.  Die 
übrigen,  bei  der  unvollständigen  Ausgleichung  nicht  erscheinenden 
t  Korrelaten  K^ih\sK  müssen  daher  gleich  Null  sein.  Werden  die 
neuen  Korrelaten  //  aus  den  s  betreffenden  Normalgleichungen  be- 
rechnet, so  erhält  man  mit  Hilfe  der  entsprechenden  Korrelaten- 
gleichungen   auch    andere    Werte    für    die    Verbesserungen,   nämlich 
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i:[  =  u^  k[  -i-  h^  /.-.j  -I rj\^'^ 


(5) 


v'„ = a„ Ä-;  -;-  b„  Aö  -] }„  /.;.  J 

Die  um  diese  unvollständigen  Verbesserungen  ?''  geänderton  ur- 
sprünglichen Beobachtungen  /  sind  dann  die  unvollständig  verbes- 
serten Beobachtungen  /  ~  v'.  Dieselben  vermögen  selbstverständlich 
die  Widersprüche  v^  bis  iv,-  nicht  gänzlich  zu  tilgen,  denn  die  '•' 
werden,  in  die  Fehlergleichungen  (2)  substituiert,  auf  der  rechten 
Seite  nicht  Null  ergeben,  sondern  neue  Widersprüche  ii'[  bis  nv  zu- 
rücklassen, nämlich 

«1  ^'1  +  «::  '"2  "i h  ö't  '■«  +  ^'^i  =  ^^'i  I 

bi  v[  +  60  1'2  4- r  6,.  /•;,  +  '.V.J  =  Ki  I 

7i  ^'i  -h  72  *'2  H h  5«  i"n  -r  ^«'V  =  w?;.  J 

Da  die  neuen  Widersprüche  w'  bei  der  vollständigen  Ausgleichung 
nicht  vorkommen,  also  gleich  Null  sind,  so  sieht  man,  daß,  um  aus 
einer  unvollständigen  Ausgleichung  eine  vollständige  zu  erzielen,  an 
die  unvollständigen  Verbesserungen  v'  noch  neue  Verbesserungen 
v"  angebracht  werden  müssen,  welche  die  neuen  Widersprüche  ir' 
zum  Verschwinden  bringen.  Es  müssen  daher  folgende  ?•  Fehler 
gleichungen  ihre  Erfüllung  finden: 


«1  Vi  +  «2  t?2  H h  a»  K  +  toi 


biv'i'+b^ti'^ \-b„v:;-{-tv^  = 


'2  =  0       [ 


0) 


([\  i"i'  —  ([-2  ''2'  + r  7"  '■«  -r  ^'-'r  =  u.  ) 

Denselben  entsprechen  die  Korrelatengleichungen 
r;'  =  a,  Ä-i'  +  61  Ä-2'  H h  q,  K' 


a.2  kl  -T  b.jJc.2  -\ 1- 


qi  K'  I 


(8) 


t%,'  =  «n  A-;'  +  6„  A'2  -1 1-  q„h-,:  ] 

und  die  Normalgleichungen 

[a  a]  A'i'  -j-  [a  b]  A'a'  H p  [a  q]  k',!  -\-  ic'i  =  0 

[a  b]  k['  -\-  [b  b]  Ä-2'  J ^  [b  q]  K  +  tr^  =  0 

[a  q]  k['  +  [b  q]  k;,' -^  -  ■  ■  +  [q  q]  K  +  uv  =  0, 


(9) 


woraus    die  r  Korrelaten   k^'  bis  Av  und    somit    die    Verbesserungen 
v'i   bis  vli  berechnet  werden  können,  welch  letztere  bewirken,  daß  die 

Wellisch,   Ausgleichungsrechnung  n.  J2 
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durch  die  unvollständige  Ausgleichuug  um  v  verbesserten  Beob- 
achtungen nunmehr  um  v  -f-  v"  verbessert  werden  können.  Substi- 
tuiert man  nun  die  aus  (5)  bestimmten  v'  und  die  durch  (9)  aus- 
gedrückten ir'  in  die  Gleichungen  (ü),  so  daß  diese  in  folgende  Form 
gebracht  erscheinen: 

[aa]k^^[ab]ki-\-..--i-[aj]K-[aa]^'^[ob]k;>'  +  ...-r[a9]K-]-io,==0 
[ab]ki^[bb]ko: ^[bj]k',+[ab]k','  +  [b  b]k;,  H f-  [bq]k';-\- 10^  =  0 

[aq]K-^[bq]k.;^...+[jq]K^[aq]k['-r-[bq]k,'^...+[qq]K'-i-w,=  0 

oder 

[a a] (Ä-;  +  k[') ^ la b] (k!, -f  Ä:o')  i h [«iJ (/^"l  +  K) ^r  ■  ■- +[aq]k';+w,  =  0 

[ab]{k;+kni-[bb]{K^k:;)^...--[bj]{k:-k:)  +  .--i-[bq]k::+ti-,^ 

[aqm-^K')-\-[h]i^^2-i-K)^'  ■  ■  +  [jqW.-\-k';)^. .  .-[qq]k';~-iv,  =  0, 
so  ersieht  man  im  Vergleiche  mit  (4),  daß  die  Beziehungen  bestehen: 
A'i  =  k{  —  kl  ks+i  =  «s+i 

/Cg  — ^  1^2     |~  "2  

K,-        =■  it,- 

k,  =  k's  4-  k'^  k's+i  bis  k'-  =  0 

und  weiters  durch  Vergleichung  der  drei  Sj'steme  von  Korrelaten- 
gleichungen  (3),  (5)  und  (8): 

r.2  =  v'o  -f-  ^2 


l*n  ^n     I     ^n  > 


d.  h.  die  Ausgleichung  der  Beobachtungen  ist  nicht  nur  bei  un- 
mittelbarer, sondern  auch  bei  mittelbarer,  mit  einer  unvollständigen 
Ausgleichung  begonnenen  Rechnung  eine  vollständige. 

Hat  man  z.  B.  bei  der  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungeu 
eine  übersehen  und  die  Ausgleichung  ohne  dieselbe  angestellt,  wor- 
auf man  nach  Beendigung  der  mühevollen  Arbeit  dadurch  kommt, 
daß  die  Widersprüche  nicht  gänzlich  beseitigt  erscheinen,  so  könnte 
man  die  unvollständig  ausgeglichenen  Beobachtungen  mit  Hinzu- 
ziehung der  vergessenen  Bedingungsgleichung  neuerdings  ausgleichen, 
wobei  man  gegenüber  der  von  vorne  anzufangenden  Rechnung  — 
wie  Gerling  meint  —  den  Vorteil  hätte,  daß  die  Arbeit  verhältnis- 
mäßig rascher  von  statten  ginge,  weil  die  noch  erübrigenden  Ver- 
besserungsreste   v"  sehr   kleine    Zahlen    sein    werden.    Allein    dieser 
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gewiß  nur  geriugfügi^'e  Vorteil  ist  niclit  der  eigentliciie  Zweck  dieser 
Untersuchung. 

Die  wichtigste  Anwendung  dieses  von  Oauli  (1H2»;)  aufgestellten 
Theorems  besteht  in  der  allmählichen  Klimination  der  Korrelaten. 
Wenn  nämlich  die  Anzahl  der  liedingungsgleichungen  sehr  groß  ist, 
so  daß  der  Eliminationsarbeit  „die  Geduld  des  Rechners  nicht  ge- 
wachsen ist",  so  gelangt  man  bequemer  zum  Ziele,  wenn  man  die 
Bedingungsgleichungen  in  zwei  Gruppen  teilt,  zuerst  eine  unvoll- 
ständige Ausgleichung  unter  Zugrundelegung  der  einen  (iruppe 
durchführt  und  sodann  die  unvollständig  ausgeglichenen  Beobach- 
tungen unter  Zugrundelegung  der  zweiten  Gruppe  allein  abermals 
ausgleicht.  Da  dieser  einfache  Vorgang  das  Zusammenstimmen  mit 
den  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  im  allgemeinen  wieder  stören 
würde,  so  wiederholt  man  mit  den  bereits  zweimal  verbesserten  Beob- 
achtungen die  Arbeit  in  beiden  Gleichungss5''stemen  so  lange,  bis  die 
erhaltenen  Verbesserungen  schließlich  keine  Veränderung  mehr  er- 
fahren. Hat  man  aber  mehr  als  zwei  Gruppen  von  Gleichungen  zu 
bilden  für  vorteilhaft  gefunden,  so  gelangt  man  in  ähnlicher  Weise 
durch  sukzessive  Annäherung  zu  den  endgültigen  Verbesserungen, 
indem  die  einzelnen  Gruppen  nacheinander  zur  Anwendung  kommen 
und  nach  der  letzten  wieder  zur  ersten  gegriffen  wird.  Selbstver- 
ständlich wird  der  Erfolg  dieser  Methode,  wie  Gauß  bemerkt,  sehr 
von  einer  geschickten  Anwendung  derselben  abhängen. 

Da  bei  Ausgleichungen  großer  Triangulierungsnetze  in  einem 
Gusse  durch  ein  leicht  vorkommendes  Versehen  die  dann  notwendigen 
Wiederholungen  sehr  unangenehm  werden  können,  so  wird  dieser 
Kunstgriff  oft  vorgezogen.  Im  allgemeinen  führt  aber  dieses  Ver- 
fahren der  allmählichen  Ausgleichung  nur  langsam  zum  Ziele,  indem 
es,  wie  Pizzetti*)  (1887)  gezeigt  hat,  schließlich  gegen  eine  be- 
stimmte Grenze  konvergiert,  wo  sämtlichen  Gleichungen  gleichzeitig 
Genüge  geschieht. 

Wird  bei  ausgedehnten  Dreiecksnetzen  eine  Teilung  der  Aus- 
gleichungsarbeit in  der  Weise  vorgenommen,  daß  das  gesamte  Netz 
in  mehrere  Netzteile  unterteilt  wird,  und  werden  alle  je  einem  Netz- 
teile entsprechenden  Bedingungsgleichungen  in  eine  Gruppe  zusammen- 
gefaßt, so  erscheint  dieses  Ausgleichungsverfahren  wegen  der  in 
diesem  Falle  verhältnismäßig  raschen  Konvergenz  ganz  zweckmäßig. 
Auf  diese  Weise  hat  auch  Paschen*-)  die  lod  Bedingungsgleichungen 


*)  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei    \ol.  III. 
**)  „Großherzoglich  Mecklenburg.  Landesvermeäsung".  II.  Band.  1S83. 
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des  Mecklenburger  Dreiecksnetzes  durch  Abteilung  in  fünf  Gruppen 
ausgeglichen,  wozu  er  fünf  Durchrechnungen  nötig  hatte,  um  die 
Widersprüche  schließlich  annähernd  auf  Null  zu  bringen. 

Daß  diese  gruppenweise  Ausgleichung  oft  vorteilhafter  erscheint 
als  eine  Netzausgleichung  im  ganzen,  lehrt  das  im  Zusammenhange 
ausgeglichene  sächsische  Hauptnetz  mit  seinen  159  Bedingungs- 
gleichungen. Nach  einem  Berichte  von  Nagel  (1876)  mußte  der  größte 
Teil  der  Rechenarbeit,  da  sich  nach  der  ersten  Auflösung  Differenzen 
vorfanden,  wiederholt  werden,  und  zwar  nicht  einmal,  sondern,  weil 
immernoch  kleine  Widersprüche  übrig  blieben,  viermal,  bis  schließlich 
ein  Zusammenstimmen  bis  auf  Hunderttausendstel  von  Sekunden  er- 
reicht wurde. 

§  41.  Trennung  der  Ausgleichung  nach  Winkel-  und  Seitengieichungen. 

Da  bei  Netzausgleichungen  die  wenigen  komplizierteren  Seiten- 
gleichungen die  Einfachheit  der  den  Winkelgleichungen  allein  ent- 
sprechenden Normalgleichungen  wesentlich  stören  und  daher  die 
Rechenarbeit  unliebsam  erschweren,  so  liegt  es  nahe,  das  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  geschilderte  Verfahren  dazu  anzuwenden, 
um  durch  Trennung  der  Ausgleichung  nach  Winkel-  und  Seiten- 
o-leichunofen  eine  Erleichterung  in  der  Rechenarbeit  herbeizuführen. 
Indessen  bietet  diese  Methode  nur  dann  einen  Vorteil,  wenn  gewisse 
Umformungen  vorgenommen  werden,  auf  die  wir  hier  näher  ein- 
gehen wollen. 

Sind  in  den  Fehlergleichungen  alle  absoluten  Glieder  bis  auf 
eines  gleich  Null,  bestehen  also  die  r  Fehlergleichungen 

«l  t^'l  +  «2  ^"2  T \-  anVn-{-W  =  0 

bi  Vi  +  h  V2  H -\-b„  Vn  =  ü 

Ci  i"i  -r  t'2  ^*2  H r  ^'n  '■»         "=  0 


(1) 


qi  Vi  -f  $2  fo  H h  ({n  Vn  =  C 

so  lassen  dieselben  eine  praktische  Umformung  zu,  welche  Gerling 
(1843)  in  folgende  Worte  kleidet:  „Wenn  zum  Behufe  der  Ausgleichung 
eine  gewöhnliche  Bedingungsgleichung  (Fehlergleichung)  zu  er- 
füllen ist,  außerdem  aber  noch  eine  Anzahl  anderer  Bedingungs- 
gleichungen erfüllt  werden  (bleiben)  sollen,  deren  absolutes  Glied 
=  0  ist,  so  kann  man  diesen  Zweck  durch  Erfüllung  einer  neuen 
Bedingungsgleichung  erreichen,  welche  man  dadurch  bildet,  daß  man 
die  sämtlichen  vorgegebenen  Gleichungen  addiert,  nachdem  man  die 
letzterwähnten  erst  mit  Zahlenkoeffizienten   multipliziert  hat,  welche 
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SO  bestimmt    sind,    daß    die  Summe    der  Quadrate   der  Kooffizieiiten 
in  der  neuen  Gleichung  ein  Minimum  wird." 

Um  dies  zu  beweisen,  multipliziere  mau  alle  Gleichun^'en  bis 
auf  die  erste  der  Reihe  nach  mit  U,  C,  .  .  .  (j  und  addiere  sie  dann 
zu  der  ersten.  Hiedurch  erhält  man  zunächst 


+  (a,  +  />5  7i  +  cj  CH [-72  U)  i\  + 

+ 

4-  (a„  -f-  ^«  -ö  —  c„  6'  -j \-  (j„  Q)  v„  -Lw  =  n 


(2) 


oder,    wenn    man    die    Klammerausdrücke    der    Reihe    nach    mit    A',, 
Ä'a,  .  .  .  A'„  bezeichnet. 

Kl  t'i  —  /C  ^2  -^ K„  ii„  —  ?o  =  0,  ('S) 

Sollen    die  Koeffizienten   B,  C\  .  .  .  Q  die   Minimumsbedingunfj: 
[KK]=min  erfüllen,  so  muß 


0 


[KK]  _  9[(a  +  hB^cC-...~-iiQY] 

Tß-- 9-B ■=2\hh\-=0 

-JTr  = 9C =  2fcA]  =  0 

9Q      = JQ -2lr/AJ  =  0 

gesetzt  werden,  also  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 
[ah]^[hh]B-[hc]C- ^^[hq\Q=i) 


[ac]  +  [6c]5-f  [cc](7--  .^[cr/]Q=.0  ,  ^^^ 


[aq]  -r  [hq\  B  -^  \cq]  C  -r  ■■■^  [qq]  Q  =  0. 

Werden  hieraus  die  Koeffizienten  B,  C,  .  .  .  Q  berechnet,  .so 
erhält  man  damit  auch  die  Ausdrücke  A'.  Nun  liefert  die  einzige 
Fehlergleichung  (3)  die  n  Korrelatengleiehungen 

Vi^^Kik,  to^A'g/-,     .  .  v„^=K„l,  (5) 

und  die  Normalgleichung 

[K K]  k  ^- »■  =^  0.  (6\ 

Somit  ist  /.•  =  —  rT^T-^  und  es  sind  die  einzelnen  Verbesserungen 

\7\  A  1 

nach  (5): 
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w 


'''  ~~  ~  Wk]  ^' 


w 


'''-~YKK]^' 


Führt  man    diese  Werte  in  das  System  (1)  ein,    so  erhält  man, 

[cK]  =0 


w  — 


10 


[KK] 


IC 


(7) 


Da  aber  die  Faktoren  [b  K],  [cK],  .  .  .  [qK],  wie  oben  ent- 
wickelt, gleich  Null  sind,  und  [aK]  =  [KK]  ist,  weil  —  die  Klammer- 
ausdrücke in  (2)  der  Reihe  nach  mit  den  betreffenden  Ä^  multipliziert 
und  dann  addiert  —  die  Gleichung 

[KK]  =  [aK]  +  [bK]B^  [cK]  C-i-..-+[qK]  Q 

ergeben,  worin  alle  Glieder  der  rechten  Seite  bis  auf  das  erste 
gleich  Null  sind  und  daher  auch  die  erste  Gleichung  des  Systems  (7) 
übergeht  in  w  —  tu  =  0,  so  sieht  man,  daß  tatsächlich  unter  Zugrunde- 
legung der  einzigen  Fehlergleichung  (2)  auch  das  System  der  r  Fehler- 
gleichungen (1)  erfüllt  ist. 

Gauß  hat  diese  Methode  unter  gleichzeitiger  Anwendung  des 
sukzessiven  Annäherungsverfahrens  bei  der  hannoverschen  Grad- 
messung angewendet,  indem  er  jede  Seitengleichung  mit  Hilfe  der. 
Winkelgleichungen  derselben  Figur  umformte  und  dann  die  Winkel- 
gleichungen für  sich  allein  und  nach  Einführung  der  unvollständigen 
Verbesserungen  in  die  umgeformten  Seitengleichungen  diese  allein 
der  Ausgleichung  unterwarf.  Bei  43  Winkel-  und  12  Seitengleichungen 
kamerbereits  nach  drei  Wiederholungen  zum  Ziele,  während  Gerling*), 
der  im  kurhessischen  Dreiecksnetze  gleichfalls  das  allmähliche  Aus- 
gleichungsverfahren, jedoch  ohne  Umformung  der  Seitengleichungen 


*)  ..Beiträge    zur  Geographie  Kurhessens    und    der    umliegenden    Gegenden 
aus  der  kurhessischen  Triangulierung  der  Jahre  1822  bis  1837".  Kassel  1839. 


i;   4:2.  Beispiel.  (Ausgleichung  eines  Viereck«.)  jgy 


s 


anwandte,  boi  24  Winkel-  und  21  Seitengloichungen  die  Rechnung 
dreizuhnmal  wiederholen  muUte. 

In  historischer  Hinsicht  wäre  hier  noch  zu  erwähnen  die  Netz- 
ausgleichungsmethode von  Schlcieruiachor  (vor  1H30),  worüber 
von  Ilelmert  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  1H69,  S.  201,  und 
von  Neil  in  der  Zeitschr.  f.  Vermessungsw.,  1881,  S.  1  u.  lO'.t.  be- 
richtet wurde. 

Eine  Erweiterung  des  Gaußschen  Verfahrens  hat  Krüger  an- 
gegeben in  der  Abhandlung:  „Über  die  Ausgleichung  von  bedingten 
Beobachtungen  in  zwei  Gruppen".  (Veröffentl.  des  königl.  preuß. 
Geodätischen  Instituts,  1905.) 

§  42.  Beispiel.  (Ausgleichung  eines  Vierecks.) 

Um  die  Anwendung  dieser  Methode  an  einem  Beispiele  zu 
zeigen,  beti*achten  wir  den  einfachen  Fall,  daß  in  einem  Viereck 
alle  8  Winkel  zwischen  den  Seiten  und  Diaironalen  gemessen  seien, 
wie  in  dem  Zahlenbeispiele  des  §  62  im  ersten  Bande.  Man  hat  dann 
vier  Bedingungsgleichungen,  nämlich  drei  Winkelgleichungen  und 
eine  Seitengleichung.  Werden  die  drei  Winkelgleichungen,  welche  be- 
deutend einfacher  gestaltet  sind  als  die  Seitengleichung,  zuerst  un- 
vollständig ausgeglichen  und  die  hiedurch  erhaltenen  Verbesserungen 
c  in  dieselben  eingesetzt,  so  verschwinden  die  absoluten  Glieder 
darin.  Behandelt  man  diese  Winkelgleichungen  mit  Zuziehung  der 
entsprechend  umgeformten  Seitengleichung  weiter,  so  gestaltet  sich 
die  Rechenarbeit  in  Ansehung  der  hier  entwickelten  Methode  wesentlich 
einfacher  und  rascher. 

Wir  setzen  aus  dem  Zahlenbeispiele  S.  245  des  ersten  Bandes 
die  vier  Bedingungsgleichungen  an: 

i'i-f-         ^2+         '■{ -fs-r  2-6 :=Ü 

1;+         r,-f-  r,-  r, -  1-7  =  0 

c, +         'e-t-t-T-r'-s—  3-9  =  0 

—  18-98  i-i— 2-14  r.— 2-69  r3— 4-79  r4-^-007/v,  4- 9-57  r«  .    •    •    •     —73-9  =  0. 

Die  unvollständige  Ausgleichung  mit  alleiniger  Zuziehung  der 
drei  Winkelgleichungen  liefert  die  Korrelaten 

A-;  =  — 2-700,  Ä-2  =  -f  1-773,  A-3=  + 2-325 

und  die  partiellen  Verbesserungen 

fi=  — 0-375  i-;= -7-1-775 


r3  =  — 0-923  1-^=  4-2-325 

i-;  =  — 0-925  c:  =  -\-2-32b 

v^  =  +l■T7b  1-8  =  —  0-375. 
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Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Bedingungsgleiehungen 
erhält  mau  die  Umformungen 

v'r  +        v'J  +        < +  v:   .   .  .   .  =  0 

....«;'+  v',-\-  cl'  +  < = 

»'.' +  f'o  +<  +  v's'    .    .    .    .    =0 

-  18-98  v['  -L  2-U  v'^  -  2  69  u';  +  4-79  rl'  -j-  0-07  r-  +  9-57  r.'/    .    .    .    .     _  :{5-397  =  0. 

Jetzt  kann  man  zur  Weiterrechnuug  zwei  Wege  einschlagen. 
1.  Rechnet    man    nach    ij  41,    so   hat  man  die  Gleichungen  auf- 
zulösen: 

4^  +  2  C+  2  Z>— 19-53  =  0 
2B-\-iC  -f    4-31  =  0 

2B -f4Z)—    9-41  =  0 

5=^8-49  C  =  — 5-;i225.  i>=  — 1-^925. 

Damit  bildet  man 


KK 

Ä'i—  — 18-98+5    .    •      i    I)—        12-3825 

153-33 

^0  — —    2-14  — ß-fC-    .    .— ^     5-3075 

28-17 

^3  —  —    2-69— 5+ C.        .—          0-4775 

0-23 

K,  —  ^    4-79    .    .    +C-          —          0-5325 

0-28 

Ä5        --    007    .    .    -i-  C      •    •                5-2525 

27-59 

Ä'e  — —    9-57 T-D— J-    7-6775 

58-94 

^   — D                  1-S99'S 

3-58 

43-53 

-«■■»--                    •      •                 J-X    i     0 1' /w  cf 

Äg— ß    .    .    —  D—  -       6-5975 

zur  Kontrolle  ist  [iv  ]  —        0-0000 

315-65 

/•                 ""'             ^^'^^^        0-11-^11 

^^             [Ä^Ä']        315-65           ^^^^^^ 

?-i  —  —  1-388                 r's  —  —  0-589 

Iz-'a  —  —  0-595                   r  6  —  —  0-863 

i;3  —  — 0-053                rV—  -0-212 

v'i  —  —  0-060                 r  g  —  —  0-740. 

Endgültige  Verbesserungen: 

Vi  —  —  0-375  —  1-388  —  —  1-763 

V2  —  —  0-925  -T  0-595  —  —  0-330 

^3  —  —  0-925  —  0-053  —  —  0-872 

1-4  — +  1-775  — 0-060—        1-715 

1-5  —  -^  1-775  —  0-589  —  -p  1  -186 

Vg  =  T  2-325  +  0-863  =  +  3-186 
C;  =  —  2-325  —  0-212  =  —  2*113 
i-g  =  —  0-375  —  0-740  =  —  0-365. 
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2.  Rechnet  man  nach  §  40,  so  liefert  die  volKständij^e  Aus- 
gleichung unter  Zugrundelegung  der  umgeformlt-n  liedingungs- 
gleichungen  die  Korrelaten. 

A;';  =  + 0-95205,  /.•2  =  — 0-59687,  k.j  =  —  V2122o,  /c,  = -}- O'l  1  214 
und  zur  Kontrolle  bis  auf  Abrundungsreste  mit  den  Werten  S.  240 
im  ersten  Bande  übereinstimmend: 

Aj  =  A-;  A-  k'i  =  —  2-700  -;-  0-95205  =  —  1-747H.') 
ÄTo  =  A'o -j- /f  2  =  -f-  1-775  — 0-59687  =  ^  1-17H13 
^3  =  k;  -i-  Ag  =  -j-  2-325  —  <i-21223  =  -j-  2-11277 
Ä;4  =  0   —/.-^  =4-0-1  1214. 

Die  Weiterrechnung  nach  Gleichung  (8)  des  i;  40  ergibt  die- 
selben r"  und  daher  auch  dieselben  /•  wie  zuvor  in  Übereinstimmung 
mit  den  Resultaten  S.  247  des  ersten  Bandes. 

§  43.  Der  Schreibersche  Satz. 

Man  kann  die  Genauigkeit  oder  das  Gewicht  einer  durch  Be- 
obachtungen zu  bestimmenden  Größe  durch  entsprechende  Ver- 
mehrung der  Beobachtungen  beliebig  steigern,  wodurch  aber  auch 
die  aufzuwendende  Mühe  in  demselben  Verhältnisse  wächst.  Es 
erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob  bei  einer  vorgeschriebenen  Anzahl 
von  überschüssigen  Beobachtungen  die  Genauigkeit  der  zu  bestim- 
menden Größe  erhöht  werden  kann,  wenn  gewisse,  darauf  besonderen 
Einfluß  nehmende  Elemente  auf  Kosten  minder  wichtiger  Elemente 
häufiger  beobachtet  werden,  ohne  daß  hiedurch  das  bestimmte  Maß 
an  Arbeit.  Zeit  und  Mühe  überschritten  werde. 

Verfolgt  die  Messung  eines  Dreiecksnetzes  einen  besonderen 
Zweck,  z.  B.  die  Vergrößerung  einer  direkt  gemessenen  Basis,  so 
wird  es  gewiß  vorteilhafter  sein,  anstatt  alle  vorhandenen  Richtungen 
zu  beobachten,  die  darauf  verwendete  Arbeit  auf  eine  häufigere  Be- 
obachtung derjenigen  Richtungen  zu  verwenden,  durch  welche  die 
abzuleitende  Seite  am  schärfsten  bestimmt  wird.  Es  wird  also  zu 
untersuchen  sein,  welche  Elemente  bei  einem  bestimmten  Aufwand 
an  Arbeit  oder  bei  einer  gegebenen  Anzahl  von  Beobachtungen 
relativ  häufiger  zu  bestimmen  und  welche  Elemente  unbeschadet  der 
zu  erreichenden  Genauigkeit  des  Resultates  weniger  oft  oder  auch 
gar  nicht  zu  beobachten  sind. 

Schreiber  (1882),  welcher  diese  Frage  gestellt  und  zugleich 
auch  beantwortet  hat,  kleidete  diese  wichtige  Aufgabe  in  folgende 
Worte:  „Es  sei  ein  Dreiecksnetz  vorgelegt,  worin  die  Winkel  roh 
angenähert  bekannt  sind.  Welche  Winkel    müssen    auf  jeder  Station 
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beobachtet  werden  und  wie  oft  müssen  sie  beobachtet  werden,  damit 
bei  konstanter  Anzahl  sämtlicher  Beobachtungen  im  Netze  das  Ge- 
wicht 0  des  plausibelsten  Wertes  von  U so  groß  wie  möglich  werde?" 
Als  Vorbereitung  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sei  folgende  Be- 
trachtung angestellt.  —  Liegen  n  Winkelmessungen  /,  bis  /„  mit  den 
Wiederholungsgewichten  gi  bis  g„  vor  und  ist  U  eine  lineare  Funktion 
aller  ausgeglichenen  Winkelwerte,  so  ist  das  Gewicht  G  von  U  nach 
§  60  des  ersten  Bandes,  Gleichung  (9),  gegeben  durch 


G        L    r/   J        q, 


Fl 


F^ 


0) 


worin  -Fi  bis  i%,    als    Funktionen    der  g  durch   folgende    Ausdrücke 
bestimmt  sind; 


F.  =  fo 


«2  rj 


^1  to 

6o  r., 


9 


2  Ir    y 


(2) 


Ctu  ti 


-bnXo  — qn  tr   | 


(3) 


Die  analytische  Fassung    der  Schreiberschen   Aufgabe    lautet 
nun,  es  ist  G  zu  einem  Maximum  zu  machen  unter  der  Bedingung, 

daß  ^1  4"  .92  H h  5^"  =  [9]  konstant  bleibt.  Setzt  man  in  (1)  die  Werte 

aus  (2)  ein,  so  wird 

1  =  1(/, -I- ai  i-i  - i,  r, -4- ••.)^'  +  ^(/2  +  a3ri-/.or2 -}-■.•)=  +  ••• 
Durch  Differentiation  von  ^  nach  allen  r  erhält  man  die  linken 

Cr 

Seilen  der  Gleichungen  (3),  welche  gleich  Null  sind;  folglich  sind  auch 
die    Differentialquotienten  von  ^  nach  allen  r  gleich  Null,  nämlich: 


1(1)  _^ 

dxi        gi 
dXi  gi 


-   ^2        , 

-T «2  + 

9-- 


F\ 
9" 


ein 


9-2 


F 

—  b„  =  o 

.  usw. 


(4) 
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Der  Stellung  der  Auff,'abo  gemäß  fungieren   dw  (Jewiehte  7  als 
Veränderliche;  bildet  man  dementsprechend  die  Differentiahiuotiouten 

von    ^ ,  nach  :illen  7,  so  erhält  man 


ig)_    .?/(«),../(«), 


'^r,  _Fi 


iM,__n, ''(^)^_F^ 

dgs  ol  '  d(Jn  u'i 


somit  ist  das  totale  Differential  von  (1) 

Dieses  Resultat  würde  sich  auch   ergeben,    wenn    in    (l  )    die  F 
von  den  g  unabhängig  wären. 

Um   das  Minimum  von    ,,   für    [fj]  =    konstant    zu    entwickeln, 

schlagen  wir  den  von  Runge  (1890)  angegebenen  Weg  ein  und 
führen  zu  diesem  Behufe  für  die  g  die  neuen  Bezeichnungen 

9i  =  ^>  9i  -^^  •^"2>  -^»1  =  341 

ein,  um  anzudeuten,  daß  alle  g  notwendig  positiv  sein  müssen.  Man 
hat  dann  statt 

— i— ^  = .,    zu  setzen :  — }—^  = ~-  a:,.        (b) 

dgi  9:  iiXi  f, 

Soll  nun  unter  Einhaltung  der  Bedingung 
-7-,  ein  Minimum  werden,    so    hat    man    die    mit  einer  unbestimmten 

Cr 

Korrelate  /.  multiplizierte  linke  Seite  dieser  Bedingungsgleichung  zu 
(1)  hinzuzufügen  und  hierauf  die  Differentialquotienten  dieses  Aus- 
druckes nach  allen  ./•  gleich  Null  zu  setzen.  Der  betroffende  Ausdruck 
lautet: 

Lr 


d 


'O*-"^"      '■-"'      ""D' 


fe)^3;,x 


folglich  ist  allofemein  ,    ^  -^  2?.t  ---  0,  ^  .^  1.  2, . . .  // 

aXi 
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und  speziell  mit  Kücksicht  iiuf  (•">) 

(g-A)..=0,  (g-.).,,  =  0,..-(g_A)..  =  0.    (7) 

F- 
Daraiis  ireht  hervor,  daß  entweder  x,=  0  oder— ^  =7.  sein  muß.  Da 

Fl     Fn  F„ 

zwischen   den  Quotienten  — ,  — , "  die  r  Bedingunosgleichungen 

.Vi  9-^  9" 
(4)  bestehen,  wobei  n  >  >•  ist,  so  sieht  man  ein,  daß  von  den  Ge- 
wichten </i,  <72.  •••.9»  iiur  n  —  r  Gewichte  willkürlich  angenommen 
werden  können,  während  die  übrigen  durch  die  Bedingungsgleichungen 
(4)  dann  schon  bestimmt  sind.  Die  Folge  davon  ist,  daß  von  den 
Gleichungen  F'\:g'\  =  l  höchstens  n — r  erfüllt  sein   können,    so  daß 

fF^-         \ 
in  den  ??  Gleichungen  (7)  der  Faktor  [-—  —  Ij  nur  {ii  —  r)-mal,    der 

9' 
Faktor  Xi=^Ygi  aber  7 -mal  Null  wird  (spezielle  Fälle  ausgenommen). 
Von   den  n  Gewichten    sind  also  nur  so  viele  von  Null  verschieden, 
als  zur  Bestimmung  der  Funktion   U  selbst  nötig  sind. 

Sind  beispielsweise  die  r  letzten  Gewichte  von  gn  ,+1  bis  g,„ 
also  auch  die  Größen  Xn-r+i  bis  Xn  gleich  Null  und  bildet  man  die 
entsprechenden  Quotienten  Fiigi  für  i  =  n  —  r  -\-  1  bis  i  =  n,  so  sieht 
man,  da  mit  Hinweis  auf  die  Gleichungen  (4)  diese  Quotienten  keine 
unendlichen  Werte  geben  können,  dai3  auch  Fr,-r+i  bis  i^n  Null  sein 

müssen,  und  daher  das  Minimum  von  ^  bestimmt  ist  durch  den 
Ansatz: 

=  l{xi^xl-\- 
Zugleich   erkennt  man,  daß  wegen   F^;=^?.g^.    (für   i- 

G 

Die  günstigste  Gewichtsverteilung  wird  also  erhalten,  wenn  man 

in   den  Gleichungen  (2)  eine  Anzahl  r  von  den  Größen  F  gleich  Null 

setzt  und  daraus  die  übrigen  berechnet.  Von  allen  hiebei  möglichen 

T^-,1         1  i        ,,  /^'A        n(n — 1).-.(« — r-\-l)     . 

Fallen,  deren   Anzahl  L,  )  =  — ^ — ■_ ■ — -   ist,    gibt    dann 

diejenige  Kombination  die  günstigste  Gewichtsverteilung,  für  welche 
die  Summe  [|i^i]  am  kleinsten  erhalten  wird.  Diejenigen  g,  welche 
mit  den  nicht  verschwindenden  F  gleichen  Index  besitzen,  sind  den 
absoluten  Beträgen    der    entsprechenden  F  proportional    zu    setzen. 


+  9n- 

r)- 

-\-xl. 

-r)  = 

:  A  C. 

1,2,3, 

•  •  «  - 

-r) 

die  Beziehung  besteht:  ]  i^i  |  +  |  J'g  H h  I  ^^  I  =  ^^^^ ^  =  |^  - 


I 
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wobei  der  Proportionalitätsfaktor  durch  die  gegebene  Summe  [7] 
bestimmt  ist;  die  einzelnen  7.  sind  demnach  zu  berechnen  nach  der 
Formel 

\F-\ 

9i=Yir^^[!j\.  (H) 

Das  Problem,  in  einem  Dreiecksnetze  die  Gesamtarbeit  der 
Winkelmessung  auf  die  einzelnen  Winkel  des  Netzes  in  der  öko- 
nomisch vorteilhaftesten  Weise  zu  verteilen,  so  daß  z.  B.  eine  be- 
stimmte Seite  mit  möglichst  großem  Gewichte  erhalten  werde,  findet 
in  der  Gleichung  (8)  seine  analj^tische  Lösung.  Dieser  sogenannte 
.,Schreibersche  Satz"  wird  nach  Jordan  in  folgender  Weise  aus- 
gesprochen: ,Wenn  in  einem  Dreiecksnetze  mit  Bedingungsgleichungen 
eine  Seite  mit  möglichst  großem  Gewichte  G  bei  konstanter  Summe 
[(]]  der  Winkelmessungsgewichte  gi,g2,---  bestimmt  werden  soll,  so  ist 
unter  den  hiezu  möglichen  Verteilungen  der  Gewichte  7,,  ^2  •■  •  jedenfalls 
eine  Verteilung,  in  welcher  nur  so  viele  Gewichte  </  wirklicii  vor- 
kommen, als  die  Zahl  der  zur  Bestimmung  jener  einen  Seite  un- 
umgänglich nötigen  Winkel  beträgt,  während  die  übrigen  Gewichte  /y 
alle  gleich  Null  zu  setzen  sind." 

Der  Schreib  ersehe  Satz  über  die  günstigste  Gewichtsverteilung 
wurde  zuerst  mitgeteilt  von  Schreiber  selbst  in  der  Abhandlung: 
„Die  Anordnung  der  Winkelbeobachtungen  im  Göttinger  Basisnetze" 
in  der  „Zeitschrift  für  Vermessungswesen",  1882.  Bezugnehmende 
Schriften  sind: 

Bruns:  „Über  eine  Aufgabe  der  Ausgleichungsrechnung''  in  „Ab- 
handlungen der  math.-phys.  Klasse  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften",  1886,  S.  517. 

Jordan:  „Die  günstigste  Gewichtsverteilung"  in  Zeitschr.  f. 
Verm.",  1888,  S.  641. 

Simon:  „Gewichtsbestimmungen  für  Seitenverhältnisse  in 
schematischen  Dreiecksnetzen"  in  „Veröffentl.  des  Königl.  Preuß. 
Geodät.   Instituts",  1889. 

Runge:  „Der  Schreibersche  Satz^  in  „Zeitschr.  f.  Verm.",  1890, 
S.  21. 

Eggert:  «Über  die  günstigsten  Punktlagen  beim  Einschneiden" 
in  „Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik",  1903,  S.  14.'). 

Helmert:  „Die  Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate",  1907,  S.  553. 

Klingatsch:  „Über  die  günstigste  Anordnung  der  Winkel- 
messungen in  einem  Dreieck"  in  „Österr.  Zeitschr.  f.  Verm.",  19u8, 
S.  359. 


m.  Abschnitt. 
Aufstellung  empirischer  Formeln. 

JI.  Erweiterte  Auffassung"  des  Ausgleiehungsproblems. 

§  44.  Die  Ausgleichungskurve  und  die  Interpolationsformel. 

Hat  man  entsprechend  der  stetigen  Funktion  y  =^f{x)  für  be- 
stimmte Argumente  x^,  Xo,  ■•  -Xn  die  zugeordneten  Funktionswerte 
2/1.  2/2.  ■•■yn  durch  Beobachtung  erhalten  und  trägt  die  Argumente  .r 
als  Abszissen,  die  zugehörigen  Fuuktionswerte  y  als  Ordinaten  eines 
ebenen  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  auf,  so  liefern  die  zu- 
sammengehörigen Wertepaare  Xi,yi]  Xo,y2',  ■■■x„,yn  n  Punkte  Pi,  P,, 

■  ■  P„,  welche  —  durch  einen  kontinuierlichen  Linienzug  miteinander 
verbunden  —  den  zwischen  P^  und  P„  begrenzten  Teil  der  durch 
die  Gleichung  y  =  /  (x)  definierten  Kurve  zur  Darstellung  bringen, 
vorausgesetzt,  daß  die  beobachteten  Größen  fehlerlos  in  die  graphische 
Darstellung  eingehen. 

Infolge  der  Beobachtungsfehler  werden  aber  die  geometrischen 
Darstellungen  der  Beobachtungswerte  von  dem  regelmäßigen  Verlaufe 
der  dem  anal3^tischen  Ausdrucke  der  Funktion  y  =  f{x)  entsprechenden 
stetigen    Kurve    insofern    abweichen,    als    der    die    Punkte    Pj,    Po, 

■  ■  Pn  verbindende  Linienzug  unregelmäßige  Ein-  und  Ausbiegungen 
aufweisen  wird.  Sache  der  Ausgleichungsrechnung  ist  es  dann,  zwischen 
die  durch  Beobachtungen  bestimmten  Punkte  eine  Kurve  so  ver- 
glichen hindurchzulegen,  daß  sie  sich  den  gegebenen  Punkten  „mög- 
lichst gut  anschließt"  oder  ,.am  besten  anpaßt".  Diese  Kurve  wird 
die  Ausgleichungskurve  genannt. 

Ein  ähnliches  Verhalten  zeigen  auch  zusammengehörige  Werte- 
paare (3;,  y),  für  welche  die  Funktion,  welche  die  Beziehung  zwischen 
den  unabhängigen  und  den  abhängigen  Variablen  darzustellen  hat, 
ihrer  Form  nach  unbekannt  ist.  Dann  liegt  die  Aufgabe  vor,  die  für 
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ganz  bestimmto  Ari^^umentwerte  x  durch  Beobachtun{?en  erlangten 
Funktionswerte  y  durch  eine  ausp:leichonde  Kurve  oder  einen  ana- 
lytischen Au.'^druck  näherungswcise  darzustellen.  Mit  Hilfe  dieses 
Ausdruckes,  welcher  die  Interpolationsformel  genannt  wird,  ist 
man  imstande,  zu  jedem  beliebigen  Argumente  den  zugeordneten 
Funktionswert,  der  sonst  durch  Beobachtung  oder  Messung  erhalten 
wird,  zu  berechnen,  allerdings  mit  der  Einschränkung,  dalj  die  s<» 
erhaltene  Interpolationsformel  nur  innerhalb  des  Bereiches  jener 
Argumentwerte,  welche  durch  Beobachtungen  erhalten  wurden,  volle 
Geltung  besitzt. 

Die  Interpolationsformel  ist  das  Ergebnis  einer  analytischen 
Untersuchung,  die  Ausgleichungskurve  das  Ergebnis  des  graphischen 
Verfahrens  zur  Ermittlung  der  wahrscheinlichsten  oder  vorteilhaftesten 
Werte  einer  Funktion,  welche  gegebenen  Argumenten  entspricht. 

Fig.  39. 


In  den  in  der  Praxis  sich  darbietenden  Ffdlen  wird  der  Funktion 
ij=f{x)  meistens  die  Form 

y=za^~-  ciy  X  Ar  «2  a;^  -}-  Og  a-^  -| \-a,„  x" 

gegeben,  wo  ao,ai,('o,- --a,,,  Parameter  sind,  die  durch  Ausgleichung 
ermittelt  werden  sollen.  Die  diese  Funktion  darstellende  Kurve  ist 
für  m  =  l  eine  Gerade,  für  m  =  2.  vi  ^3  usw.  eine  Parabel  der 
2-ten,  3-ten  .-Ordnung.  Jedes  Wertpaar  (x,y)  oder  jeder  Kurven- 
punkt P  liefert  eine  derartige  Gleichung  zur  Bestimmung  der 
unbekannten  Parameter.  Ist  nun  die  Anzahl  der  gegebenen  Kurven- 
punkte größer  als  die  der  Parameter,  so  liegt  in  erweiterter  Auf- 
fassung des  Ausgleichungsproblems  eine  Aufgabe  der  Ausgleichungs- 
rechnung vor,  welche  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
löst werden  kann. 

Die  ausgleichende  Kurve  kann  graphisch    oder  rechnerisch  be- 
stimmt werden.  In  Fig.  39  erscheint  dieselbe  zwischen  den  Punkten 
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Pi  bis  7^,  derart  durchgelegt,  daß  sie  sieh  dem  Augenmaße  nach 
allen  Punkten  gleichmäßig  am  besten  anschmiegt.  Ein  strenges 
Hineinlegen  nach  dem  Prinzipe  des  „besten  Anschmiegens"  läßt  sich 
aber  graphisch  nicht  leicht  erreichen,  abgesehen  davon,  daß  ein 
geometrisch  anwendbares  Maß  für  die  Beurteilung  des  Anschmiegens 
oder  Anpassens  einer  Kurve  an  ein  System  zerstreuter  Punkte  von 
vornherein  sich  nicht  angeben  läßt 

Setzt  man  aber  fest,  daß  diejenige  Kurve,  die  am  besten  sich 
anschmiegende  ist,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände 
aller  durch  die  Beobachtungen  gegebenen  Punkte  von  der  aus- 
gleichenden Kurve  ein  Minimum  wird,  so  stellt  sich  die  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  entsprechende  rechnerische  Ausgleichung  ein- 
facher und  bequemer  als  die  graphische. 

Die  Ordinate  des  Schnittpunktes  S  der  Ausgleichungskurve  mit 
der  Ordinatenachse  stellt  den  wahrscheinlichsten  Wert  der  absoluten 
Größe  cty  dar  (in  der  Fig.  mit  c  bezeichnet),  während  die  zwischen 
der  Kurve  und  der  durch  )S  gelegten  Abszissenparallelen  Sx  abge- 
schnittenen Ordinatenstücke  die  Summe  der  Glieder  a^  a;  -|-  «2  *^  H 

repräsentiert.  Für  m  =  1  geht  die  Kurve  in  eine  Gerade  ?/  =  cto  -f-  aj  cc 
oder  in  üblicher  Schreibweise  y  =^ax  ~\-  b  über;  sie  heißt  die  „Aus- 
gleichungsgerade", wenn  in  deren  Gleichung  die  wahrscheinlichsten 
oder  vorteilhaftesten  Werte  der  Unbekannten  a,  b  eingesetzt  werden. 

Liegen  mehrere  durch  Beobachtungen  erhaltene  Gleichungen 
dieser  Art  vor:  y^==ax,^b 

1/2  =  a  X2  +  6 


y„  =  a  Xn  -j-  ö, 
und  werden  hieraus  die  unbekannten  Parameter  a,  b  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  berechnet,  so  werden  sich  nach  Ein- 
führung der  so  berechneten  Parameter  in  die  gegebenen  Gleichungen 
Widersprüche  v  ergeben,  welche  aber  nicht  von  den  Beobachtungs- 
fehlern allein  herrühren,  sondern  auch  infolge  der  Abweichung  der 
genäherten  Darstellung  der  Funktionswerte  von  den  theoretischen 
Funktionswerten  erzeugt  werden.  Berechnet  man  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  die  Werte  der  Parameter  a  und  &,  so  kann 
die  Formel  y^,,^_^j, 

als  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  den  Beobachtungen  in  ihrer 
Gesamtheit  ^möglichst  genau  genügt".  Das  Minimum  von  [vv]  ist 
aber  dann  nicht  mehr  ein  „Maß  der  Genauigkeit"  der  Beobachtungen, 
sondern  ein  „Maß  für  das  Genügen"  der  empirischen  Formel. 
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§  45.  Widerspruchslose  Ausgleichung. 

Hat  man  zu  den  Ari^uimenton  .r,,  a-...,  .  .  .  x,,  diu  Heobaclitun<,'en 
.'/i>  y-2,  ■  ■  •  .'/"   orlialten,    W(>l)ui    dio    zusanimpni|:ehüri^'t'n    Werte  .r„  »/< 
)i)  dio  (Heichungen 


i 


1      *> 


axi  -i-  b  - 

a  x„  -t-  6  - 

-  y,.  —  0 

1» 


erfüllen  sollen,  so  ergeben  sich  die  vorteilhaftesten  Werte  von  «  und  b 
nach  dem  Problem  der  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen 
aus  den  Normalgleicliungen: 


{xx\  a  -i-  [.<•]  b  —  [xij]  =  0  ) 


(2) 


Werden  die  hieraus  ermittelten  Parameter  a  und  b  in  die 
Gleichungen  (1)  eingesetzt,  so  werden  sie  nicht  auf  Null  ausgehen, 
sondern  folgende  Widersprüche  ergeben: 


a  X 


^  — «/i 


axo-\-b  —  ]j.^  = 
b 


a  x„ 


Vn 


<•„. 


(3) 


Diese  Widersprüche,  die  so  beschaffen  sind,  daß  deren  Quadrat- 
summe ein  Minimum  bildet,  können  auch  ganz  zum  Verschwinden 
gebracht  werden,  und  zwar  dadurch,  daß  an  den  Größen  x,  y  ent- 
sprechende Korrektionen  J  x,  Jy  angebracht  werden.  Die  vorteil- 
haftesten Korrektionen  werden  hiebei  diejenigen  sein,  deren  Quadrat- 
summe ein  Minimum  ist.  Setzt  man  statt  Xi,  t/,  beziehungsweise 
•i-.-p-z/.x-,,  yi-^Jy;,  so  müssen  die  Bedingungsgleichungen  bestehen: 

a  (a.-i  ^ylx,)-b  —  (/A  +  ^//i)  =  0  | 
a  (xa  ^Jx.)^b  —  (y^,  -f  ^//j)  =  0  I 


a  {x„  -{-  Jx„)-j-b  —  (//„-t-  Jyn) 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3) 

a  J  Xi  —  J  yi  -r  i-i  =  0  | 
a  .J  Xz  —  ^  yi  -!-  ''3  =  0  ( 


—  0 


(4) 


aJxn  —  ^yn  -h  y»  =  0. 

Wellisch,   Ausgleichungsrechuung  11. 


(5) 


LS 


i;i4 


Widerspruchslose  Ausgleichung. 
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Sollen  die  Korrektionen  .J.ViyJy;  die  kleinsten  Werte  annehmen, 
so  muß  mich  dem  Problem  der  Ausgleichung  bedingter  Beobach- 
tungen 

sein.  Damit  den  beiden  Forderungen  (ö)  und  (6)  gleichzeitig  ent- 
sprochen werde,  muß  nach  ij  54  des  I.  Bandes.  S.  '211,  für  jede 
Gleichung  des  Sj'stems  (5)  der  Ausdruck 

{(^  a-,.)2  -1-  (_7  y^y )  —  2  /.•  («  J  X,  -  .d  ,j ,  4-  v) 

ein  absoUUes  Minimum  sein:  es  müssen  daher  die  partiellen 
Differentialquotienten  dieses  Ausdruckes  nach  J  xi  und  Jyi  einzeln 
gleich  Null  werden.  Die  Ausführung  der  Differentiation  gibt: 

2  y]  X;  d  {zl  Xi)  —  2  h  a  d  {zJ  x.)  =  0 
2  z/  yid{Jyi)  -i-2k    d {ziy)  =  0 

oder  z/  .r,-  =  —  «  /.-,  -^  yi  =  —  /•", 

folglich  ist  a  ^  X;  —  zJ  yi  —  r,-  =  /,•  ( l  -f  a-)  -j-  V;  =  0 

Vi 


und 


zJXi 


k  =  - 


avi 


a- 


^Vi 


Vi 


Damit  gehen  die  Gleichungen  (4)  über  in 

Vi 


a     Xi 


—  b 


Vi 


1 


a' 


=  0; 


sie  sind  so  beschaffen,  daß  sie  auch  einzeln  die  Ausgleichuugsgeraile 
ohne  Widerspruch  zur  Darstellung  bringen. 

Beispiel.  Gegeben  seien  die  4  Punkte  ]\,  P.,,  Pg,  P^  (Fig.  40), 
die  in  einer  Geraden    liegend  angenommen  werden: 


y  = 


X  a 


h 


Pj ^  046  =  1-09  a  -.-  b 

Pa 0-34  =  1-12« -4- 6 

Pg ^o•01  =  l•.^4  a-|-6 

P4...  — 0  G7=  1-82  a  +  ^. 


} 


[V 


Die  Xormalgleichungen  hiezu  lauten: 

8-12«-)- 5-5.7  6  ^0-31  =0 
5-57  a-t-4-00  6  —  0'14  =  o; 

die  Auflösung  gibt:  a  =  — 1-388,  />  = -i-  r968, 
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folglich  lautet  die  Gleieliung:  der  Ausf^leichunpsireraden: 

//  =  — 1-388  a;-- 1-96«. 

Dieselbe  kann  mit  Hilfe  der  beiden  Xormal^^leichiinj^en,  deren  jede 
einen  I'nnkt  der  Ausgleiehuno;sgeraden  liefert,  fjezeichnet,  be/.iehun^'^s- 
weise  k<jntrolliert  werden.  Dividiert  man  nämlieh  die  Normalfrlei- 
cliunjren  dureh   die  betreffenden  Koeffizient<Mi  von  h,  so  erhält  man 

1-458«  —  h  —  0-05<J  =  0 

1-392  a -f-/^  — 0-036  =  <\ 

Fi<r.  -40. 


folglich  sind  x=-r  l'^ÖS, y  =  —  0-056  und x'  =  —  1-392,  f  =  —  0-036 
die  Koordination  zweier  Punkte  der  Ausjjleichunrrsgeraden,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Die  in  der  Richtung  der  Ordinaten 
gemessenen  Abstände  der  gegebenen  Punkte  von  der  ausgleichenden 
Geraden  sind  die  Widersprüche  v,  deren  numerischen  Werte  er- 
geben sich,  wenn  in  den  Gleichungen  (7)  die  wahrscheinlichsten  Werte 
der  Parameter  «  =  —  1-388,  6  = -- 1-968  eingesetzt  werden,  nämlich: 
i;j  =  _  109  .  1-388  4-  1-968  —  0-46  =  —  0-005 
i:,  =  —  1-1 2,  1-388  —  1-968  — 0-34  =  — 0-073 


rg  =  —  1-54  . 1-388  —  1-968  —  O'Ol  = 
i-^  =  —  1-82  .  1-388  +  1-968  —  0-67  = 

[r]  =■ 


0-180 
0112 


0000. 
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Sollen  die  aus  Messungen  hervorgegangenen  Werte  a-,  y  so  ge- 
ändert werden,  daß  alle  /•  verschwinden,  so  berechnen  sich  4ie  be- 
treffenden Korrektionen  mit  Hilfe  der  Korrelaten 

0-005 

n-  0002 

=  —  0-025 


wie  folgt: 


u-001 


Die  ursprünglich  einander  widersprechenden  Gleichungen 
(7)  gehen  damit  in  folgende  widerspruchslose  Gleichungen    über: 

+  0-458  =  1-088  a-f  6 
-I- 0-365  =  1-155  a  4-6 

—  0-052  =  1-455  «4- 6 

—  0-632=  1-873  »4- 6. 

§  46.  Bestimmung  einer  geraden  Grenzstrecke. 

Professor  Koll  hat  in  seiner  „Methode  der  kleinsten  Quadrate", 
S.  185,  folgende  Aufgabe  gestellt:  „In  einem  Walde  sind  an  einer  ver- 
dunkelten (anscheinend)  geraden  Grenzstrecke  5  Punkte  P^,  P^,  Pg, 
Pi,  P5  aufgefunden  worden,  welche  Punkte  der  Grenzlinie  sein  sollen. 
Die  Interessenten  haben  sich  dahin  geeinigt,  daß  die  gerade  Linie,  die 
sich  möglichst  gut  an  die  aufgefundenen  Punkte  anschließt,  als  Be- 
sitzgrenze festgesetzt  werden  soll.  Zur  Lösung  der  sich  hieraus  er- 
gebenden Aufgabe  ist  an  der  Grenze  im  Anschluß  an  bereits  be- 
stimmte Polygonpunkte  ein  Polygonzug  gelegt  worden  und  die  Punkte 
Pj  bis  7-5  sind  von  diesem  Pol3'gonzuge  aus  eingemessen  worden, 
wonach  die  Koordinaten  für  sämtliche  Punkte  im  allgemeinen  Ko- 
ordinatensystem berechnet  worden  sind.  Diese  Koordinaten  sind  dann 
auf  eine  Abszissenachse  transformiert  worden,  die  ungefähr  parallel 
zu  der  zu  bestimmenden  Grenzlinie  liegt,  wodurch  die  folgenden  Ko- 
ordinaten erhalten  worden  sind: 
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1 

1' 

^  1 

Abszissf 

Ordinate 

Xj  =        0  00 

y,  =  —  110 

p 

3-j=    712-53 

i^j  =  -  0  24 

'           i\ 

X3  =131S42 

//3  =  +  2-yö 

^4 

«4  =  1731  04 

1/4  =  4  21s 

I\ 

ar,=  2026-50 

}  f,;5 

Die  zu  suchende  Gerade  ist  bestimmt,  sobald  aus  diesen  Maßen 
der  wahrscheinlichste  Wert  a  des  Richtuugskoeffizienten  der  Geraden 
und  der  wahrscheinlichste  Wert  h  des  Abschnittes  der  Geraden  auf 
der  Ordinatenachse  ermittelt  ist.  Bei  Ermittlung  dieser  Werte  können 
die  gegebenen  Abszissen  x  als  fehlerfreie  wahre  Werte  angesehen 
werden,  da  bei  der  gewählten  Lage  der  Abszissenachse  ein  in  den  zu- 
lässigen Grenzen  liei,fender  Fehler  der  Abszissen  die  Lage  der  zu  be- 
stimmenden Geraden  nicht  wesentlich  beeinflussen  kann.  Demnach 
können  die  Zahlenwerte  der  Ordinaten  //  als  die  einzigen  vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse  angesehen  werden."  (Fig.  41.) 

Fig.  -11. 


Die  Fehlergleichungen  lauten,  wenn  die  für  die  auszuführenden 
Rechnungen  unbequemen  Abszissen  x  durch  0001  x  ersetzt  werden 
und  dafür  1000a  =  ^-l  statt  n  eingeführt  wird 

0000-1^6^  1-10  =  f, 
0-7iy.4-^fe-fO-24  =  r2 
1-318^4  — i—  2-95  =  r3 
1-731  -1  +  6  — 218  =  r4 
2026  .1  +  6-  4-63  =  f5. 

Die  Auflösung  gibt:     ^  =  -i- 2-692,      6  =  —1-432. 
Sohin  lautet  die  Gleichung  der  geraden  Linie: 

?/=  0-0026^2  .r—  1-432. 
Aus  den  scheinbaren  Fehlern  der  einzelnen  Gleichungen  : 
r,  =  — 0-33-2.   r2  =  — 0-727,   rg  =  — 0-834,   r,  =  + 1-048,   (-5=  — 0-6ü8, 
erhält  man  den   .^mittleren  Fehler"  der  Beobachtungen: 
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u  = 


t^"  ^J   —  ±0-97/», 


ö — 2 


der  aber  hier  nicht  als  Maß  der  Messungsgenauigkeit,  sondern  als 
Maß  für  das  Genügen  der  den  gegebenen  Punkten  angepaßten  Ge- 
raden aufzufassen  ist. 

Wollte  man  die  etwa  durch  Grenzsteine  markierten  fünf  Punkte 
derart  verschieben,  daß  sie  unter  den  geringsten  Ortsveränderungen 
genau  in  die  ausgeglichene  Grenzlinie  zu  liegen  kommen,  so  hat 
man  an  den  Punktkoordinaten  nach  §  45,  S.  194,  allgemein  folgende 
Korrektionen  anzubringen : 

—  a  V,  ,  r.- 

1  -T  a2  ^'       1  +  a2 

Die  Größe  a  ist  der  Richtungskoeffizient  der  Geraden,  also  a=^tg  a, 
folglich  kann  man  auch  schreiben-. 

z]  Xi  ^=  —  i'i  sin  a  cos  a,  z/  y;  =  r,-  cos-  a. 

Da  in  diesem  Beispiele  die  Koordinaten  auf  eine  Abszissenachse 
transformiert  worden  sind,  die  annähernd  parallel  zu  der  zu 
bestimmenden  Grenzlinie  verläuft,  so  ist  a  eine  praktisch  ver- 
schwindende Größe,  also 

cos  ci=  1  und  sin  a  =  0, 

so  daß  man  auch  setzen  kann: 

jj  Xi  =  0,  yi  =  r,-, 

d.  h.  es  sind  in  diesem  besonderen  Falle  nur  die  Ordinaten  zu  kor- 
rigieren, und  zwar  um  den  vollen  Betrag  der  scheinbaren  Fehler, 
was  ohne  weiteres  einleuchtet. 

In  dem  folgenden  Beispiele  wird  der  allgemeinere  Fall  zur 
Untersuchung  gelangen,  wo  sowohl  die  Ordinaten,  als  auch  die  Ab- 
szissen zur  Verbesserung  gelangen. 

§  47.  Die  geometrische  Form  des  Amphitheaters  in  Pola. 

Zur  Lösung  der  Frage,  ob  die  geometrische  Form  des  Amphi- 
theaters in  Pola  nur  eine  ellipsenähnliche  sei  oder  einer  vollkom- 
menen Ellipse  entspreche,    hat    der  in   den  Ruhestand  getretene  Di- 
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roktor  des  k.  k.  Tri:ingulierun<rs-  und  Ivalküll)urc'aus  Hofrat  A.  Kroch 
folgende  Untersuchung'  angestellt*). 

Die  allgemeine  Oloichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  ist 

a  !/'-  —  bxy  —  c x-  -^  d y  —  cx-^  f  ---  0 

oder  wenn  man  durch  /'dividiert  und  die  Quotienten    ".»  -'.usw.  durch 

t      f 

.1,  /''  usw.  bezeichnet: 

.1  y-  —  JJx>j~  Cx^-  -  JJ  //  -^  Kj:  -p  i  =  u. 


1 1 1 


Zur  eindeutigen  Bestimmung  der  5  Unbekannten  .1,  H,  (\  I),  K. 
sind   5    BedingUHizen,    z.   B.    die    Koordinaten    ./•,    //    von    5   Punkten 


Fie.  42. 


*y 


^:.3 


V 


\' 


/ 
/ 

r-.. 
•  cc 


3? 
/ 
i 

I 

i 
\ 
\ 


I 

^10 


.\ 


>^9 


X  / 


der  Kurve  notwendig.  Um  diese  Unbekannten  für  jene  Kurve  zu 
bestimmen,  welche  der  Form  des  Amphitheaters  am  meisten 
sich  anschmiegt,  w^urden  aber  nicht  5,  sondern  12  schicklich  ge- 
legene Punkte  der  inneren  Umfangsmauer  der  Arena  geometrisch 
eingemessen,  (Fig.  42),  und  deren  Koordinaten  bestimmt,  so  daU 
durch  die  Auflösung  der  12  entsprechenden  Gleichungen  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werte  der 
Unbekannten  A,  JJ,  C,  D  und  E  ermittelt  werden  konnten.  Die 
Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

Bildung  der  Koeffizienten  der  Gleichungen  (l): 


*)  Österr.  Zeitschrift  für  Vermessungswesen.  1909,  S.  325—335. 
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47. 


Um  die    approxima- 

1 

1       s 

,  Deren   Koordinaten    in  ''    ♦i^'""  Koordinaten 
Metern   bezogen  auf  das' «^esMittelpuuktesder  | 

1-^ 

i     1 

1     ^ 

Landes-Koordinaten- 

system,  Anfangspunkt 

^Kriiubers". 

1                Kurve 

K 

eduzierte 

49.1üim     1    117.080™ 

^ 
C 
« 

£ 

1 

reduzierte 

i      '■ 

J                    y          1          .r 

y'- 

xy         j         a:2 

1 

49.111-55 

117.02000    -f    9  55  '  —60-00 

91-2025 

—    57300 

3600-00(10 

2 

49.137-50 

117.040-00    -1-  35-50 

-  40-00 

12()0-2500 

— 14-2000 

1600-0000 

3 

49.15200 

117.07000;.  +5000 

-10-00 

25000000 

—   500-00 

100-0001) 

4 

49.15505 

117.090-00 

+  58-05 

+  1000  1 

2814-3025 

4-    530-50 

100-0000 

5 

49.147-75 

117.120-00 

+  45-75 

-f  40-00 

20930625 

+  1830-00 

1600000(1 

(1 

49  11000 

117.144-00 

-r    8-00 

-  6i-00 

64-000;) 

-r    512-00 

40960000 

( 

49.090-00 

117.140-00 

— 12  00 

-r  60-00 

144  0000 

—    72000 

3600-0000 

8 

49.08000 

117.134-35 

—  22-00 

+  54-35  i 

484-0000 

-  1195-70 

2953-9225 

9 

49.06000 

117.111-70 

-  4200 

+  31-70 

1764-0000 

-  1331-40 

1004-8900 

10 

49.050-00 

117.0S1-80 

—  52-00 

-f    180 

27040000 

-     93-60 

3-2i00 

i   11 

49.056-85 

117.04000 

-  4515 

—  4000 

2038  5225 

-  1806-00 

1600-0000 

(12 

49.07910 

117-02000 

-  22-90 

-  60  00 

i 

524-4100 

+  137400 

36000000 

i 

Die  Normalgleichungen  lauten  allgemein: 

['/'  y']  ^-i  ^  [y'^y]B-  [y'  ^']  c  ~  [f-  y]  d 

[xy  xy]B—  [xyx^-]  C  —  [xyy]  D 
[x^x^-]  C-r  [x"y]D 

und  numerisch 


xyo:]  E—  [xy 
a.-2  x]  E  -f-    [x2 

II     II     II 
o   o    o 

[//  ^]  E  +    [y] 

[x-^]  E  —     [x] 

=  0 
=  0 

Normal- 
CJloiobung 

Koeffizienten    von 

Absolute 

=  0 

Ä 

1                        1 

Xr.l 

35,260-737 

+  3,382  274 

+15,366-201    +85.058 

+   17.805       +16.4817500 

,  2 

+15,366-201 

+  1,067183    + 17.805 
+73,092-689    -  97.787 

—   97.787-2    +      218  8000 

=  0 

.  3 

-  4 

-  5 

+  174.550-5     +  23.8580525  ii  =  0  | 

,  +  16.482 

+        218-8  '+          5-8000 
+    23.858-1     ^         51-8500 

II    II 

c  o 

Die  Auflösung  der  Xormalgleichungen  ergibt: 

A  =  — 0-000  366  087 
B  =  —  0-000  085  719 
C  =  —  0-000  251  4  62 
D=  —  0-000  051  029 
E  =  -T-  0-000  291  489. 
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Es  lautet  sohin  die  Gleichun«^  der  Kurve  welche  sich  der 
inueren   Abtrrenzungslinie  des  Amphitheaters  am  meisten  anschlielJt: 

—  U-000  366  087?/- -t- 0000085  719  0,7/  — 0-000  251  4G2j-^  — 0000051  029»/ -:- 

(1000  291  489  j—  1=0. 

Da  B-  —  4.4C'«:^0,   so  entspricht    die  Gleichung  dieser  Kurve  einer 
Ellipse. 

Zur  Beurteilung,  in  welchem  Grade  diese  Ellipse  den  gewählten 
12  Punkten  und  sohin  auch  der  inneren  Randlinie  des  Amphitheaters 
sich  anschließt,  substituiere  man  die  gefundenen  Werte  für  .1.  I>,  (  , 
IJ  und  K  in  die  Gleichungen  (1),  wodurch  sich  nach  der  allgemeinen 
Fehleri.deichung 

A  y/-'  —  Bxy—  C x-  +  Dy~Ex~l  =  r  (2) 

folgende  Widersprüche  r  ergeben: 


Nummer  d. 
Gleichung 

Numeri 

sehe    W  e 

rt  e    für 

■T. 

*-* 

Wihrsprflcho 

Äyi 

t:  r  ij 

r  T"- 

Dy 

r  ■    , 

1 

:     1 

-  0  0334 

-  00491 

—  0-9053 

—  00005 

—  0-0175 

~T~   ■*■ 

=  —  0  0058  , 

0 

—  0-4614 

-  0-1217 

-  0-4()23 

-  0-0018 

-  00117 

+ 1 

=  +  0(X)ll 

3    ' 

-  0-9152 

-  0-0429 

-  0-0251 

—  00(J26 

—  0-0029 

+  1 

=  +  (»•0113 

4   , 

—  10305 

-f  0-0455 

-  0-0251 

—  0  0;)27 

-f  0-0029  i 

-r  1 

=  —  00097 

■     5 

—  0-7662 

-r  0-1569 

-  0  4023 

-  00023 

-^  0-0117 

+  1 

=  —  0-0022 

6 

—  00234 

4-  0-0439 

-  1-0300 

-  000t)4 

-f  0-0187 

-f  1 

=  -OOe-- 

7 

-  0-0527 

-  00nl7 

—  0 1)053 

-T-  0-0U06 

-r  0  0175! 

+  1 

=  — 0-1. 010 

8 

-  0-1772 

—  0-1025 

-  0-7423 

+  O-Onil 

+  0015S 

-'-  \ 

=  -  0-005«) 

9 

—  0-6458 

-0-1141 

-  0  2527 

-r  0-0021 

+  0-00ii_ 

=  -  0  0013 

'   10 

-  0-9899 

—  0  0080 

-  0-0008 

+  0  0027 

+  0-0005 

-^1] 

=  +  0-0o45 

11 

—  0-7468 

-f-  0-1548 

-  0-4023 

+  00023 

—  00117 

=  _  ü  0032 

12 

-  0-1920 

-0-1178 

—  0  9053 

—  00012 

—  0  ( il  75 

-*~  I 

=  -;-  n(<()42 

^cj  —  -^  U  UUU5 

Schon  die  Geringfügigkeit  der  Widersprüche  v  laut  erkennen, 
daß  die  gefundene  Ellipse  von  der  inneren  Handlinie  des  Amphi- 
theaters nur  sehr  wenig  abweicht.  Besser  wird  aber  der  Grad  der 
Übereinstimmung  dieser  beiden  Kurven  veranschaulicht,  wenn  die 
wahrscheinlichsten  Verbesserungen  ermittelt  werden,  die  an  den 
Koordinaten  a-,  y  der  12  Punkte  angebracht  werden  müßten,  damit 
ein  vollkommener,  widerspruchsloser  Ans  chluß  erzielt  werde, 
so  daß  auch  die  Widersprüche  /-  verschwinden.  Für  jeden  Punkt 
besteht  dann  die  Bedingungsgleichung 


^^  (y +*•'/)'  -B{x-rvs)  iy-'.,) 


r,)^-^L'e/-rf-W-^H.'-t'-)  — »  =  P- 
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Entwickelt  man  die  angezeigten  Quadrate  und  Produkte,  so  er- 
hält man  mit  Rücksicht  auf  (2)  diese  Bedingungsgleichung  in  der  Form: 

2  .-l  //  v„  —  B X  r,,  —  By  i;,  -\-2Cxr^-\-D  i-^  -f-  E v^  -}-  v  =  0 
oder 

(2  A  >i  -;-  B  X  4-  D)  V,  -j-  (25  ^  -1-  2  Cx  ^  E)  v,  +  t-  =  0. 

Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  die    im    voraus  berechenbaren 

Koeffizienten  von  v„  und  r,.  mitp,  beziehungsweise  q,  so  kann  man 

auch  schreiben: 

2)v„^qV:,-\-v  =  0.  (3) 

Sollen    die    Koordinaten- Verbesserungen  i-,,,  'Vr   gleichzeitig  die 
kleinsten  Werte  annehmen,  so  muß  für  jeden  Punkt 

sein  und  damit  den  beiden  Forderungen  (3)  und  (4)  Genüge  geleistet 
werde,  muß  der  Ausdruck 

{^l  +  vi)  —2k  ij) v,j  +  qi'x-t  r) 

ein  absolutes  Minimum  werden,  d.  h.  es  müssen  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten dieses  Ausdruckes  nach  v^,  und  v-^  einzeln  gleich 
Null  sein,  nämlich 

Vj,  —  Jcj)  ==  0     und     r.c  —  A-  <^  =  0. 
Folglich  ist 


/.•  = 


—  V  ,  —  p  V  —  q  V 

-1, ^    und    v„  =  -—^ — -,    r^=  — ^ — - 


Die  Durchführung  der  Rechnung  ergibt  sodann: 


Nr.    1 

1 

% 

Vx 

i    'i 

-% 

1 

—  006 

+  016 

0003G 

00256 

i      2 

+  002 

—  002 

0-0004 

0-()004 

3 

+  0-28 

—  007 

!    00784 

0-0049 

4 

-0-25 

000 

0-0625 

0-0000    i 

5 

—  0  06 

-0-03 

0-0036 

0  0009   i 

6 

000 

+  0-27 

0  0000 

0-0729 

< 

-f  0  02 

—  OO-t 

0  0004 

00016 

8 

+  0-09 

—  012 

0-0081 

0-0144 

9 

+  002 

-0-02 

1    00004 

0-0004 

10 

-011 

+  001 

0  0121 

00001 

11 

+  008 

+  0-05 

00064 

0-Ü025    ! 

12 

-0  05 

-013 

00025 

0()169 

0-17ö4 

U-140Ö   , 
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Die  mittlciL'n  Kourdiiiatuiifehler  sind 

}       12 
und  der  mittlere  Punktfehler  ist   M  —  Y ^f^  +."^-  "lö. 

Setzt  man  die  um  die  Korrektionen  v,j,  r ^  verbesserieu  Ku- 
ordinaten  >J  ~  r ,.  und  x -^  i\.  in  die  Fehlerj^deichungon  (2)  ein,  so 
gehen  diese  widerspruchslos  auf  Null  aus. 

Zieht  man  in  Erwägung,  daß  es  bei  dem  verwitterten  Zustande 
der  die  Umfassungsmauern  des  Amphitheaters  bildenden  Steine  nicht 
möglieh  war,  die  Umfangsgrenzen  auf  2  bis  3  Dezimeter  genau  zu 
bestimmen,  so  ist  man  mit  Hof  rat  15  roch  zu  dem  Schlüsse  be- 
rechtigt, daß  die  römischen  Architekten  eine  genau  konstruierte 
Ellipse  als  Grundriß  für  den  Bau  der  Arena  in  Pohl  angenommen 
haben. 

Man  kann  die  gefundene  Ellipsengleichung  auch  dazu  benutzen, 
um  die  Dimensionen  der  inneren  Arenaellipse  zu  berechnen.  Broch 
findet  in  der  S.  199  zitierten  Abhandlung 

als  große  Achse  :  129-866?», 
als  kleine  Achse  :  I02"56ü»<. 

Der  Richtungswinkel    der   großen    Achse    ergibt    sich    aus    der 

Formel    Ui  2  a  = ^ p,  zu  k  =  18"  23'  42". 

''  A—  C 

§  48.  Näherungsweise  Berechnung  von  X x--yy-. 

Professor  Jordan  hat  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen. 
1899,  S.  357  die  für  die  Berechnung  der  Schlubfehler  von  Polygon- 
zügen dienliche  Näherungsformel 

6'  =  Vx--ry'-  =  X  -f  0-3  //  für  ./•  >-  // 
ohne  Ableitung  angegeben,    hieran    jedoch  die  Bemerkung  geknüpft, 
daß  eine  Integration,    ähnlich  wie  bei  Dienger:    „Ausgleichung   der 
Beobachtungsfehler  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadratsummen", 
auf  diese  Formel  führt.  Nachstehend  sei  diese  Integration  durchgeführt. 

Setzt  man  in  1^'-- i- //'  =  •'• -f  f?/*): 

so  ist  s  =  Yx-  -;-  ij-  =  s  {cos  (p-j-  c  siit  q ) 

oder  cos  ^  —  c  sin  (p  —  1. 


*)  Poncelet  setzt  bekanntlich  Y^^-^  >/-  =  ■' 


.._  ;, ... 
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Somit  lauten  die  Fehlergleichungen: 

c  sin  q)i  -j-  cos  cpi  —  1  =  /-j 
c  sin  (f.-  -}-  cos  cfo  —  1  =  i'o 


c  sin  rpn  -f-  coscf,,  —  1  =  v„. 

Die  Bedingungsgleichung    für    das  Minimum   der  Fehlerquadrate  ist: 

[sin-  ^]  c  -]-  [sin  (p  {cos  cp  —  1)]  =  0. 

Geht  man  von  den  Summen  auf  die  Integrale  über,    so  .  erhält 
man  die  jS'ormalgleichung: 

c 


sin-  (p  cl(p=  1  sin  cp  {1  —  cos  cp)  clcp 


und  es  ist: 


9o 


sin  cp  d(p  —    1  sin  cp  cos  cp  dcp 


(,  ^         <)Po  __ll 


I  sin^  cp  dcp 


Da     I  sin  cp  dcp  =  —  cos  cp ,     j  sin  cp  cos  cpdcp=^  —  sin-  cp , 


/ 


sin-cp  dcp  =  ^  —  "  sin  2  cp , 


so  folgt 


e" 


C  ^= 


,     .    (pi  -7-  cpo     .    q)i  —  cpQ  .  \    '   /  X 

4  sin        ^        sin        r^ «»« (9'i  ^  ^o)  ««« (^i  —  To) 

(9"i  —  f/'o)  —  cos  (9?!  +  9o)  sin  {cpi  —  gpo) 


Führt  man,  weil  x>y,  für  fgcp=  '-  die  Grenzen  0  und  1  ein.  so 

wird  cp(,  =  0,  gpi  =  ^  =  45*^  und 

4 

16sm-22f'30'— 2 

c  = =  0-30059 

7t  —  2 

s  =  x  4- 0-30059?/ 

oder  abgerundet;  Yx^-\-y-^x -\-0'^ii. 

Der  mittlere  Fehler   dieser  Formel  beträgt  etwa  4Vo  in  Teilen 
von  X. 
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/>.  Bestimmung'  der  Erdgestalt. 
§  49.  Die  Ausqieichungsprinzipien  von  Walheck  und  Bessel. 

In  den  ^Astronomischen  Naehiichien  '  u.  Lid.,  i.»,o7  und  in.  Üd. 
1842  hat  Bessel  „die  Hestimnuin^r  der  Achsen  dos  ellipti.schen  Ho- 
tationssphäroids,  welches  den  vorhandineu  Messunifon  von  Meridian- 
bögen der  Erde  am  meisten  entspricht",  mit  Hilfe  der  Formel  für 
die  Entfernung  zweier  Parallelkreise  durch  Ausgloichtiii'^  nnch  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  vorgenommen'). 

Werden  die  beiden  Halbachsen  der  Meridianellipse  durch  u 
und  /'  bezeichnet^  wird 

«— ^  2      ,    1    ,   , 

a  -f-  6  3      '    f) 

gesetzt;  sind  (p  und  q:'  die  Polhöhen  der  Endpunkte  eines  Moridian- 
bogenstückes  von  der  Länge  s;  .r  und  x  die  an  die  beobachteten 
Polhöhen  infolge  der  Ausgleichung  anzubringenden  Änderungen; 
schreibt  man  zur  Abkürzung  für  die  Länge  des  Bogens  im  (JradmalJ 
oder    die    Amplitude    /  =^  9)'  —  ff    und    für    die    mittlere    Breite    der 

/       r 

Messung  L=^^  ~^     ,  bedeutet  ferner  _^  die  mittlere  Länge  eines  Me- 

ridiangrades  und  q=  l:-iin  l",  und  nimmt  man  für  //  nn  1  c  die  Nä- 
herungswerte 'jo  und  ci„,  so  daß  in  den  Ausdrücken 

g=     '_2_  •      und     K  =  a„(l-r/') 
1  -f- 1 

i,  k  die  Verbesserungen  an  f/,„  «0  darstellen,  so  lautet  die  Bessel  sehe 
Formel  zur  Berechnung  der  Erdgestalt: 

1   13600  7     .  r„  -7  „   A  «^     2     •     Ol  .    /  Hl 

,    3600     .        or„        .    ,  „  .        «^     •   ■    0/         I  /  1/. 

'     c/q  s  s  l  o  J 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

£  =  1  —  2  f<ro  cos  I.C0S2  L-r  :,  cq cos  Zl.cosi  L 

Bezeichnet  man  das  absolute  Glied  mit  m,  den  Koeffizienten 
von  /  mit  a  und  jenen  von  Ä-  mit  b,  so  erhält  man  obige  Gleichung 
in  der  übersichtlichen  Form: 

x  —  x  =  in  —  'I  >'  —  /'  /'■. 


*)  Über    die  Ableitung    dieser  Formel    vergleiche    auch    des    Verfasser.   Ab- 
handlung in  der  ^Österr.  Zeitschrift  für  Vermessungswesen"  191o,  S.  139. 
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Jedo  Gradmessunii'  mit  zwei  astronomischen  rolhöhenbestim- 
mungen  liefert  eine  derartige  Gleichung  für  die  Änderung  der  Pol- 
höhenamplitiide.  Bei  einer  Gradmessung  niit  mehreren  Polhühen- 
bestimmungen  hat  man  für  die  Verbindung  des  südlichsten  Punktes 
der  Messung  mit  jedem  nördlicheren  Punkte  eine  ähnliche  Feh  1er- 
differenzgleichung.  Es  besteht  daher  für  eine  Gradmessung  mit 
1-1- r  astronomischen  Stationen  folgendes  System    von  Gleichungen: 

./•■  — ;i-  =  a'  i -- h'  J,- -r  III  =  c 
X  —  .r  =  a  i-f-  b  k  -(-  m  =  i- 
X     —  a:  =  a      i  -\-  b     k  ~-  in      =  v 


x^''>  —  x  =  «('■)  i  -[-  b('''  k  -f  m('')  =  v(''). 

Aus    diesen    r  Fehlerdifferenzgleichungen    bildet    man    für    die 
erste  Gradmessung  die  1 -j- ?■  Fehlergleichungen: 

.l'l      =^  Xi 

x[     =  .^1  -f-  a[    i  -h  ^1    Ä;  -p  m'i 
»i'    =  a'i  -j-  «i'   i  -\-  h['  k  -j-  nii 

Xi'  =Xi  -\-  a["  i -\-  b{"  k  -j-  '"1" 


x\'->  =  x\  +  a'{>  i  -r  b^P  k  -^  m^ 


Für  eine  zweite  Gradmessung  tritt  an  die  Stelle  des  Zeigers  i 
der  Zeiger  2  und  die  Anzahl  der  Fehlergleichungen  wird  gleich 
jener  der  Polhöhenbestimmungen.  Für  die  /<-te  Gradmessung  mit 
1  -|-  oj  astronomischen  Stationen  hat  man  co  Fehlerdifferenzgleichungen 
oder  1 -{- w  Fehlergleichungen  mit  dem  Index  n. 

Jede  Breitengradmessung  liefert  sohin  ein  Gleichungssystem 
mit  denselben  Unbekannten  i,  k,    aber  immer    anderen  Unbekannten 

Xi,    X2,    ■    .    .    Xn- 

Behufs  Ermittlung  der  unbekannten  Größen  sind  seit  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  das  vorliegende 
Ausgleichungsproblem  zwei  verschiedene  Wege  betreten  worden. 
Walbeck,  der  schon  im  Jahre  1819  die  Bestimmung  der  Erddimen- 
sionen durch  systematische  Ausgleichung  bewirkt  hat,  gründete  die 
Berechnung  darauf,  daß  er  die  Summe  der  Quadrate  der  Unterschiede 
zwischen  den  gemessenen  und  berechneten  Polhöhenamplituden 
[v  f]  zu  einem  Minimum  maclite.  Der  zweite  Berechner  Schmidt 
hat  auf  Veranlassung  von  Gauß  im  Jahre  1828  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Unterschiede  zwischen  den  beobachteten  und  berechnetvu 
Polhöhen  selbst,   [xx],  zu  einem  Minimum    gemacht,    ist    aber    im 


§   49.  Die  Aiisgleichun;,'Siirin/.ipion   v<.ii   Wulbeck  und   iJossel  207 

Jahre  1830  zu  drin  Walbeclcscbeii  rrinzip  wicdor  zurückgekehrt. 
Bessel  hielt  sicli  strenge  an  den  GauIJschen  Vorschlag  und  hat 
hiedurcli  den  Avissensohaftlichen  Grund  zu  den  meisten  späteren  l!t- 
reehnung-en  der  Erddimensi(jnen  gelegt. 

Im  Sinne  der  Walbeekschen  Berecunung.swei^e  ist  uei  An- 
wendung einer  Gradme.ssung  mit  1 -•- w  astronomi.sch  bestimmten 
Polhöhen  folgende  Summe  auf  ein  kleinste-s  M  iM  zu  bringen: 

f  (•  r\  =  («1  i-j- ^i  fi  T"  '"i)"  -r  (^'-2  i  —  h  ^^  -7'  "'2)'-  i -^  ("oi i  t  ''«/•:  -T"  '"ot)' 

=  [aa]  ?-4-2  [ah]  Ik-^-  [ii]A---f  2  \a  m\  i       2  \h  m]  h    '■    \m  in\. 

Setzt  man  die  i)artiellen  Differentiahiuotienten  dieser  Summe 
nach  den  Unbekannten  /  und  k  gleich  Null,  so  erhält  man  die  beiden 
Normalgleichuugen : 

[a  a]  i  -f-  [a  b]  k  -f-  [a  ?«]  =  0 
[ab]i-{-  [Ij  b]k-r-  [6/«J=0. 

Geht  man  mit  den  gefundenen  i  und  />;in  die  Fehlergleichungen  für 
die  Polhöhenänderungen,  die  wir  jetzt  mit  a-,,,  .Ti,  x-,  .  .  .  .Tjo  bezeichnen 
wollen,  ein.  so  ergeben  sieh  die  letzteren  in  folgender  Weise.  Aus 
dem  Gleichungss3''stem 

Xq  ^=  Xq 

Xi  =  Xq  -r  f] 

Xii  —  Xq  "y  't*-j 


Xc0 Xq  -j-    l'ß), 

worin  die  Widersprüche  v  in  den  Polhöhenamplituden  in  ihrer  Ge- 
samtheit bereits  ein  Minimum  darstellen,  bildet  man  für  die  Unbe- 
kannte X(^  die  Normalgleichung: 

{1  +  co)Xq-[v]=0 
und  erhält  hieraus 


X 


0 


1  —  03 


als  die  Polhöhenverbesserung  des  Ausgangspunktes  der  Amplitudvn- 
zählung,  womit  aus  den  einzelnen  Fehlergleichungen  auch  die  Ver- 
besserungen aller  übrigen  Polhöhen  erhalten  werden. 

Nach    dem    Gauß-Besselschen    Rechnungsmudus    ist    folgende 
Summe  zu  einem  ^linimum  zu  machen: 

[x  x\  =  al  4-  (.1-0  -f  a,  i-i-bik-j-  »j,  )-'  -f-  {Xo  —  "2  ^  -f-  ^2 ''  -  "'ar  ": 

+  (a^o  +  «CO  i^bcok  -  mco)-=  (1  ^  (D)a-§  -f  2  [a]  xj  -  [a  a]  i-  ^ 
-\-2[h]xok-^2[ab]lk  —  [bb]k-'  —  2[m]Xo-2{nm]i—2[bw]k-[mm]. 
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Setzt  man  die  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Summe 
nacli  den  Unbekannten  x,^,  i  und  k  gleich  Null,  so  erhält  man  die 
drei  Xormalgleichungen : 

(1-09)^0+     [a]i-      [b]k--      [m]={l-co)x,-^[r]=0 
[a]  X(t  4-  [a  a]  /  —  [a b]  k  -^  [am]  =  0' 
[6]  Xo  +  [a  h]  i  —  [b  h]  k  -^  [b  m]  =  0. 

Durch  Elimination  der  Unbekannten  ;<.;,  ergeben  sich  die  beiden 
zur  Bestimnmnsr  von  i  und  k  dienenden  Normalgleichungen: 

Mit  den  daraus  berechneten  /.  k  und  mit  Hilfe  der  Normal- 
gleichung für  Xq  erhält  man  sämtliche  Polhöhenänderungen  in  der 
gleichen,  oben  entwickelten  Weise. 

Läßt  man  jede  einzelne  Station  die  Rolle  der  südlichsten  ein- 
nehmen, so  ergeben  sich  nach  dem  Gauß-B esse  Ischen  Verfahren 
stets  dieselben,  sohin  eindeutig  bestimmten  Resultate;  der  Wal- 
beckschen  Berechnungsart  haftet  jedoch  insofern  eine  Unbestimmt- 
heit an,  als  sie  eine  durch  die  willkürliche  Wahl  des  Ausgangspunktes 
auftretende  Verschiedenheit  in  den  hiedurch  erhaltenen,  gleichbe- 
rechtigten Schlußresultaten  erzeugt,  weshalb  die  Wal b eckschen 
Formeln  im  Sinne  der  angestellten  Betrachtung  wegen  der  ungleich- 
förmigen Behandlung  der  Verbesserungen  zur  Anwendung  überhaupt 
nicht  geeignet  erscheinen. 

Die  von  Ph.  Fischer  in  seinen  beachtenswerten  „Untersuchungen 
über  die  Gestalt  der  Erde",  1868  (S.  116,  132—147,  158),  gemachten 
Bemühungen,  die  Walbecksche  Methode  gegenüber  dem  Gauss- 
Besselschen  Prinzipe  zur  Geltung  zu  bringen,  sind  von  Bruns  („Die 
Figur  der  Erde",  1878,  S.  31)  und  Helmert  („Höhere  Geodäsie",  I. 
1880,  S.  609)  als  vergeblich  ei^kannt  worden,  wogegen  Wolf  (Hand- 
buch der  Math.,  Phys.,  Geod.  u.  Astr.",  H,  1872)  und  Mayer  („Über 
die  Gestalt  und  Größe  der  Erde",  1876,  S.  63)  dessen  Ansicht  noch 
zu  teilen  schienen. 

§  50.  Die  Verbesserung  des  Walbeckschen  Ausgleichungsprinzips. 

Zwischen  den  Berechnungsweisen  von  Walbeck  und  Bessel 
besteht  ein  mathematischer  Zusammenhang,  welcher  erkennen  läßt, 
daß  auch  der  Walbeckschen  Methode  die  volle  Eignung  zugesprochen 


§    50.  Die    Verbesserung   des    Walbecksclicn  Ausgleichungsprinzipa.  2Üi» 

werden  kann,  wenn  an  ihr  eine  wesentliche  Verbesserung  vorj,'e- 
nommen  wird.  Es  sei  hier  auf  die  innii^e  Verwandtschaft  beider  He- 
rechnungsarten  näher  eingegangen. 

Man  kann  für  eine  «Iradmessung  nui  l  •  u  astrononusch  be- 
stimmten Polhühen   im  ganzen  _"   ''^   Fehlerdifferenzgleichungen 

aufstellen,  wovon  jedoch  nur  tj  (lloiehungen  voneinander  unabhiiiigiL' 
sind.  Je  nach  der  Wahl  der  aus  dieser  Anzahl  von  (ileichungen 
herausgegriffenen  Gruppe  von  a  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn 
nach  dem  Walbeckschen  Modus  gerechnet  wird,  verschiedene  Re- 
sultate, während  das  Besselsche  Verfahren  von  der  Wahl  der  die 
notwendige  Anzahl  von  Gleichungen  enthaltenden  Gruppe  ganz  un- 
abhängig ist. 

Je  nach  der  Wahl  der  Stationen  cpa,  (f\,  (p-2...(fto  als  Ausgangs- 
punkte für  die  Zählung  der  Amplituden  hat  man  bei  Benützung 
einer  Gradmessung  folgende  Gruppen  v<jn  Fehlerdifferenzglei- 
chungen: 

1.  Gruppe. 

X'i  —  3;o  =  «1  i  -p  Ol  Ic  -r  nii 
x^  —  Xq  =  cio  i  —  bo  Ä:  —  m.j 
Xs  —  •'»o  =  «3  i-r  K  k  +  Uli 


'^■<u  -  'fo  =  '^cü  i  —  ^0}  /'■  —  III  CO 

2.  Gruppe. 

0*0  —  a"i  =         —  üi  i  —  6i  /v  —  »jj 

x.y  —  Xi  =  {cio  —  «,)  i  —  {bo  —  6,)  A-  —  (/»a  —  »<,) 
a-3  —  Xi  =  («3  —  a,)  i  —  (63  —  6,)  k  -^  (m,  —  m,) 

^  CO  —  -^'i  =  («m  —  ^i)  l  -r  {ba,  —  bt)k  —  (/»ü)  —  '"1 ) 

3.  Gruppe. 

^0  —  CC2=         —  a.j  i  —  bo  k  —  m., 

Xi  —  X.J  =  (ai   —  a.)  i  —  (6,   -   b,)  k  —  (m,  —  uu) 
X,  —  X2  =  (03  —  cio)  i  —  (63  —  b,)  k  —  (ms  —  m.) 

.To,  —  Xo  =  (ato  —  rto)  i  -r  (bco  —  bi)  k  —  (/«„  —  "«s) 

usw. 

Im  Sinne  des  Walbeckschen  Rechnungsvorganges  besteht  für 
jede  Gruppe  ein  anderes  Normalgleichungenpaar.  Bezeichnet  man  der 
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§    60. 


Kürze  wegen  allgemein  mit  «,  ß  und  //  die  mit  der  Wahl  des  Aus- 
gangspunktes der  Amplitudenzählung  veränderlichen  Koeffizienten 
der  einzelnen  Gruppen  von  Fchlergleichungen.  so  hat  das  Normal- 
gleichungenpaar der  ersten  Gruppe,  da  hierin  a=  a,  /3  =  6  und  ^  =  7» 
ist,  die  allgemeine  Form,  wie  oben  S.  207; 

[a  a]  i  -f  [a  b]  k  -t-  [a  m]  =  0 
[a  b]  i  4-  [b  b]  k  ^  [b  m]  =  0. 

In  der  zweiten  Gruppe  aber  ist: 


«1  —         «1 

/3i  =       -b, 

>«i  —             '« 

«2    «2   «1 

1%  —  b.2  —  6i 

^ir.       vu  — m 

Cis     (lg               ttl 

ßa  —bs        bi 

fj3=m3  —m 

«(0  —  «oj  —  «1 

ßco-^bay-  b. 

,««— w«  — W! 

Es  ergeben  sich  daher  die  Koeffizienten  und  absoluten  Glieder 
der  Normalgleichungen  dieser  Gruppe  in  folgender  Weise.  Der 
Koeffizient  des  ersten  Gliedes  der  ersten  Normalgleichung  wird  ge- 
bildet aus  der  Summe: 

«2- 


al  -  2  tti  ttj  4"  *i 

«3  =  ^3  —  2  ai  ttg  -J-  «1 


Cir 


'CO 


'1  "^'(O 


a; 


[a  a]  =  [a  a]  —  2  Oi  ([a]  —  «i)  -f  («  —  l)  "i 
=  [a  a]  —  2  Ui  [a]  -r-  (1  +  q)  (i'l. 

Der  Koeffizient  des  zweiten  Gliedes  entsteht  aus  den  Produkten: 

«1  ßi  =  «1  ^i 

«3  ßi  =  Ctj  bo    —  f/j  h»  —  On   6,-1-  «1  h^ 
«3  ßa  =  "3  ^3    —  ^'i  63  —  Og   61  -h  a^  h^ 


dcoßc 


f'cobfo 


^1  b(a  —  ««  6,  -h  a,  61 


[ß/3]  =  [a6]  -  a,  ([/j]  —61)  — 6,  ([a]  —  ai)-|-(ö-  Ij  a^  ^i 
^=  [a  6]  —  tti  [6]   -  6,  [a]  -j-  (l  -J-  es)  aj  b^. 

Bildet  man  in  analoger  Weise  die  übrigen  Koeffizienten  und 
absoluten  Glieder,  so  erhält  man  die  Normalgleichungen  der  zweiten 
Gruppe: 

([aa]-2ai[a]_(i4-a3)a?}24-{[a/.]-a,  [6]— i,  [./]+(! -«)a,6i}/.--r 

+  {[am]  —  (ty  [m]  —w^  \n]  +(1  -f  o?)  a,  Wj}  =  0 
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+  {[6  m\  —  /;,  („,|  _  „,,  f/,]  4.  (1  _L  0,)  />,  TW,)  =  0, 

ferner  die  Normalgleichun<ren  der  dritten  Gruppe: 

{[aa]  -  2  a^[u\-{-(l  ~  (o)al}  i-^{[al,]—a^[b]  -/,,[«]_(!  -.- ui)ri  J.j}^- 

-p  •{  [a  /h]  —  «2  [m]  —  W2  [a]  -]-  (1  -f  63)  '/•  wjj  j  =  0 

|[a6]  —('M  —  h[^]-^{l-rCj)a,h,]i-^f^[hb\-2K[b]-\-(l  -\.(o)b^k~- 

4-  { [/>  m\  —  /;j  [m]  —  Wo  [h]  -^  (1  __  cjj  i^,  ,»,  j  _=  0, 
usw. 

Durch  Addition  der  gleichartigen  Koeffizienten  der  einzelnen 
Gruppen-Normalgleichungen  erhält  man  die  summarischen  Koeffi- 
zienten: 

2(1 -pco)[aa]  —  2  [aj  [a]  =  [aa] 

2(l4-«)[a6]-2[«]  [b]  =  [aß] 

2(l-f-cD)[am]-2[a]  [m]  =  [a^j 

2{l-}-(o)[bb]~2[b]  [b]^[ß£] 

2{l-co)[bm]  -2[b]   {m]  =  [ßj]. 

Dividiert  man  sämtliche  Koeffizienten  durch  2(1  —  w),  so  erhält 
man  die  summarischen  Normalgleichungen 

welche  einerseits  mit  den  Besselschen  Normalgleichungen 
(S.  208)  identisch  sind,  anderseits  aber  mit  Hinweis  auf  die 
rechts  stehenden  Ansätze  der  summarischen  Koeffizienten 
auch  in  der  Walbeckschen  Form  (S.  207) 

[«  a]  i  +  [aß  k  —  [uji]  =■  0 
[«£]  i  4-  {^J\  k  -r  [ßji]  -  0 

geschrieben  werden  können,  worin  aber  die  Summen  der 
Quadrate  und  Produkte  auf  das  ganze  System  von  {\-\-o})co 
Gleichungen  ausgedehnt  erseheinen,  was  durch  Unterstreichen 
der  Koeffizienten  und  absoluten  Glieder  angedeutet  ist. 

Da  zur  Bildung  der  Koeffizienten  dieser  Normalgleichungen 
jede  Bedingungsgleichung  doppelt  zur  Anwendung  gekommen  ist, 
und  es  zur  Erzielung  des  gleichen  Resultates  offenbar  genügt,  die 
Bedingunffso-leichungen  zwar  in  allen  möglichen  Kombinationen,  aber 
nur  einmal  anzusetzen,    so    erscheinen    dann  sämtliche  Koeffizienten 

14* 


212 


Beispiel  aus  der  französischen  Gradmessung. 


i5    51. 


und  absoluten  Glieder  der  auf  das  System  von  -(l -4- cd)  co  Gleicluin- 

gen  ausgedehnten  Normalgleichuni;en  der  Walbeekscben  Form,  den 
vori;enommenen  Kürzungen  durch  2.  beziehungsweise  durch  2  (1  —  o) 
zufolge,  zwar  (1  —  w)-mal  größer^  als  jene  der  Besselschen  Normal- 
gleichungen; sie  liefern  aber  genau  dieselben  Ergebnisse    wie    diese. 


§  51.  Beispiel  aus  der  französischen  Gradmessung. 

Ein  Zahlenbeispiel,  an  fünf  Stationen  der  französischen  Breiten- 
gradmessung durchgeführt,  möge  die  Identität  beider  Berechnungs- 


arten  erhärten. 
Station 

Formentera: 

Barcelona: 

Carcassonne: 

Pantheon: 

Dünkirchen: 


Polhöhe 

9^,^  =  880  39' 56" 
fpi  =  41    22  48 
^o  =  43    12   54 
(p^  =  48   50  49 
^^  =  51    02  09 


Amplitude         Parallelab- 
stan  d  in  Toisen. 


J(fi=    2"^'42'52" 
zJ(p.2=    4  32  58 
^cf3  =  10  10  53 
^rpi=12  22  13 

^()  =  57008  Toisen,  c<^  =  400. 


6-j  =  154  617 
52  =  259  173 
§3  =  580  312 
5^  =  705  257 


a)  Benützung  der  Besselschen  Formeln. 
Fehlerdifferenzgleichungen : 

1.  .   .   .x\—Xt,=    0-98. /J  —  0-86.'?-}- 0-65 

2.  .   .   .x.J—x^)=     1-64. j/^  1-19  .(/  + 0-03 
^i.   .    .   .Xs 
i Q 


.Xo=    3-67. 2^-^0-87.^4- 119 


.T 


Q=    4-45.7<-f  021.  (^-;- 5-17 
10-74       -f-  3-13       —  7-04. 


Hierin  ist,  um  bequeme  Zahlen  zur  Rechnung  zu  haben, 
2^  =  10  000  i  und  q  =^  10  k  gesetzt. 


Bildung  der  Koeffizienten: 


«  a 


a 


a  m 


Lb 


h 


III 


1.  . 

.  .—  0-9604 

+ 

0-8428 

—  0-637U 

-^ 

0-7396 

1 

0-5590 

2.  . 

2-6896 

1-9516 

0-04-92 

1-4161 

0-0357 

3.  . 

.  .   13-4689 

3-1929 

4-3673 

0-7569 

1-0353 

4.  . 

.  .   19-8025 

~r 

0-9345 
6-9218 

23-01)65 
—  28-0600 

— ; — 
1 

00441 
2-9567 

1-0857 

-1  • 

.  .-f  36-9214 

T 

2-7157 

—  23-0695 
■-       —  13-8519 

6-7232 
0-1986 

—  15-1219 



1-9594 
0-9973 

— 

4-4070 

V    

—  12-9381 

1-69  lo 

§  öl. 
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2i:j 


Normalgleichun^^en  für  j>  und  7: 

13-8519. ^-)-0-198Ü.  7 -f  12-9381  ^  ^) 
0l986.^4-^"^973  .7   •      1-H913  =  0 

Auflösimg:    ;*  =  —  0-96109,     9= -|- 1-88727, 

Normalgleichung  für  a;„: 

10-74;M-3-13  7  4-704  =  6  Xo- 


Auflösung:    a-„  =  —  0-525' 


X-,  =  +  0-806",      X2  = -j- 0-175",     a-8  = 
Probe :    \x]  =  0. 


r22u  ,     X4  =  + 0-764'. 


h)  Benützung  der  verbesserten  Walbeckseheu  Formeln. 

Zu  den  bereits  angesetzten  4  Fehlerdifferenz^'leichungen  trett-n 
noch  folgende  G  Fehlerdifferenzgleichunuen  hinzu: 


0. 
6. 
7. 
8. 
9. 
10. 


Xo  —Xi  =  -r-  0-66  .]>  —  033  ■  ij  —  0%2 
X3  —  a-'i  =  -f-  269  .jj  —  001  -  7  —  054 
x^  —  Xi  =  -r-  3-47  .J)  —  0-65  .  7  —  4-52 
X3  —  Xo  =  +  203  .])  —  0  32  .  7  —  1-16 
X^—x.2  =  -r  2-81._?J  — 0-98.7  —  5*14 
Xi—Xz  =  —  0  78  .p  —  0  66  .  7  -:-  3-98. 

Bildungr  der  Koeffizienten: 


a  a 


ah 


am 


hh 


h 


m 


V  _ 

—  36-9214 

—  6-9218 

-1-28-06(10 

-  2  95Ü7 

-r  27157 

5. 

.  .    04356 

-1-0-2178 

—  0-4092 

0-1089 

—  0-2046 

6. 

.  .    7-2361 

—  0-0269 

-f-  1-4526 

0-0001 

-f  0-0054 

7. 

.  .   12  0409 

—  2-2555 

--16-6844 

0-4225 

—  2-93S0 

8. 

.  .    4-1209 

—  0-6496 

-\-    2-3548 

0-1024 

—  0-3712 

9. 

.  .    7-8961 

—  2-7538 

—  14-4434 

0-9604 

—  5-0372 

10. 

.  .    0-G084 

—  0-5148 

—  ;j-inu 

o-4:i56 

-  2-0  2»;  8 

Z^=        ^69-2594    -j- 0-9928    -^  64-6904    -^  4-9>66    —8-4567. 

Dividiert  man  die  Summen  -T^  durch  1  -f  w  =  5,  so  ergeben  sich 
genau  dieselben  Koeffizienten  2,:.,  wie  bei  Anwenduug'der  Besselschen 
Formeln,  und  sohin  auch  dieselben  Resultate: 

_^j==_  0-96109,  7  =  -p  1-88727 

oder  i  =  — 0  000096109,  /c  = -f  0-188727. 

Mit  Bezug  auf  die  S.  205  zitierte  Abhandlung  erhält  man  weiter- 
hin in  roher  Abrunduni:: 


9  = 


57008 
1  —  / 


=  57013-48     «=-——  =  0-00297182, 

40U 
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o 


71  =-«  =  0-00198121,     N=l  -{-a-=  1-0000088317, 
3 

ISOo 

^  =  \^—n ^^77-7^^=3  273  101   Toisen, 

J\  ;r  (l  —  w)- (1  -\-  n) 

6  =  a-^^=3  260  157  Toisen, 

.11  « —  ^  1 

Abplattung 


a  253 


Das  mit  den  Halbachsen  a  und  ?>  beschriebene  Rotationsellipsoid 
schmiegt  sich  den  fünf  französischen  Meridianbögen-Messungen  im 
Sinne  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  am  besten  au. 
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Im  ersten  Bando: 
Seite     38,     6.  Zeile  vnii  unten  ist  ,.für  ^  =  1"  zu  struiclien. 


39, 

1. 

40, 

2. 

184, 

4. 

222, 

4. 

254, 

1. 

275,   11. 


untenlese  man  „Grenzwerten  in"  statt,,Funktionswerten  aus". 

unten  lese  man  „nehmen"  statt  „entnehmen", 

unten  setze  man  [a  a .  1|-  statt  \a  a  .  iJJ. 

unten  setze  man  „<;6"  statt  „00". 

oben    lese    man    „Fehler    gleich  genauer    Beobachtungen" 

statt  ..Gewiclitseinheitsfehler". 

unten  setze  man  „9  00570U3"  statt  „900570U6"- 

Im  zweiten  Bande: 


Seite     35,  11.  Zeile  von  unten  setze  man  „S.  2ß"  statt  „S.  2ö". 
„         42,     2.       „         „      oben  setze  man  ..§  23"  statt  ..ij  24". 

108,     1.       „         „      unten  ist  „und  §  62  dieses  Bandes"   zu  streichen. 
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